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１章 序論 

1.1 研究背景 

1930年代に、Auなどの正常金属に Feなどの磁性不純物を 0.1%程度だけ加えると、電気

抵抗がある温度で極小値を示すことが発見された[1]。これは、自由電子ガス模型では説明

ができない現象である。発見以来およそ 30 年後の 1964 年に近藤がこの現象の説明に成功

した[2]。近藤が提唱したのは、局在スピンが周囲の伝導電子と一重項を形成する多体効果

であり、今日ではこの現象は近藤効果と呼ばれている。局在スピンが周期的に並んでいる場

合、近藤効果によって局在スピンは伝導電子と混成することで遍歴性を獲得し、自由電子に

比べて有効質量の大きな Fermi 液体となる場合と RKKY(Ruderman-Kittel-Kasuya-Yoshida)相

互作用によって磁気秩序をする場合がある。近藤効果も RKKY 相互作用も、起源は伝導電

子と局在スピンの交換相互作用(c-f 交換相互作用)であるが、前者は局在スピンを遮蔽する

のに対して、後者は局在スピンを秩序化する効果を持つ。拮抗する 2つの相互作用のエネル

ギースケールが一致する点にスピンの自由度に由来した量子臨界点(QCP)が存在すること

が期待される。 

f電子化合物を対象とした QCP 近傍の物理は精力的に研究されている。f電子は d電子に

比べて少しの磁場や圧力で相転移をコントロールできる傾向にある。そのため、エネルギー

スケールが小さな f 電子は QCP 近傍を探るのに都合が良い。QCP 近傍を研究する理由の一

つに、QCP 近傍では量子揺らぎが発達しており、QCP を覆い隠すように重い電子超伝導相

が現れることが挙げられる。最初に発見された重い電子超伝導体は、1979 年に Stegligh が

発見した CeCu2Si2である[3] 。当時は、Bardeen、Cooper、Schriferが提唱した BCS 理論で観

測される全ての超伝導現象が説明できるとされていた。BCS 理論は、フォノンを媒介とす

る電子間引力により等方的な s波の電子対が形成されるとしている。しかし、CeCu2Si2は s

波の電子対ではなく、異方的な電子対を形成する実験結果が報告され、この物質はスピン揺

らぎを引力機構に持つことが提唱された[4] 。その後、他の Ce系や U系の重い電子超伝導

体が報告され、いずれもスピン揺らぎの枠組みで、超伝導の起源は説明されている[5] [6]。

最近、このようなスピン揺らぎの枠組みに当てはまらない、新しい QCP の存在を示唆する

物質が報告され、注目を集めている。例えば、2008年に Yb系の重い電子超伝導体では初と

なる-YbAlB4が報告された。この物質はYbの臨界価数の自由度に由来するQCPの存在が、

超伝導の起源であるとされている[7]。 

1987年に Coxは電気四極子モーメントの自由度に由来する四極子近藤効果を提唱した[8]。

また、1983年に Ohkawaは CeB6の四極子秩序相の起源は、伝導電子を媒介とした四極子モ

ーメント間の相互作用であることを提案した[9]。この 2 つの効果が拮抗しているならば、

四極子の自由度に由来した新しい QCP が存在する可能性がある。先のスピン揺らぎの枠組

みに当てはめると、この QCP 近傍には四極子揺らぎを起源とする新しい超伝導相が出現す



- 5 - 

 

ることが期待される。 

この研究をする上で重要なことは、四極子の自由度を持ち、かつ非磁性の f電子化合物を

研究対象とすることである。この条件に適しているのは、4f 電子を 2 個持っている Pr 化合

物である。4f 2系は非クラマース系であり、四極子の自由度のみが残る場合があるためであ

る。加えて、4f 2系が立方対称の結晶場を持つ場合、結晶場により分裂したエネルギー準位

の固有状態の一つに非磁性二重項のΓ3がある。本論文の対象である PrTi2Al20 は結晶場基底

状態がΓ3でかつ四極子秩序相を持ち、さらに超伝導相も持つことから、四極子の自由度に由

来する QCP 探索を行うのに適した物質である[10-14]。 
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1.2 f電子系と多極子モーメント 

1.2.1 f電子系の基底多重項 

原子核の作るポテンシャル𝑈(𝑟)中を運動する多電子系について考える。𝑖番目の原子の座

標、運動量、軌道角運動量、スピンをそれぞれ𝑟𝑖⃗⃗⃗ 、𝑝𝑖⃗⃗⃗⃗、𝑙𝑖⃗⃗⃗、𝑠𝑖⃗⃗⃗とすると、この系のハミルトニ

アンは次のように書ける。 

 

𝐻 =
1

2𝑚
∑|𝑝𝑖⃗⃗⃗⃗ |

2

𝑖

+∑𝑈(𝑟𝑖⃗⃗⃗ )

𝑖

+∑
𝑒2

4𝜋휀0

1

|𝑟𝑖⃗⃗⃗ − 𝑟�⃗⃗⃗�|𝑖<𝑗

+∑
1

2𝑚2𝑐2
〈
1

𝑟

𝑑𝑉

𝑑𝑟
〉𝑖 𝑙𝑖⃗⃗⃗ ∙ 𝑠𝑖⃗⃗⃗

𝑖

 

  

 

     = 𝐻0 + 𝑈 + 𝑉 + 𝐻𝑆𝑂            (1) 

第一項は運動エネルギー𝐻0、第二項は原子核が作るポテンシャルエネルギー𝑈、第三項は

電子間の Coulomb 相互作用𝑉、第四項はスピン・軌道相互作用𝐻𝑆𝑂をそれぞれ表している。 

𝐻𝑆𝑂を考えている系では、�⃗⃗�と𝑆は独立な量ではないために、良い量子数ではない。これら

の代わりに状態を指定する量は全角運動量𝐽で、𝐽 = �⃗⃗� + 𝑆と定義する。また、𝑙𝑖⃗⃗⃗ ∙ 𝑠𝑖⃗⃗⃗の係数は、

ポテンシャルの勾配を考えている電子の波動関数で平均化したものである。この係数の𝑖依

存性を無視して新たにλと書くことにする。全軌道角運動量を�⃗⃗�、全スピンを𝑆とすると、𝐻𝑆𝑂

は次のように書ける。 

 𝐻𝑆𝑂 = λ�⃗⃗� ∙ 𝑆 (2) 

スピン・軌道相互作用を考えない場合、全スピンの大きさ𝑆と全軌道角運動量の大きさ L

によって基底多重項は分裂するが、電子配置は Hund 則に従う。 

1) 最大の𝑆となる電子配置をとる。 

2) 𝑆に対して最大の Lをとる。 

Hund 則によって定められる多重項は、(2𝐿 + 1)(2𝑆 + 1)重に縮退している。この縮退は𝐻𝑆𝑂

によって解かれる。𝐻𝑆𝑂の効果を最も正しく記述するのは、相対論的な Dirac 方程式を用い

て多体効果も考慮して完全に解くことであるが、現実には孤立した原子以外に対しては実

行できない。そこで、𝑉と𝐻𝑆𝑂の大小より、𝐿𝑆結合と𝑗- 𝑗結合のどちらかのスキームを近似的

に用いる。 

1. 𝐿𝑆結合（𝑉 ≫ |𝜆|の時）：各電子の𝑙𝑖⃗⃗⃗と𝑠𝑖⃗⃗⃗から�⃗⃗�と𝑆を求め、�⃗⃗�と𝑆を合成することで𝐽の大き

さを求める。 

2. 𝑗- 𝑗結合（𝑉 ≪ |𝜆|の時）：各電子に対し、𝑗𝑖⃗⃗⃗ = 𝑙𝑖⃗⃗⃗ + 𝑠𝑖⃗⃗⃗を求め、𝐽が最大となるようにとる。 

どちらの結合もエネルギー準位の項の数は同じであり、𝐽の値も等しい。従って、項が𝑗- 𝑗
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結合をしている場合でも𝐿𝑆結合で記述することができる。但し、それぞれの相体位置は対応

していない。𝐿𝑆結合と𝑗- 𝑗結合の違いは励起状態に著しく現れるが、基底状態にはあまり影

響がない。多くの物質は𝐿𝑆結合が現実に近いので、基底多重項を考えている限り、以下は

𝐿𝑆結合で考える。 
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1.2.2 多極子の定義 

多極子は電荷分布、磁荷分布を特徴付ける量であり、波動関数の持つ電荷・磁荷分布の異

方性を表す。一般に系の対称性が低下すると、エネルギー準位の縮退が解けて、異方性をも

つ波動関数の一部が反映されて多極子が出現する。 

多極子を定量的に表すために、ランク𝑙の電気多極子モーメント𝑄𝑙𝑚、磁気多極子モーメン

トを𝑀𝑙𝑚として球面調和関数𝑌𝑙𝑚を使って次の式で定義する。但し、𝑚は波動関数の磁気量子

数を表す。 

 𝑄𝑙𝑚 = ∫𝑑𝑟 𝑟𝑙√
4𝜋

2𝑙 + 1
𝑌𝑙𝑚
∗ (𝑟)𝜌𝑒(𝑟) (3) 

 𝑀𝑙𝑚 = ∫𝑑𝑟 𝑟𝑙√
4𝜋

2𝑙 + 1
𝑌𝑙𝑚
∗ (𝑟)𝜌𝑚(𝑟) (4) 

ここで、電荷分布𝜌𝑒(𝑟)は時間反転に対して偶であり、空間反転に対しては奇である。反

対に、磁荷分布𝜌𝑚(𝑟)は時間反転に対して奇であり、空間反転に対しては偶である。これら

の対称性から、𝑙が偶数のときのみ電気多極子は存在し、𝑙が奇数のときのみ磁気多極子が存

在する。また、𝑙 = 0は単極子、𝑙 = 1は双極子、𝑙 = 2は四極子、𝑙 = 3は八極子を表している。 

4f 2配置の系について考える。孤立した系の場合、基底多重項は、全角運動量がJ = 4で 9

重縮退している。系が立方対称な結晶場に置かれると、1個の一重項(Γ1)、1個の二重項(Γ3)、

2 個の三重項(Γ4、Γ5)に分裂する。特にΓ3は非磁性二重項であるために、結晶場基底状態がΓ3

を持つ物質は、多極子の研究をするのに適している。Γ3は 2個の四極子の自由度(�̂�20、�̂�22)

を持ち、それぞれWigner-Eckartの定理を使って図と一緒に次のように表す。 

  

 

 

 

 

 

図 1 �̂�20 =
1

2
(2𝐽𝑧

2 − 𝐽𝑥
2 − 𝐽𝑦

2)              図 2 �̂�22 =
√3

2
(𝐽𝑥
2 − 𝐽𝑦

2) 
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1.2.3 四極子秩序相 

  四極子秩序相とは、四極子モーメント間に相互作用働き、四極子モーメント(f電子の電荷

分布)がある周期で秩序化している状態を指す。Ohkawa は周期的アンダーソン模型から出発

して、四極子モーメント間の相互作用は伝導電子やフォノンを媒介した RKKY 相互作用の

形で表せることを提案した[9]。以下ではこの相互作用を四極子相互作用と呼ぶ。𝑖サイトに

存在する四極子モーメント𝑂(𝑖)が他のサイトの四極子モーメントから感じる相互作用𝐻𝑄は

次のように書ける。 

 𝐻𝑄 = −∑𝐾𝑖𝑗
𝑖≠𝑗

𝑂(𝑖)𝑂(𝑗) (5) 

このとき、𝐾𝑖𝑗 > 0ならば強的な、𝐾𝑖𝑗 < 0ならば反強的な相互作用が働くことになる。強四

極子秩序(Ferro Quadrupole Order, FQ)相を持つ物質は、TmTe6や HoB6、DyB6等がある。また、

反強四極子秩序(Anti-Ferro Quadrupole Order, AFQ)相をもつ物質は、DyB2C2や CeB6、PrPb3等

がある。下図に�̂�20型の四極子秩序相の例を示す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                        (b) 

図 3 �̂�20型四極子秩序相の例 
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1.3 PrTi2Al20の先行研究 

1.3.1 磁化率と比熱の測定 

 

 

 

 

 

 

 

 

          図 4 磁化率の生データ[14] 

 

図 4 は PrT2Al20(T =Ti, V)の磁化率の温度依存性を示している[14]。磁化率の生データを

見ると、PrTi2Al20は 20 K以下で一定の値に近くなる。これは、結晶場基底状態が非磁性で

あることを示唆する。また、PrV2Al20は 30 K 以下でも磁化率が上昇しているが、より低温

まで測定すると、一定になることが期待されている。 

 

 

 

 

 

 

 

図 5 4f電子の比熱[14]         図 6 4f 電子のエントロピー[14] 

 

図 5は PrT2Al20(T =Ti, V)の比熱の温度依存性を示している[14]。このデータは、生データ

から LaT2Al20(T =Ti, V)の比熱を差し引いたものである。実線は中性子散乱[15]の測定から得

られた結晶場準位を使って計算したものである。PrTi2Al20は 2.0 Kで比熱に相転移を表すピ

ークを持つ。磁化率の結果と比較すると、この転移は非磁性転移である。この転移点を𝑇𝑜と

ここでは表している。また、およそ 30 Kでのピークは結晶場準位の第一励起状態によるも

のである。この比熱のデータからエントロピーを求めると図 6のようになり、およそ 5 Kで
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R ln2となることから、結晶場基底状態は二重項であることが示唆される。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 7 温度-磁場相図相図[14] 

 

非磁性転移の磁場依存性を調べるために、比熱の磁場依存性を測定した結果が図 7 であ

る[14]。転移点を比熱のピークの頂点としている。どちらの物質も転移点は、磁場の条件

を変えてもあまり変化がないことが分かる。PrTi2Al20は磁場の強さを大きくすると、ピー

クがブロード化する様子が観測された。 
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1.3.2 超音波測定 

超音波測定は電気四極子モーメントを研究する上で強力な手法である。磁場に対する磁

気双極子モーメントの応答が帯磁率であるとするならば、結晶構造の歪みに対する電気四

極子モーメントの応答は四極子感受率であり、弾性定数がこれを反映する。 

超音波による歪みは微小であるために、加える応力𝜎𝑖𝑗と歪み휀𝛼𝛽の間にはフックの法則が

成り立つ。 

 𝜎𝑖𝑗 =∑𝐶𝑖𝑗𝛼𝛽
𝑖𝑗

휀𝛼𝛽 (6) 

𝐶𝑖𝑗𝛼𝛽は弾性スティクネス定数である。特に立方晶では、その対称性から以下の 3 個の独

立な弾性定数で応力を記述することができる。 

 

(

  
 

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜎𝑧𝑧
𝜎𝑥𝑦
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑧𝑥)

  
 
=

(

 
 
 

𝐶11 𝐶12 𝐶12
𝐶12 𝐶11 𝐶12
𝐶12 𝐶12 𝐶11

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

𝐶44 0 0
0 𝐶44 0
0 0 𝐶44)

 
 
 

(

  
 

휀𝑥𝑥
휀𝑦𝑦
휀𝑧𝑧
휀𝑥𝑦
휀𝑦𝑧
휀𝑧𝑥)

  
 

 (7) 

ここで、立方晶の結晶に対して、<111>方向に超音波を入力した場合を考える。このとき、

𝐶𝐿 =
1

3
(𝐶11 + 2𝐶12 + 4𝐶44)と𝐶𝑇 =

1

3
(𝐶11 − 𝐶12 + 𝐶44)の 2種類の情報を得ることができる。𝐶𝐿

は規約表現でΓ1とΓ5の対称性の和であり、𝐶𝑇はΓ3とΓ5の対称性の和である。 

図 8 は PrTi2Al20における𝐶𝐿と𝐶𝑇の温度依存性である[16]。𝐶𝐿と𝐶𝑇は 2 K の相転移付近で

ソフト化が見られた。𝐶𝐿に比べて𝐶𝑇の方がより顕著なソフト化が見られる。先行研究では、

𝐶𝑇に対して四極子間の相互作用を取り入れた解析を行っている。 

𝑖サイトに存在する電気四極子モーメント𝑂Γ𝛾(𝑖)と、歪み휀Γ𝛾を使って、電気四極子モーメ

ントと歪みの間に働く相互作用𝐻𝑞𝑠は次のように書ける。 

 𝐻𝑞𝑠 = −∑𝑔Γ𝛾
𝑖

𝑂Γ𝛾(𝑖)휀Γ𝛾 (8) 

分子場近似による四極子間の相互作用𝐻𝑞𝑞は次のように書ける。 

 𝐻𝑞𝑞 = −∑𝑔Γ𝛾
′

𝑖

〈𝑂Γ𝛾〉𝑂Γ𝛾(𝑖) (9) 

これらを元に自由エネルギー𝐹を求め、弾性定数𝐶 ≡ (
𝜕2𝐹

𝜕𝜀Γ𝛾
2)
𝜀Γ𝛾→0

を計算する。 
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 𝐶 = 𝐶Γ
(0)
−

𝑁𝑔Γ𝛾
2 𝜒Γ𝛾

(𝑠)

1 − 𝑔Γ𝛾
′ 𝜒Γ𝛾

(𝑠)
 (10) 

ここで、𝑁は単位胞当たりの Prイオンの数で、𝐶Γ
(0)
は四極子間の相互作用以外の項で、𝜒Γ𝛾

(𝑠)

は四極子に由来する磁化率以外の項である。 

図 9は四極子間の相互作用を考慮した計算結果(実線)と𝐶𝐿の温度依存性を表している[16]。

赤線は第一励起状態がΓ5と仮定した時の計算結果で、青線は第一励起状態がΓ4と仮定した時

の計算結果である。これらの計算結果からは第一励起状態を断定することはできないが、い

ずれにしても四極子間の結合定数𝑔Γ𝛾
′ が正であるために、四極子間には強的な相互作用が働

いていることが期待される。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 9 𝐶𝐿と計算結果[16] 

  

図 8 𝐶𝐿と𝐶𝑇の温度依存性[16] 
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1.3.3 中性子散乱 

ミクロ測定である中性子弾性散乱と非弾性散乱の結果を示す[15]。この測定から結晶場の

エネルギー準位の決定、また四極子秩序相の対称性が議論された。。 

図 10は中性子非弾性散乱の測定結果で、(a)～(f)はそれぞれ 50 K、40 K、30 K、20 K、10 

K、4.2 Kにおける結果である。4.2 Kでは、6 meVと 9 meVではっきりと 2つのピークが現

れている。これらのピークは、温度が上昇するに従ってブロード化しながら弱くなっている。

50 K でもピークはまだ存在することから、この起源は結晶場励起状態によるものである。

スペクトルの解析は立方晶の結晶場ハミルトニアンを使ったものであり、これらの結果か

らエネルギー準位は図 11 のように決定された。しかし、Γ1を直接に測定はできなった。 

図 12は 220での磁気散乱の結果である。磁場を印加しなかった場合、9 Kと 1.6 Kは重な

る。4 T の磁場を[001]方向に印加した場合、9 Kの結果は磁場を印加しなかった場合に比べ

てスペクトルの強度が大きくなっている。これは、強的に並んだ磁気双極子モーメントが、

外部磁場により誘起されたことを示唆している。また、同様の磁場を 1.6 Kで印加した場合

にスペクトルの強度がこの 4 つの中で最も大きくなる。これは四極子モーメントが強的に

並んでいる相で、秩序変数が𝑂20であると説明することができる。 

 

 

 

 

 

 

  

図 10 中性子非弾性散乱[15] 図 11エネルギー準位 図 12 中性子磁気散乱[15] 
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1.3.4 電気抵抗の高圧測定 

PrTi2Al20は常圧下 200 mK以下で超伝導相を持つ[12]。この節では、電気抵抗から超伝導

転移温度の圧力依存性、上部臨界磁場、有効質量を述べる。[10, 11, 17] 

図 13は 0~8.7 GPaまでの各圧力下における電気抵抗の温度依存性を表している[10]。𝜌𝑚𝑎𝑔

は生データから LaTi2Al20 の電気抵抗の値を差し引いている。各圧力下で、高温領域では

− ln𝑇の温度依存性が見られた。これは、結晶場準位の第一励起状態が常磁性であるためと

考えられる。また、四極子転移である常圧下 2 K で電気抵抗が急激に小さくなった。そし

て、常圧下 200 mKで超伝導転移が観測された。静水圧を印加すると、6.7 GPa で超伝導転

移温度が 0.7 Kに、8.7 GPa で 1.1 Kに上昇した。 

図 14 は 0~6.5 T までの各磁場下における電気抵抗の温度依存性を表している[11]。磁場

を大きくすると超伝導転移温度が小さくなった。そして、6.7 GPa と 9.1 GPa で上部臨界磁

場を調べた結果が図 15である[11]。上部臨界磁場の温度依存性から 0 Kにおける上部臨界

磁場を見積もったところ、4.6 T となった。これは Pr化合物の重い電子超伝導体の中で最も

大きな値である。 

電気抵抗の温度依存性から、温度-圧力相図を作成した(図 16上)。試料は RRRが~110 と

~125 の二つの試料を使用している。FQ は四極子秩序相、SC は超伝導相を表している。低

圧領域における超伝導相は高圧領域における超伝導相とスムースに繋がっており、~6 GPa

で超伝導転移温度が急激に増加している。この増加に伴って、四極子転移温度が低下してい

る。また、高圧領域では、超伝導相と四極子秩序相は共存している。超伝導相における電子

の有効質量を、球状の Fermi面として見積もったのが、図 16の下である。圧力を増加させ

ると、有効質量も増加している。これは、四極子由来の量子臨界点の存在の可能性を示唆し

ている結果である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 14 電気抵抗の磁場依存性[11] 図 13 電気抵抗の圧力依存性[10] 
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図 15 上部臨界磁場[11] 図 16 温度-圧力相図[11] 
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1.3.5 NMR 

ここでは先行研究の結果を紹介する[18]。先行研究は主に常磁性相について詳細に述べて

いる。 

図 17は後で述べるAl(2)の 2aサイトとAl(3)の 3aサイトについての Knightシフトの温度

依存性を表している。磁場の印加方向は<111>方向である。高温領域では Curie-Weiss則のよ

うな振る舞いで、低温領域では一定となる振る舞いである。これは、基底状態が非磁性であ

る典型的な振る舞いである。 

図 18は縦軸を Knightシフトで横軸を磁化率にして作成した K-プロットである。傾きか

ら Al(3)の超微細結合定数が、1.70 [𝑘𝑂𝑒 𝜇𝐵⁄ ](Ti)、2.34 [𝑘𝑂𝑒 𝜇𝐵⁄ ](V)であると見積もられた。

古典的な双極子モーメントの寄与を仮定したときには、0.34 [𝑘𝑂𝑒 𝜇𝐵⁄ ]であるので、電子ス

ピンの偏極を起源とするトランスファー相互作用がシフトには主に寄与していると考えら

れる。これは、c-f混成が強いことを示唆する。 

図 19は PrTi2Al20における 3cサイトの核磁気緩和率(1/T1)の温度依存性を表している。磁

場の印加方向は<111>方向で、3.0 T から 8.5 T までの大きさの磁場を印加している。30 K以

上では、温度の降下に伴って、1/T1の値は減少している。30 K以下では転移点付近(TQ)まで

1/T1は上昇し、TQ以下で再び減少している。 

図 20は PrT2Al20(T = Ti, V)の 1/T1の生データから LaT2Al20(T = Ti, V)の 1/T1の値を差し引

いた値を表している。LaT2Al20(T = Ti, V)の 1/T1 T の値はそれぞれ 0.144 (Ti)と 0.165 (V)      

[s-1K-1]のような値であると先行研究[18]は報告している。ここで、LaT2Al20(T = Ti, V)の 1/T1

の値を差し引くことで、伝導電子の寄与を差し引いたと仮定している。一般に、結晶場基底

状態が非磁性である場合、1/T1には励起状態のスピン揺らぎが寄与する。すなわち、Γ4とΓ5

が 1/T1に効くとして、経験的に次式が成り立つ。 

 1

𝑇1
=
2𝛾𝑛

2|𝐴ℎ𝑓|
2

∆𝑓𝑙
∑|⟨Γ𝛾|𝐽𝑧|Γ𝛾⟩|

2
𝑒𝑥𝑝(−

𝐸Γ𝛾
𝑘𝐵𝑇

)

𝑍
Γ4,Γ5

 (1)  

ここで、𝐴ℎ𝑓は超微細結合定数、∆𝑓𝑙はゆらぎの幅、𝐸Γ𝛾は結晶場のエネルギー準位、𝑍は 1

個のイオンの分配関数である。この式を使って、f電子間の相互作用を無視した場合と考慮

した場合が図 20 の点線と実線でそれぞれ示されている。高温領域で、f 電子間の相互作用

を考慮した場合について、計算結果と実験結果はほぼ一致している。しかし、低温領域は一

致しておらず、今後の課題となっている。 
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図 20 核磁気緩和率と計算結果[18] 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 17 Knightシフトの温度依存性[18] 図 18 K-プロット[18] 

図 19 PrTi2Al20 の核磁気緩和率の温度依存

性[18] 
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1.4 研究目的 

立方晶 PrTi2Al20は、四極子秩序相を持つ希土類化合物である。これらの物質では Pr 4f電

子の結晶場基底状態が非磁性二重項であるために四極子モーメントの効果が低温で現れる

ことが期待される。PrTi2Al20は常圧下 2 K以下で四極子秩序相を持つ。また、200 mK以下

で超伝導相が存在する。そして、圧力を印加すると 10 GPa 程度で超伝導転移温度が急激に

増加して、四極子秩序相の転移温度が減少する振る舞いが観測されている。この振る舞いは

スピン揺らぎを起源とする重い電子超伝導体と似ている。このことから、四極子モーメント

の揺らぎがクーパー対形成に関与している可能性がある。また、PrV2Al20も最近になって試

料の純良化に成功し、超伝導状態が観測されている。PrV2Al20の超伝導の起源も同様に四極

子モーメントの揺らぎの可能性がある。PrV2Al20は常圧下 0.6 K以下で多極子秩序相を持ち、

さらに磁場を印加すると高磁場側に別の秩序相を持つ物質として知られている。 

本研究の目的は PrT2Al20(T =Ti, V)の超伝導と四極子モーメントの関連の解明である。そ

のために現在までに行ってきたことは、PrTi2Al20 の秩序相の対称性と秩序変数を同定する

こと、四極子転移前後での多極子のダイナミクスを調べることである。NMR は以上の目的

を遂行するのに有効なプローブである。先行研究[18]は主に無秩序相について報告しており、

NMR で PrTi2Al20の秩序相の対称性と秩序変数の同定は行われていない。また、転移点付近

の緩和率の解析も十分に行われていない。本研究は以上の解明を試みた。そのアプローチと

それぞれの目的について以下で述べる。 

NMR については、まずは共鳴線のサイト決定について報告する。実空間と対応したサイ

ト決定を行うことで、物質の空間的な対称性を確認した。 

次に報告するのは、四極子転移前後の NMR スペクトルの結果である。四極子秩序相の秩

序変数を求めることは重要である。そこで、各サイトで四極子転移前後のスペクトルを測定

し PrTi2Al20は、転移における対称性の破れを求め、秩序変数を同定することを目的とした。 

最後に緩和率を測定し、転移の前後で核スピンが感じる多極子のダイナミクスを観測し

た。 
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第２章 NMR  

NMR とは Nuclear Magnetic Resonance の略であり、原子核スピンの共鳴現象を観測するこ

とによって、原子核と周囲の電子に働く相互作用を通して電子の状態を知る方法である。

NMR を用いる利点としては次のことが挙げられる[19]。まずは、特定の原子サイトを選択

的に観測できることである。次に、磁性、局所磁場、フォノンなど多種多様な物性測定のプ

ローブになることである。また、核磁気緩和時間から磁性のダイナミクスを知ることができ

る。以下では主に文献[20]を参考にして NMR の原理と測定方法について述べる。 

 

2.1 核磁気共鳴の原理 

2.1.1 共鳴条件 

磁気モーメント�⃗�で、角運動量ℏ𝐼を持つ 1 個の原子核について考える。磁気回転比𝛾を使

って、以下の関係が成り立つ。 

 �⃗� = 𝛾ℏ𝐼 (11) 

この系に対して、z方向に静磁場を印加する。Zeeman 相互作用により、核スピンに対する

ハミルトニアンは次のように書ける。 

 𝐻 = −�⃗� ∙ �⃗⃗�  

     = −γℏ𝐵𝑧𝐼𝑧 (12) 

𝐼𝑧の固有値を𝑚として、𝐼𝑧|𝑚⟩ = 𝑚|𝑚⟩のように状態を𝑚で記述すると、|𝑚⟩に対するエネル

ギー固有値𝐸𝑚は式(12)を使って次式となる。 

 𝐸𝑚 = ⟨𝑚|𝐻|𝑚⟩  

        = −γℏ𝐵𝑧𝑚 (13) 

𝑚 = −𝐼,−𝐼 + 1,⋯ 𝐼 − 1, 𝐼をとることができるので、エネルギー準位は2𝐼 + 1個存在する。

また、それらのエネルギー準位の間隔は、等間隔に∆E = γℏ𝐵𝑧となる。∆E = ℏωを満たす振

動数の振動磁場を静磁場と垂直方向から印加すると、上記の準位間で遷移が起き、磁気共鳴

が観測される。 
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2.1.2 Free Induction Decay 

孤立した 1個の核スピンを考える。静磁場𝐵が

𝑧方向に印加されているとき、核スピンは𝑧軸ま

わりに Larmor歳差運動をする。このとき、角速

度𝜔は磁気回転比𝛾を使って𝜔 = 𝛾𝐵と書ける。 

多数のスピンの集合体の系について考える。𝑧

方向に静磁場𝐵が印加されている。個々のスピン

は𝑧軸まわりに Larmor 歳差運動をしており、こ

の系が熱平衡状態にある場合は全体として、静

磁場方向の磁化�⃗⃗⃗�が残る(図 21、図 22(a))。この

時の核磁化に共鳴条件𝜔 = 𝛾𝐵を満たす周波数の振動磁場�⃗⃗⃗�1を時間𝜏だけパルス状に加える

とする。𝑧軸まわりの角速度𝜔の回転座標系で、核磁化は�⃗⃗⃗�1を軸に角度θ = γ𝐻1𝜏だけ回転す

る。振動磁場の印加方向を𝑥′方向とする。このとき、γ𝐻1𝜏 =
𝜋

2
を満たす時間𝜏だけ振動磁場を

加えると、核磁化はy′方向に倒れる(図 22(b))。その後、個々のスピンは𝑧方向に局所磁場の

不均一性から歳差の速さにばらつきが生じ、スピンの位相が乱れる(図 22(c))。その結果、

全体としての核磁化の運動を実験室系から見れば、𝑧軸まわりに Larmor 歳差運動をしなが

ら、その大きさ𝑀が横磁化成分の緩和時間𝑇2
∗の時定数で減衰していく。これを自由歳差減衰

(Free Induction Decay, FID)という。 

 

(a)                            (b)                        (c) 

 

図 22 FID の模式図 

 

  

図 21磁場中のスピンの運動 
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2.1.3 スピン・エコー法 

FID を測定する際、パルス磁場を印加するときにコイルに大きな電圧がかかる。そのため

に、その後の信号を受信する受信計に数マイクロ秒の不感時間が生じる。FID の減衰時間が

パルス幅と不感時間の和よりもずっと短い場合、信号の受信は不可能である。また、FIDは

静磁場の不均一性と内部磁場の不均一性の和のみを測定するために、これらの不均一性を

分離して測定するのは困難である。1950年に Hahn はスピン・エコー法を発表し、これらの

問題を解決した[21]。以下ではその原理を簡単に示す。 

FID の節の回転座標系で考える。同様に𝑧方向に静磁場を印加し、熱平衡状態では核スピ

ンは磁場に平行に向いているとする。まず、𝑥′軸方向に
𝜋

2
パルスを印加し、核スピンは𝑦′方向

に倒す。その後、𝑧方向に局所磁場の不均一性からスピンの位相が分布する。時間τの後に
𝜋

2

パルスの 2倍のパルス幅をもつ𝜋パルスを𝑦′方向に印加する。これは、
𝜋

2
パルス後の回転座標

系における歳差運動を逆向きに進めた状況に等しい。従って時刻 2τで分布していた位相が

再び収束して、
𝜋

2
パルス直後の状態を再現し、スピン・エコーと呼ばれる NMR 信号が現れ

る(図 23)。 

 

 

 

図 23 スピン・エコーの概略図 
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2.2 超微細相互作用と電気四重極相互作用 

2.2.1 超微細相互作用 

この節では、核スピンと電子の磁気モーメントの磁気的な相互作用について考える。核ス

ピンと電子の磁気モーメントの相互作用を超微細相互作用という。超微細相互作用は、磁気

双極子相互作用、核スピン-軌道相互作用、フェルミの接触相互作用、内殻偏極相互作用、

トランスファー相互作用などが含まれる。 

注目する原子サイトの核スピンを𝐼、𝑘番目の電子の磁気モーメントを𝑆、これらの間の超

微細相互作用テンソルを�̃�ℎ𝑓
𝑘 とすると、超微細相互作用𝐻ℎ𝑓は次のように書ける。 

 𝐻ℎ𝑓 = −∑𝛾ℏ𝐼

𝑘

∙ �̃�ℎ𝑓
𝑘 ∙ 𝑆𝑘  

    = −𝛾ℏ𝐼 ∙∑�̃�ℎ𝑓
𝑘 ∙ 𝑆𝑘

𝑘

  

 ≡ −𝛾ℏ𝐼 ∙ �⃗⃗�ℎ𝑓    (14) 

ここで、�⃗⃗�ℎ𝑓は電子の磁気モーメントが原子核位置に作る磁場である。NMRスペクトルの

共鳴周波数は、外部磁場�⃗⃗�0と�⃗⃗�ℎ𝑓の和|�⃗⃗⃗�0 + �⃗⃗⃗�ℎ𝑓|で検出される。本来、�⃗⃗�ℎ𝑓は時間に揺らぎが

ある成分と時間に依存しない平均値の成分に分けることができるが、スペクトルには平均

値のみが重要であるので、ここでは揺らぎの成分は考えないことにする。�⃗⃗�ℎ𝑓の大きさを表

すパラメータとして、Knightシフト𝐾を次のように定義する。 

 𝐾 =
|�⃗⃗�0+ �⃗⃗�ℎ𝑓| − |�⃗⃗�0|

|�⃗⃗�0|
 (15) 

�⃗⃗�ℎ𝑓が�⃗⃗�0にたいして十分に小さい場合を考える。このとき、Knight シフトの分子の項

|�⃗⃗�0 + �⃗⃗�ℎ𝑓|は次のように近似できる。 

 |�⃗⃗�0 + �⃗⃗�ℎ𝑓| = √(𝐵0
𝑥 + 𝐵ℎ𝑓

𝑥 )
2
+ (𝐵0

𝑦
+ 𝐵ℎ𝑓

𝑦
)
2
+ (𝐵0

𝑧 + 𝐵ℎ𝑓
𝑧 )

2
  

 ~√|�⃗⃗�0|
2
+ 2�⃗⃗�0 ∙ �⃗⃗�ℎ𝑓                                                  

  ~|�⃗⃗�0| +
�⃗⃗�0 ∙ �⃗⃗�ℎ𝑓
|�⃗⃗�0|

                                                           (16) 

 

この近似を Knightシフトの定義式に代入する。 
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 𝐾 =
�⃗⃗�0 ∙ �⃗⃗�ℎ𝑓

|�⃗⃗�0|
2  (17) 

電子の磁気モーメントが外部磁場の印加方向に向いているとき、電子 1個の 1𝜇𝐵当たりの

磁気モーメント𝑆は次のように書ける。 

 𝑆 =
𝜒

𝑁𝜇𝐵
�⃗⃗�0 (18) 

ここで、𝜒は電子𝑁個分の磁化率である。全ての電子の磁気モーメントが𝑆で書け、さらに

�̃�ℎ𝑓 = ∑ �̃�ℎ𝑓
𝑘

𝑘 とおくと、Knightシフトと�̃�ℎ𝑓は次の関係を持つ。 

 
𝐾

𝜒
𝑁𝜇𝐵 =

�⃗⃗�0 ∙ (�̃�ℎ𝑓 ∙ �⃗⃗�0)

|�⃗⃗�0|
2  (19) 

Knight シフトと磁化率の勾配を求めることで、上式から�̃�ℎ𝑓を求めることができる。�̃�ℎ𝑓

は内部磁場の解析を行う際に役立つ。 
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2.2.2 電気四重極相互作用 

エネルギー準位の分裂は磁場のみならず、電気的なものによる場合もある。その例がここ

で述べる四重極相互作用である。一般に、スピンが 1以上である原子核の電荷分布は球対称

ではないことが知られている。このとき、周辺の電荷から成る電場勾配と原子核は自身が持

つ四極子との相互作用により外部磁場がなくても縮退が解ける。このエネルギー差に対応

する周波数を持つ電磁波を電場勾配の最大主軸に対して垂直に加えると遷移が起きる。こ

の共鳴現象は四重極共鳴(Nuclear Quadrupole Resonance, NQR)と呼ばれる。以下では、まずは

電気四重極相互作用を求め、続いて Zeeman相互作用に電気四重極相互作用が摂動として働

く場合の NMR スペクトルの分裂について述べる。 

核を原点としたときの位置ベクトルを𝑟、核内の電荷密度を𝜌(𝑟)、核外の電荷による静電

ポテンシャルを𝑉(𝑟)とすると、Coulomb エネルギー𝐸は次のように書ける。 

 𝐸 = ∫𝜌(𝑟)𝑉(𝑟)𝑑𝜏 (20) 

𝑉(𝑟)を原点の周りで Taylor 展開する。 

 𝑉(𝑟) = 𝑉(0) +∑𝑥i
∂𝑉

∂𝑥𝑖
|𝑟=0

𝑖

+
1

2
∑𝑥𝑖𝑥𝑗

∂2𝑉

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
|𝑟=0

𝑖,𝑗

+ ∙∙∙   (21) 

右辺第一項は自己エネルギー、第二項は電気双極子の相互作用、第三項が電気四重極相互

作用である。第一項は一定値を与え、第二項は重心と電荷の中心が一致していることから零

になり、第三項が重要になる。ウィグナー・エッカルトの定理などを使って、四重極相互作

用は次のように演算子として書くことができる。 

 𝐻𝑄 =
𝑒𝑄𝑉𝑧𝑧

4𝐼(2𝐼 − 1)
{(3𝐼𝑧

2 − 𝐼2) +
𝑉𝑥𝑥 − 𝑉𝑦𝑦

𝑉𝑧𝑧
(𝐼𝑥
2 − 𝐼𝑦

2)}  

        ≡
1

6
ℎ𝜐𝑄{(3𝐼𝑧

2 − 𝐼2) +  𝜂(𝐼𝑥
2 − 𝐼𝑦

2)}                            (22) 

但し、𝜐𝑄 =
2𝑒𝑄𝑉𝑧𝑧

3ℎ𝐼(2𝐼−1)
、𝜂 =

𝑉𝑥𝑥−𝑉𝑦𝑦

𝑉𝑧𝑧
とした。また、ここでの𝑉𝑥𝑥、𝑉𝑦𝑦、𝑉𝑧𝑧は Laplace 方程式を

満たす主軸で、𝑉𝑧𝑧が最大主軸、𝑉𝑥𝑥が最小主軸である。 

𝐼 = 1の核スピンに静磁場を印加したときを考える。このとき、3つのエネルギー準位は同

じ幅で分裂する。この分裂幅に対応する共鳴周波数を𝜔0とする。このときの共鳴線は 2 本

とも𝜔0で重なる。この系に対して、簡単のために𝜂 = 0の四重極相互作用が摂動として働く

とする。この時、四重極相互作用は定数𝐴を使って次のように書ける。 

 𝐻𝑄 = 𝐴(3𝐼𝑧
2 − 𝐼2) (23) 
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このようなハミルトニアンが摂動で加わると、各エネルギー準位は図 24(a)のように∆=

3𝐴𝐼𝑧
2だけずれる。すると、共鳴線は図 24(b)のように±∆だけずれて、2本に分裂する。 

 

(a)エネルギー準位                       (b)スペクトル 

 

図 24 四重極相互作用 
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2.3 スピン-格子緩和時間 

2.3.1 緩和率の一般的表示 

この節では文献[22, 23]を参考にしている。 

電子系と原子核が相互作用している系を考える。 

また、緩和の原因は、核スピンに働く電子系からの磁場の揺らぎであると考える[19]。 

核スピンに働く電子系からの磁場を𝛿�⃗⃗�ℎ𝑓とすると、核に働く摂動𝐻′は Zeeman相互作用で

あるので以下になる。 

 𝐻′ = −𝛾ℏ𝐼 ∙ 𝛿�⃗⃗�ℎ𝑓 (24) 

Fermiの黄金則によると、摂動𝐻′による全系の状態 aから状態 bへの遷移確率𝑊𝑎,𝑏は以下

になる。 

 𝑊𝑎,𝑏 =
2𝜋

ℏ
|⟨𝑏|𝐻′|𝑎⟩|2𝛿(𝐸𝑏 − 𝐸𝑎)𝜌𝑏                                         

                              =
2𝜋

ℏ
(
𝛾ℏ

2
)
2

|⟨𝑏|𝐼+𝛿𝐵+ + 𝐼−𝛿𝐵− + 𝐼𝑧𝛿𝐵𝑧|𝑎⟩|
2𝛿(𝐸𝑏 − 𝐸𝑎)𝜌𝑏 (25) 

ここで、𝜌𝑏は電子の終状態の電子密度で、𝐼+と𝐼−はそれぞれ昇降演算子である。 

核スピンの緩和について考えると、核スピンの磁気量子数𝑚が𝑚+ 1に遷移するとき、そ

のエネルギーのやり取りは電子系と行っているので電子系はその量子数が𝜈から𝜈′に遷移す

る。ここで、核スピンの量子数が𝑚の状態から𝑚+ 1の状態への遷移確率を考える。このと

きの𝑊𝑎,𝑏を𝑊↑と書くことにする。また、𝜌𝑏は状態 b の電子の状態密度であるから、ここで

𝜌𝑏を𝜌𝜈′と書き換えることにする。 

 𝑊↑ =
2𝜋

ℏ
(
𝛾ℏ

2
)
2

|⟨𝑚 + 1, 𝜈′|𝐼+𝛿𝐵+ + 𝐼−𝛿𝐵− + 𝐼𝑧𝛿𝐵𝑧|𝑚, 𝜈⟩|
2𝛿(𝐸𝑏 − 𝐸𝑎)𝜌𝜈′ (26) 

また、𝐸𝑎は状態 a のエネルギーで𝐸𝑏は状態 b のエネルギーであるが、状態 a では電子系

のエネルギーは𝐸𝜈′とし、核スピン系においては𝑚と𝑚+ 1におけるエネルギーの差をℏ𝜔0と

すると、以下のように書くことができる。 

 𝑊↑ =
2𝜋

ℏ
(
𝛾ℏ

2
)
2

{𝐼(𝐼 + 1) −𝑚(𝑚 + 1)}|⟨𝜈′|𝛿𝐵−|𝜈⟩|
2𝛿(𝐸𝜈′ − 𝐸𝜈 + ℏ𝜔0)                      

            = (
𝛾

2
)
2

{𝐼(𝐼 + 1) − 𝑚(𝑚 + 1)}∫ 𝑑𝑡
∞

−∞

|⟨𝜈′|𝛿𝐵−|𝜈⟩|
2𝑒𝑥𝑝 (𝑖 (

𝐸𝜈′ − 𝐸𝜈
ℏ

+ 𝜔0) 𝑡) 𝜌𝜈′ (27) 

ところで、エネルギーを与える電子系の初期状態に制限はないので、核スピンが遷移する

条件を全て考慮した遷移確率を考えるときは式(27)に対して𝜈と𝜈′で和をとれば良い。 
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𝑊↑ = (
𝛾

2
)
2

{𝐼(𝐼 + 1)

− 𝑚(𝑚 + 1)}∑∫ 𝑑𝑡
∞

−∞

|⟨𝜈′|𝛿𝐵−|𝜈⟩|
2𝑒𝑥𝑝 (𝑖 (

𝐸𝜈′ − 𝐸𝜈
ℏ

+ 𝜔0) 𝑡) 𝜌𝜈′
𝜈,𝜈′

 

 

 = (
𝛾

2
)
2

{𝐼(𝐼 + 1) − 𝑚(𝑚 + 1)}∑∫ 𝑑𝑡
∞

−∞

|⟨𝜈′|𝑒𝑖
𝐻′
ℏ
𝑡𝛿𝐵−𝑒

−𝑖
𝐻′
ℏ
𝑡𝛿𝐵+|𝜈′⟩|

2

𝑒𝑖𝜔0𝑡𝜌𝜈′
 𝜈′

 (28) 

磁場の揺らぎの時間発展と、状態𝑖における状態密度𝜌𝑖は次のように書ける。 

 

{
  
 

  
 𝛿𝐵+(𝑡) = 𝑒

𝑖
𝐻′
ℏ
𝑡𝛿𝐵+(0)𝑒

−𝑖
𝐻′
ℏ
𝑡

𝛿𝐵−(𝑡) = 𝑒
𝑖
𝐻′
ℏ
𝑡𝛿𝐵−(0)𝑒

−𝑖
𝐻′
ℏ
𝑡

𝜌𝑖 =
𝑒−

𝐸𝑖
𝑘𝑇

𝑇𝑟 [𝑒−
𝐸𝑖
𝑘𝑇]

 (29) 

熱平均値〈𝑄〉は次のように定義される。 

 〈𝑄〉 =
𝑇𝑟 [𝑄𝑒−

𝐸𝑖
𝑘𝑇]

𝑇𝑟 [𝑒−
𝐸𝑖
𝑘𝑇]

 (30) 

式(29)と(30)を使って、式(28)を書き直す。 

 𝑊↑ = (
𝛾

2
)
2

{𝐼(𝐼 + 1) − 𝑚(𝑚 + 1)}∫ 𝑑𝑡
∞

−∞

〈𝛿𝐵−(𝑡)𝛿𝐵+(0)〉𝑒
𝑖𝜔0𝑡 (31) 

以上で、核スピンの量子数が𝑚の状態から𝑚 + 1の状態への遷移確率𝑊↑が求まった。 

核スピンの量子数が𝑚+ 1から𝑚の状態への遷移確率𝑊↓も同様にして、次のようになる。 

 𝑊↓ = (
𝛾

2
)
2

{𝐼(𝐼 + 1) − 𝑚(𝑚 + 1)}∫ 𝑑𝑡
∞

−∞

〈𝛿𝐵+(𝑡)𝛿𝐵−(0)〉𝑒
𝑖𝜔0𝑡 (32) 

ここで、スピンー格子緩和率
1

𝑇1
を次のように定義する。 

 
1

𝑇1
=

𝑊↑ +𝑊↓

𝐼(𝐼 + 1) − 𝑚(𝑚 + 1)
 (33) 

式(33)に式(31)と(32)を代入して、{𝐴𝐵} ≡
𝐴𝐵+𝐵𝐴

2
の関係を使うと次のようになる。 

 
1

𝑇1
=
𝛾2

2
∫ 𝑑𝑡
∞

−∞

〈{𝛿𝐵+(𝑡)𝛿𝐵−(0)}〉𝑒
𝑖𝜔0𝑡 (34) 
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2.3.2 緩和曲線 

この節では文献[24-26]を参考にしている。図 25 のように、第一パルスで核磁化を xy 平

面に倒した直後の状態(90 度条件)から、t 秒後のスピン・エコーの強度を観測し、緩和曲線

からスピン-格子緩和時間 T1を本研究では求めた。これは、スピン・エコーの強度が、磁場

の印加方向の核磁化𝑀𝑧に比例することを利用した方法である。以下では、使用した緩和曲

線について述べる 

ここでは電子スピンの揺らぎによる緩和機構を考え、𝐼 =
5

2
 の 90 度条件における緩和曲

線を導出する。磁化が時間の関数としてどのような振る舞いをするのかを調べる。 

準位|𝑚⟩における占有数を𝑁𝑚とする。まずはレート方程式を建てるために各準位の遷移確

率を求める。Fermiの黄金則よりある定数𝑊を使って、|𝑚⟩から|𝑚′⟩の遷移確率𝑊𝑚→𝑚′を求め

る。 

 

{
 
 
 

 
 
 
𝑊
+
5
2
→+

3
2
= 𝑊

+
3
2
→+

5
2
= 5𝑊

𝑊
+
3
2
→+

1
2
= 𝑊

+
1
2
→+

3
2
= 8𝑊

𝑊
+
1
2
→−

1
2
= 𝑊

−
1
2
→+

1
2
= 9𝑊

𝑊
−
3
2
→−

1
2
= 𝑊

−
1
2
→−

1
2
= 8𝑊

𝑊
−
3
2
→−

5
2
= 𝑊

−
5
2
→−

3
2
= 5𝑊

 (35) 

続いて、各準位のレート方程式を建てる。 

 
d𝑁

+
5
2

dt
= 5W(𝑁

+
3
2
−𝑁

+
5
2
) (36) 

 
d𝑁

+
3
2

dt
= 5W(𝑁

+
5
2
−𝑁

+
3
2
) + 8W(𝑁

+
1
2
−𝑁

+
3
2
) (37) 

 
d𝑁

+
1
2

dt
= 8W(𝑁

+
3
2
−𝑁

+
1
2
) + 9W(𝑁

−
1
2
−𝑁

+
1
2
) (38) 

図 25 T1測定のパルス系列 
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d𝑁

−
1
2

dt
= 9W(𝑁

+
1
2
−𝑁

−
1
2
) + 8W(𝑁

−
3
2
−𝑁

−
1
2
) (39) 

 
d𝑁

−
3
2

dt
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−
1
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−
3
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−
5
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−
3
2
) (40) 

 
d𝑁

−
5
2

dt
= 5W(𝑁

−
3
2
−𝑁

−
5
2
) (41) 

ここで、近接した準位の差を次のように定義する。 

 𝑏𝑚 = 𝑁𝑚 −𝑁𝑚−1 (42) 

磁場の印加方向の磁化𝑀𝑧と緩和時間𝑇1は、𝑀𝑧(𝑡) = 𝛾ℏ𝑏𝑚(𝑡)と𝑇1 = 2𝑊で記述することが

できるため、緩和曲線は𝑏𝑚(𝑡)に比例する。以下では緩和曲線を𝑏𝑚(𝑡)と思って議論する。 

式(36)から式(41)を使って𝑏𝑚(𝑡)の微分方程式を建てる。 

 
d𝑏

+
5
2

dt
= −10W𝑏

+
5
2
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+
3
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+
1
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 (43) 
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+
3
2
+ 25𝑊𝑏

+
1
2
− 9𝑊𝑏

−
1
2
 (44) 

 
d𝑏

+
1
2

dt
= 8W𝑏

+
3
2
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1
2
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 (45) 
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dt
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+
1
2
− 25𝑊𝑏

−
1
2
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 (46) 

 
d𝑏

−
3
2

dt
= 10W𝑏

−
5
2
− 18𝑊𝑏

−
3
2
+ 8𝑊𝑏

−
1
2
 (47) 

この連立微分方程式を解くと次式となる。 
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 (48) 

ここで、𝑐𝑚は任意の定数である。t = 0を代入して、𝑐𝑚を求める。 
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 (49) 

ここからは式(48),(49)に条件を代入して、緩和曲線を見積もる。まずは、|+
1

2
⟩と|−

1

2
⟩の共

鳴における緩和曲線を求める。 

熱平衡状態では、各準位の占有数の差は𝑛0であるとする。そして 90度条件における|+
1

2
⟩

と|−
1

2
⟩の緩和曲線を求めることが目的なので、𝑏

+
1

2

(0) = 0、𝑏
+
3

2

(0) =
3

2
𝑛0とする。 

初期条件と終条件から、𝑏𝑚 → 𝑏𝑚 − 𝑛0とする同次方程式の形に一旦書き直す。このとき、

t = 0の条件は次のようになる。 
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 (50) 

式(49)に式(50)を代入して𝑐𝑚を求める。 
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 (51) 

これで特殊解と言うべき解が求まった。一般解を求めるために𝑛0を加えて𝑏+1
2

(𝑡)を求める
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ことで、|+
1

2
⟩と|−

1

2
⟩の緩和曲線を得る。 

 𝑏
+
1
2
(𝑡) = 𝑛0 − 𝑛0 (

1

35
𝑒−2𝑊𝑡 +

8

45
𝑒−12𝑊𝑡 +

50

63
𝑒−30𝑊𝑡) (52) 

他の準位の緩和曲線も同様にして求めることができる。|±
1

2
⟩と|±

3

2
⟩の間の緩和曲線𝑏

+
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2
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2

(𝑡)はそれぞれ次のようになる。 
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2.4 実験装置 

図 26 NMR装置のブロックダイアグラム 

 

NMR 装置のブロックダイアグラムを図 26に示す。まず、Computerを使ってパルス系列

を指定し、Pulse generater にその系列を命令する。Signal generater では高周波の交流信号を

生成することができ、Modulater 内で Pulse generater と Signal generater のそれぞれの信号を

合成することで、高周波の Palse信号を生成する。次に、Attenuaterで Pulse信号の大きさを

調節して Power Amp で増幅する。増幅された Pulse信号は、Duplexerによって Probe へ通さ

れる。そして、Probe 内で発生した NMR 信号は Duplexer によって Pre Amp へ通される。

Duplexerのこのような働きは、クロスダイオードの性質のために可能となる。Pre Amp によ

って増幅された NMR信号は PSD(Phase Sensitive Detector)内で Signal generaterからの参照信

号と混合され、両者の差を持つ信号に変換される。これを位相敏感検波という。この際、参

照信号は互いに 90度位相が異なる 2つの信号が生成される。これらの信号は Low pass filter

に通されてノイズを除去し、Oscilloscopeに取り込まれる。最後に、Oscilloscope内のデータ

は Computerに転送され、Computerで解析を行う。 
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3 章 結果と考察 

3.1 磁化率 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 27 は<100>方向(赤)と<111>方向(青)に 6.615 T の磁場を印加したときの磁化率の温度

依存性を表している。測定は Quantum Design社のMPMSを使った。試料は 1.648mg の重さ

のものを使った。 

高温領域では<100>方向と<111>方向の両方で、降温に伴って磁化率が同様に上昇をする

傾向にある。10 K近くで一定となるが、5 K付近で<100>方向は再び磁化率が上昇し、<111>

方向よりも大きな磁化率を持つ。一般的な van Vleck 常磁性では温度に対して一定となる。

この磁場に対して異方的な上昇は、後の節で示す Knight シフトも同様に存在することから

不純物効果ではない。この磁化率の上昇は磁場の印加により結晶場基底非磁性二重項と磁

性をもつ励起状態との間に混成が生じたためである。結晶場ハミルトニアンと Zeeman 相互

作用の和を数値対角化して、磁化率の温度依存性の振る舞いを再現することを試みた。以下

では、その計算の詳細を述べる。 

立方対称の結晶場ハミルトニアンは、Coulomb 相互作用から Steven 演算子を使って以下

のように書くことができる[27]。このとき、空間に対して展開を行い、高次の項は無視して

いる。また、空間演算子を角運動演算子に変換するために Wigner Eckert の定理を使ってい

る。 

 𝐻𝐶𝐸𝐹 = 𝑊 [𝑥
�̂�40 + 5�̂�44

𝐹4
+ (1 − |𝑥|)

�̂�60 − 21�̂�64
𝐹6

] (55) 

 �̂�40 = 35𝐽𝑧
4 − [30𝐽(𝐽 + 1) − 25]𝐽𝑧

2 − 6𝐽(𝐽 + 1) + 3𝐽2(𝐽 + 1)2 (56) 

 �̂�44 =
1

2
(𝐽+
4 + 𝐽−

4) (57) 

図 27 6.615 [T]中の磁化率の温度依存性 
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�̂�60 = 231𝐽𝑧
6 − 105[3𝐽(𝐽 + 1) − 7]𝐽𝑧

4

+ [105𝐽2(𝐽 + 1)2 − 525𝐽(𝐽 + 1) + 294]𝐽𝑧
2

− 60𝐽(𝐽 + 1) + 40𝐽2(𝐽 + 1)2 − 5𝐽3(𝐽 + 1)3 

(58) 

 

�̂�64 =
1

4
[11𝐽𝑧

2 − 𝐽(𝐽 + 1) − 38](𝐽+
4 + 𝐽−

4)

+
1

4
(𝐽+
4 + 𝐽−

4)[11𝐽𝑧
2 − 𝐽(𝐽 + 1) − 38] 

(59) 

ここで、𝐹4 = 60、𝐹6 = 1260である。𝑊と𝑥は中性子非弾性散乱の吸収スペクトルより

4.2 K ≤ 𝑇 ≤ 50 Kの範囲でそれぞれ-1.53 [K]、0.25となっている[15]。この立方晶結晶場ハミ

ルトニアンと Zeeman 相互作用の和である全ハミルトニアンを𝐽 = 4で数値対角化した結果

を図 28に示す。磁場を印加していないとき、結晶場基底状態は非磁性二重項のΓ3で、第一

励起状態は三重項のΓ4で基底状態とは 65 Kだけ離れている。磁場を印加しているとき、基

底状態の右に示した数字は、磁場の印加方向における各準位の磁化の期待値である。6.615 

T の磁場を[001]方向に印加したとき、基底状態の非磁性二重項は励起状態と Zeeman 相互作

用により混成し、1.31 Kだけ分裂する。この時、下の準位の磁場の印加方向における期待値

は 0.786𝜇𝐵で上の準位は 0.209𝜇𝐵となった。また、6.615 Tの磁場を[111]方向に印加したとき、

結晶場基底状態は 0.14 Kだけ分裂し、下の準位の磁場の印加方向における期待値は 0.521𝜇𝐵

で上の準位は 0.520𝜇𝐵となった。この分裂幅と磁化の期待値の異方性が原因で磁化率は磁場

に対して異方性を持つ。 

数値対角化で、全ての準位の磁化の期待値とエネルギー準位の大きさが求められたので、

これらを使って磁化の温度依存性を求めた。これが図 29 である。赤が<100>方向に磁場を

印加したときの磁化率で、青が<111>方向に磁場を印加した時の磁化率の結果である。また、

実線が計算結果である。計算は以下のように行った。まず、この系の統計的性質はカノニカ

ル統計に従うと仮定した。このとき、系が持つ磁化𝑀は、準位𝑖がもつ磁化の期待値𝑀𝑖を使

って次のように書ける。 

 𝑀 =
𝑇𝑟 [𝑀𝑖𝑒

𝐸𝑖
𝑘𝑇]

𝑇𝑟 [𝑒
𝐸𝑖
𝑘𝑇]

 (60) 

この計算結果が図 29の実線である。計算結果の値は右の軸に示している。実験結果とは

およそ 0.74 倍異なっている。挿入図は計算結果を 0.74 倍にして実験結果と重ねた図であ

る。実験結果と計算結果で 0.74 倍異なるのは、次の 3 つの可能性が考えられる。一つ目は、

磁化測定でバックグラウンドを差し引いていないために、試料本来が持つ磁化の絶対値を

測定できていないことである。二つ目は、伝導電子などの f電子以外の寄与があることであ

る。三つ目は、f電子間の相互作用を考慮していないことである。これらの効果も含めた計

算を行うのは今後の課題である。<111>方向の低温の結果で、実験結果と計算結果でズレて

いるのは、実験で<111>方向に上手く磁場を印加できなかったためであると考えられる。し
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かし、磁化率の温度に対する振る舞いはおおよそ再現できた。 

実験では装置の環境の都合上、2 K 以下の測定はできなかったので<100>方向の磁化率は

上昇している途中までの結果となったが、より温度を下げると磁化率は一定になる。 

 

 

  

図 28 エネルギー準位 

図 29 磁化率の温度依存性と計算結果 
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3.2 NMRスペクトル(無秩序相) 

3.2.1 PrTi2Al20の結晶構造 

 

図 30 結晶構造とそれぞれの籠 

 

スペクトルについて述べる前に、結晶構造と結晶学的に非等価なそれぞれの Alサイトに

ついて考察する。 

立方晶 PrTi2Al20は CeCr2Al20型[28]の結晶構造をとり、空間群はFd3̅𝑚である。Al サイト

は結晶学的に 3サイト存在し、それぞれの点群は 16c(3̅𝑚)、48f(2mm)、96g(m)で、以下では

Al(1)、Al(2)、Al(3)と呼ぶ。全体として、Al は Pr の周りの籠と Ti の周りの籠を構成する。

Pr の籠は 4 個の Al(1)と 12 個の Al(3)で構成されており、Ti の籠は 6 個の Al(2)と 6 個の

Al(3)で構成されている(図 30)。そのため、Pr – Pr、Ti – Ti、Pr – Ti が最近接に存在するわけ

ではない。PrTi2Al20の格子定数は 14,723 [Å]である。また、Prサイトの点群は 8a(4̅3𝑚)で立

方晶系の Tdである。副格子はダイヤモンド格子と等価である。Ti サイトの点群は 16d(3̅m)

で副格子はパイロクロア格子と等価である。 

以下ではそれぞれの Alサイトにおける対称性について述べる。 

 

 

 

  



- 38 - 

 

3.2.2 Al(1)の対称性 

 Al(1)について述べる。図 31 は Pr サイトのダイアモンド格子の単位胞と Al(1)を示してい

る。Al(1)は隣り合う Pr 原子の中点に存在し、3 つの Al サイトの中で最も Pr 原子に近いサ

イトである。また、図 31の Al(1)が、真ん中の Prの籠を構成する全ての Al(1)である。従っ

て、この 4 つの Al(1)を考えることで、対称操作により結晶構造の単位胞に含まれる全ての

Al(1)を考えることになる。 

[001]に磁場を印加した場合、図 31 に示した Al(1)は全て等価となる。従ってこの条件の

NMR スペクトルは 1サイト分だけ現れる。 

[111]に磁場を印加した場合、図 32に示したように 1つの赤玉と 3つの青玉の 2 サイトの

等価なサイトが存在する。以下では赤玉のサイトを 1a、青玉のサイトを 1bと呼ぶ。従って

この条件の NMRスペクトルは 1aと 1bで強度比 1:3の 2サイト分だけ現れる。 

 

  

図 31 Al(1)の対称性 図 32 [111]に磁場を印加した時

の Al(1)の対称性 
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3.2.3 Al(2)の対称性 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Al(2)について述べる。図 33は Ti サイトのパイロクロア格子の四面体の一つと Al(2)を

示している。Al(2)は Ti – Ti サイトの結合の中点から少しずれた位置に存在するサイトであ

る。また、図 33 の Ti サイトの四面体は対称操作により結晶構造の単位胞に含まれる全て

の四面体と等価である。従って、図 33 の Al(2)の対称性を考えることは、結晶構造の単位

胞に含まれる全ての Al(2)の対称性を考えることと等価である。 

[001]に磁場を印加した場合、図 34 に示したように 2 つの赤玉と 4 つの緑玉の 2 サイト

の等価なサイトが存在する。以下では赤玉のサイトを 2、緑玉のサイトを 2と呼ぶ。従っ

てこの条件の NMR スペクトルは 2と 2で強度比 1:2の 2サイト分だけ現れる。 

[111]に磁場を印加した場合、図 35に示したように 3つの赤玉と 3つの緑玉の 2 サイトの

等価なサイトが存在する。以下では赤玉のサイトを 2a、緑玉のサイトを 2bと呼ぶ。従って

この条件の NMRスペクトルは 2aと 2bで強度比 1:1の 2サイト分だけ現れる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 33 Al(2)の対称性 

図  34 [001]に磁場を印加した時の

Al(2)の対称性 

図 35 [111]に磁場を印加した時の

Al(2)の対称性 
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3.2.4 Al(3)の対称性 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Al(3)について述べる。図 36は Prサイトのダイアモンド格子の単位胞と Al(3)を示してい

る。Al(3)は他の Al サイトに比べて最も対称性の低いサイトであり、Al(1)と共に Pr 原子の

籠を構成する。図 36の Al(3) が、真ん中の Prの籠を構成する全ての Al(3)である。従って、

これらの Al(3)を考えることで、対称操作により結晶構造の単位胞に含まれる全ての Al(3)を

考えることになる。 

[001]に磁場を印加した場合、図 37 に示したように 4 つの赤玉と 8 つの青玉の 2 サイト

の等価なサイトが存在する。以下では赤玉のサイトを 3、青玉のサイトを 3と呼ぶ。従っ

てこの条件の NMR スペクトルは 3と 3で強度比 1:2の 2サイト分だけ現れる。 

[111]に磁場を印加した場合、図 38に示したように 6つの赤玉と 3つの緑玉と 3 つの青玉

の 3 サイトが等価なサイトが存在する。以下では赤玉のサイトを 3a、緑玉のサイトを 3b、

青玉のサイトを 3c と呼ぶ。従ってこの条件の NMR スペクトルは 3a と 3b と 3c で強度比

2:1:1の 3サイト分だけ現れる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

図 36 Al(3)の対称性 

図 37 [001]に磁場を印加した時

の Al(3)の対称性 

図 38 [111]に磁場を印加した時

の Al(3)の対称性 
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3.2.5全体のスペクトル 

この節では、無秩序相における NMR スペクトルについて述べる。NMR 測定に使用した

試料は、東大物性研の中辻研究室で Alセルフフラックス法で作成された。試料は2.05mm×

1.14mm× 73μmの平板上に加工した。このような形状にした理由は、表皮効果および反

磁場の分布を考慮したためである。加工した平面の向きを X 線で調べた。使用した装

置は Rigaku 社製の R-AXIS RAPIDⅡである。結果は<111>面が向いていた。 

図 39 は<100>方向に 6.615 Tの磁場を印加した時の、60 K における NMRスペクトル

の結果である。27Al 原子核の核スピンは𝐼 =
5

2
で、四重極相互作用により 5本の共鳴線に

分裂する。前の節で述べたように、<100>方向に磁場を印加した時、Al(1)は 1 個のグル

ープとなるが、マジックアングルの条件で 1 本の共鳴線となる。Al(2)は 2 つのグルー

プとなり、計 10 本の共鳴線となる。それぞれの Al(2)の原子の個数は 1:2 である。Al(3)

も 2 つのグループとなり、計 10 本の共鳴線となる。それぞれの Al(3)の原子の個数は

1:2 である。実際に図 39では共鳴線の本数は以上の考察と一致している。また、それぞ

れの Al サイトの強度比は、Al 原子の個数と一致していることを確認している。 

図 40 は<111>方向に 6.615 Tの磁場を印加した時の、60 K における NMRスペクトル

の結果である。このときも同様に、<111>方向に磁場を印加した時、Al(1)は 2個のグル

ープとなり、計 10 本の共鳴線となる。それぞれの Al(1)の原子の個数は 1:3 である。

Al(2)も 2つのグループとなり、計 10本の共鳴線となる。それぞれの Al(2)の原子の個数

は 1:1である。Al(3)は 3つのグループとなり、計 15 本の共鳴線となる。それぞれの Al(3)

の原子の個数は 1:1:2 である。今回、Al(1)は 1つのグループのみが観測されたが、これ

は Al(1)の原子数が少ないために共鳴線の強度が弱かったためであると考えられる。他

の Al サイトについては、共鳴線の本数は以上の考察と一致している。また、それぞれ

の Al サイトの強度比は、Al 原子の個数と一致していることを確認している。 
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図 39 60 Kにおける<111>方向に磁場を印加した時の NMRスペクトル 

図 40 60 Kにおける<100>方向に磁場を印加した時の NMRスペクトル 
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3.2.5 Al(2)のサイト決定 

数値計算を用いて NMRパラメータを見積もり、加えて、各サイトに対して実空間と対応

したサイト決定を行った。ここでは、その詳細を述べる。 

原子核が受ける電子との相互作用は、NMR 章で述べたように、Zeeman 相互作用𝐻𝑧と四

重極相互作用𝐻𝑄である。これらの相互作用の和について、具体的な形で記述すると以下の

ようになる。ただし、文字については NMR の章と同様にする。 

 

 𝐻 = 𝐻𝑧 + 𝐻𝑄                                                                                                       

 = −𝛾ℏ𝐼 ∙ �⃗⃗� +
1

6
ℎ𝜐𝑄{(3𝐼𝑧

2 − 𝐼2)+  𝜂(𝐼𝑥
2 − 𝐼𝑦

2)}   (61) 

パラメータは𝜐𝑄、𝜂、𝐵、そして主軸の方向である。 

 Al(2)は<110>方向に異なる 2つの垂直な鏡面を持つ。このような対称性を持つとき、電場

勾配の主軸の方向は決まる。しかし、3つの主軸のいずれが最大主軸、最小主軸かを決定す

ることは現時点ではできない。先行研究の Tokunaga らは、バンド計算を行ってそれぞれの

主軸の方向を求めた(図 41)[18]。A, Bは Al(2)をラベルしたものである。最大主軸と磁場と

の角度を𝜃、最小主軸と磁場との角度を𝜙とする。磁場を[001]方向に印加すると、Al(2)は 2

つのグループに分かれるが、それぞれの𝜃と𝜙は、(𝜃, 𝜙) = (90°, 0°), (45°, 90°)である。また、

それぞれのグループは結晶構造の節の 2、2と対応する。また、磁場を[111]方向に印加す

ると、 Al(2)は 2 つのグループに分かれるが、それぞれの 𝜃と 𝜙は、 (𝜃, 𝜙) =

(90°, cos−1 (√
1

3
)) , (cos−1 (√

2

3
) , 0°)である。また、それぞれのグループでは結晶構造の節の

2a、2bと対応する。 

 以上を踏まえて、𝜐𝑄、𝜂、𝐵をパラメータとして最も実験結果を再現する値を見積もっ

た。このときの見積もりの方法は、実験結果が示す共鳴周波数𝑓𝑒と、計算結果が示す共

鳴周波数𝑓𝑐の誤差が最小になる値を探した。このときの誤差関数𝛿を次のように定義し

た。𝑁は使用した共鳴線の本数である。 

 𝛿 =
1

√𝑁 − 1
√∑(𝑓𝑒

(𝑖)
− 𝑓𝑐

(𝑖)
)
2

𝑖

 (62) 

 計算は以下の手順で行った。 

(1) 𝜐𝑄と𝜂の値を先行研究の値[18]に固定して、最も実験結果を再現する𝐵の大きさを

決定した。 

(2) 得られた𝐵の大きさを固定して、𝛿が最小になる𝜐𝑄と𝜂の値を見積もった。 
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(3) 𝛿が最小になる𝜐𝑄と𝜂の値を固定して、もう一度、最も実験結果を再現する𝐵の大

きさを決定した。 

(4) 得られた𝐵の大きさを固定して、再度、𝛿が最小になる𝜐𝑄と𝜂の値を見積もった。 

(5) (3)～(4)の手順をパラメータの値が収束するまで繰り返した。 

 以上の手順で決定した𝐵の大きさを固定した状態の、𝛿における𝜐𝑄と𝜂の依存性を表

したのが図 42 である。𝛿の値をカラープロットした。𝛿が最小になる𝜐𝑄と𝜂の値はそれぞ

れ 2.07 MHzと 0.155 である。このときに使用した𝐵の大きさは 2、2、2a、2b でそれ

ぞれ 6.621 T、6.624 T、6.621 T、6.617 T である。以上の条件で見積もった共鳴周波数と

実験結果を表しているのが図 43 と図 44 である。赤線、青線が計算で見積もった共鳴

周波数である。実験結果をおよそ再現している。この計算から実空間に対応したサイト

決定を行った(図 45、図 46)。スペクトルの上の赤丸が 2a と 2で青三角が 2b と 2で

ある。これは、スペクトルの強度比も説明できる結果である。 

  

  

図 41 Al(2)の電場勾配の主軸の方向 図 42 Al(2)のNMRパラメータ 
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図 44 Al(2)の<111>方向に磁場を印加した時の計算結果 

図 43 Al(2)の<100>方向に磁場を印加した時の計算結果 
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図 46 Al(2)の<111>方向に磁場を印加した時のサイト決定 

図 45 Al(2)の<100>方向に磁場を印加した時のサイト決定 
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3.2.5 Al(3)のサイト決定 

Al(2)と同様に、Al(3)に対しても数値計算を用いて NMR パラメータを見積もり、加えて、

各サイトに対して実空間と対応したサイト決定を行った。 

Al(3)の対称性は、<110>方向に一つの鏡面を持つ。Al(2)の場合は<110>方向に異なる 2つ

の垂直な鏡面を持っていたので、3つの主軸の方向が決定できた。Al(3)の場合は、鏡面に垂

直な方向に最大主軸を持ち、最小主軸の方向は鏡面に平行な方向のいずれかである。 

図 47(a)に示した 3bサイトに注目する。最大主軸𝑉𝑍𝑍は鏡面に垂直な方向を向いているの

で、𝑉𝑍𝑍 ∕∕ [11̅0]である。最小主軸について考える。図 47 のように𝑉𝑋𝑋から[110]の角度をα 

[deg]とする。磁場を[111]方向に印加した時、(𝜃, 𝜙) = (90°, cos−1 (√
2

3
) − 𝛼 )となる。 

図 47(a)に示した 3c サイトに注目する。先の 3c サイトに対して Pr 原子が持つ 4 回回映

軸を使って180°だけ回転操作を行えば、3bサイトは注目する 3cサイトに移る。主軸に対し

て同様な対称操作を行えば、3c サイトの主軸と磁場との角度を得ることができる。磁場を

[111]方向に印加した時、(𝜃, 𝜙) = (90°, cos−1 (√
2

3
) + 𝛼 )となる。 

図 47(a)に示した 3a サイトに注目する。先の 3c サイトに対して Pr 原子が持つ 4 回回映

軸を使って90°だけ回転操作を行えば、3b サイトは注目する 3a サイトに移る。磁場を[111]

方向に印加した時、(𝜃, 𝜙) = (cos−1 (√
2

3
) , 90° + 𝛼 )となる。 

図 47(b)に示した 3サイトに注目する。これは、図 47(a)の 3bサイトである。磁場を[001]

方向に印加した時、(𝜃, 𝜙) = (90°, 90° − 𝛼 )となる。 

図 47(b)に示した 3サイトに注目する。先の 3サイトに対して Pr原子が持つ 3 回回転軸

を使って120°だけ回転操作を行えば、3サイトは注目する 3サイトに移る。磁場を[001]方

向に印加した時、(𝜃, 𝜙) = (45°, 𝛼 )となる。 

以上の考察は、𝛼 = 20°で先行研究[18]が示した値と一致する。 

以上を踏まえて、𝑉𝑧𝑧、𝑉𝑥𝑥、𝐵に加えて𝛼をパラメータとして最も実験結果を再現する

値を見積もった。 

計算は以下の手順で行った。 

(1) 𝛼 = 20°と、𝑉𝑧𝑧と𝑉𝑥𝑥の値を先行研究の値[18]で固定して、最も実験結果を再現する

𝐵の大きさを決定した。 

(2) 得られた𝐵の大きさと、𝑉𝑧𝑧と𝑉𝑥𝑥の値を先行研究の値[18]で固定して、𝛿が最小にな

る𝛼の値を見積もった。 

(3) 得られた𝐵と𝛼の大きさを固定して、𝛿が最小になる𝜐𝑄と𝜂の値を見積もった。 

(4) 𝛿が最小になる𝑉𝑧𝑧と𝑉𝑥𝑥と𝛼の値を固定して、もう一度、最も実験結果を再現する𝐵
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の大きさを決定した。 

(5) 得られた𝐵の大きさと𝛿が最小になる𝑉𝑧𝑧と𝑉𝑥𝑥との値を固定して、再度、𝛿が最小に

なる𝛼の値を再度見積もった。 

(6) 得られた𝐵と𝛼の大きさを固定して、𝛿が最小になる𝑉𝑧𝑧と𝑉𝑥𝑥の値を再度見積もった。 

(7) (4)～(6)の手順をパラメータの値が収束するまで繰り返した。 

 以上の手順で決定した𝐵と𝛿が最小になる𝑉𝑧𝑧と𝑉𝑥𝑥の値を固定した状態の、𝛿におけ

る𝛼の依存性を表したのが図 48である。𝛿が最小になる𝛼の値は18.4°である。また、𝛿に

おける𝑉𝑧𝑧と𝑉𝑥𝑥の依存性を表したのが図 49 である。𝛿の値をカラープロットした。このグ

ラフから示される𝛿が最小になる𝜐𝑄と𝜂の値はそれぞれ 0.986MHz と 0.391 である(主軸と

𝜐𝑄と𝜂の関係は NMR の章を参照)。このときに使用した𝐵の大きさは 3、3、3a、3b、

3c でそれぞれ 6.641 T、6.656 T、6.651 T、6.649T、6.639 T である。以上の条件で見積も

った共鳴周波数と実験結果を表しているのが図 50 と図 51 である。赤線、青線、緑線

が計算で見積もった共鳴周波数である。実験結果をおよそ再現している。この計算から

実空間に対応したサイト決定を行った(図 52、図 53)。スペクトルの上の赤いマークが

3a と 3で青いマークが 3c と 3で緑のマークが 3b である。これは、スペクトルの強度

比も説明できる結果である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                                       (b) 

 図 47 Al(3)の電場勾配の主軸の方向 

図 48 の角度依存性 図 49 Al(3)のNMRパラメータ 
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図 50 Al(3)の<100>方向に磁場を印加した時の計算結果 

図 51 Al(3)の<111>方向に磁場を印加した時の計算結果 
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図 53 Al(3)の<111>方向に磁場を印加した時のサイト決定 

 

 

 

  

図 52 Al(3)の<100>方向に磁場を印加した時のサイト決定 
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3.3 Knightシフト 

この節では Al(3)の各サイトにおける Knightシフトの温度依存性と、超微細結合定数につ

いて述べる。 

図 54 は<111>方向に 6.615 T の磁場を印加した時の Knight シフトの温度依存性である。

赤丸が 3a サイト、緑四角が 3b サイト、青三角が 3c サイトのシフトの値を示す。全体の温

度依存性の傾向を述べる。300 K から温度を下げるに伴って、Knight シフトの値は増大し、

10 K 以下では一定の値となる傾向がある。これは基底状態がΓ3二重項であることに由来す

る。各サイトの温度依存性は、300 Kの高温で全てのサイトはほぼ同じ値を持つ。 

図 55 は<100>方向に 6.615 T の磁場を印加した時の Knight シフトの温度依存性である。

赤丸が 3サイト、青三角が 3サイトの値である。全体の温度依存性の傾向を述べる。300 

Kから温度を下げるに伴って、Knightシフトの値は増大し、10 K程度で一定の値となり、5 

K 程度で再び増大する傾向がある。これは磁化率の節で述べたのと同様で結晶場基底状態

が非磁性二重項をサポートする結果である。各サイトの温度依存性は、300 K の高温で 3

サイトと 3サイトはほぼ同じ値を持つ。また、3サイトの値の方が 3サイトの値よりも大

きな値を各温度で示す。 

以上の Knightシフトの値を y軸に、磁化率の値を軸にとった K-プロットを作成した。 

図 56は<111>方向に磁場を印加した時の結果である。4.2 Kで傾きが変わるが、これは磁

場誘起のモーメントが原因である考えられる。本来、4.2 K以下で<111>方向に磁場を印加し

てもモーメントの大きさはほとんど変わらないが、磁化測定で印加方向が正確でないため

余分にモーメントが誘起された。K-プロットの傾きから、各サイトが持つ超微細結合定数

を見積もった。3aサイト、3cサイトでのそれぞれの値は、1.957 kOe/𝜇𝐵、1.019 kOe/𝜇𝐵であ

る。また、3bサイトは 50 Kで折れ曲がるが、その起源は現在考察中である。 

図 57 は<100>方向に磁場を印加した時の結果である。10 K で傾きが変わるのが分かる。

これは以下の可能性が考えられる。次の節で述べるが、秩序相の秩序変数は�̂�20である。磁

場を[001]方向に印加した時、分裂した結晶場基底状態の固有状態は�̂�20の固有状態と同じ対

称性を持つ。従って、四極子転移がクロスオーバーとなったために 10 Kで傾きが変わった

と考えられる。また、<111>方向に磁場を印加した時と同様に、各サイトの超微細結合定数

を見積もった。3サイト、3サイトでのそれぞれの値は、0.982 kOe/𝜇𝐵、1.877 kOe/𝜇𝐵であ

る。以上の iサイトにおける超微細結合定数𝑎ℎ𝑓
𝑖 の結果を表 1にまとめた。 

表 1 各サイトにおける超微細結合定数 

B // <111> 3a 3b 3c B // <100> 3 3 

𝑎ℎ𝑓
𝑖 [kOe/𝜇𝐵] 1.957 - 1.019  0.982 1.877 
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図 54 <111>方向に磁場を印加したときの各サイトの Knightシフト 

図 55 <100>方向に磁場を印加したときの各サイトの Knightシフト 
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図 56 <111>方向に磁場を印加したときの K-プロット 

図 57 <100>方向に磁場を印加したときの K-プロット 



- 54 - 

 

3.4 NMRスペクトル(四極子転移前後) 

四極子秩序相内で磁場を印加すると、磁気双極子モーメントが誘起される場合がある。また、

四極子転移に伴って結晶構造に歪みが生じ、電場勾配が変化する場合がある。つまり、2 K

において四極子転移が生じると、NMRスペクトルは分裂する可能性がある。以下で 2 K前

後のスペクトルの変化を詳細に調べる。 

 

3.4.1 B // <111>における 3cサイトの測定結果 

 

 転移点付近である 10 Kから 1.7 Kまでの 3cサイトにおける NMRスペクトルの結果につ

いて述べる。図 58は|−
5

2
⟩ ↔ |−

3

2
⟩間の共鳴で図 59は|+

3

2
⟩ ↔ |+

5

2
⟩間の共鳴である。6.615 T

の磁場を<111>方向に印加している。10 Kでは一本だったスペクトルが温度の降下に伴って

およそ 2 Kでスペクトルが 2つに分裂した。|−
5

2
⟩ ↔ |−

3

2
⟩間の共鳴では、分裂したスペクト

ルの内、高周波側のスペクトル方が低周波側の強度より大きい。また、|+
3

2
⟩ ↔ |+

5

2
⟩間の共

鳴も同様に分裂したスペクトルは高周波側のスペクトルの方が強度が大きい。このような

場合、磁気的な効果がスペクトルの分裂に対して主に寄与している。また、|−
5

2
⟩ ↔ |−

3

2
⟩と

|+
3

2
⟩ ↔ |+

5

2
⟩のスペクトルで分裂幅が異なるのは、構造歪みのような電気的な効果も含まれ

ているためである。以下では、まず超微細結合テンソルについて考察し、次に四極子秩序相

に磁場を印加したときの誘起モーメントによる内部磁場について解析する。  

図 58 3cサイトの低周波スペクトル 図 59 3cサイトの高周波スペクトル 
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 図 60のように 1 個の Pr の籠は 3 つの 3cサイト(青)を含む。それぞれ A、B、C とする。

Aは 3bサイトとの結合方向と Pr原子を含む面に鏡面を持つ。まずは、図 60のように鏡面

に垂直方向を Y軸、[111]方向を Z軸としたときの XYZ軸で、A における超微細結合テンソ

ルについて考える。Pr の籠は互いに十分離れているので最隣接の Pr の効果のみを考える。

このとき、超微細結合テンソル�̃�𝑠𝑡𝑒𝑝1
𝐴 は、鏡面操作に対するハミルトニアンの不変性より次

のように 4つの成分で書くことができる。 

 �̃�𝑠𝑡𝑒𝑝1
𝐴 = (

𝐴𝑥𝑥 0 𝐴𝑥𝑧
0 𝐴𝑦𝑦 0

𝐴𝑥𝑧 0 𝐴𝑧𝑧

) (63) 

 Aから B又は Cに移るには、Pr原子が持っている[111]方向の 3回回転軸を使用するのが

都合がいい。この操作を行うために、XYZ 座標系から図 61 の xyz 軸座標系への変換につ

いて考える。これは、Y 軸周りにθ = 𝐶𝑜𝑠−1 (√
1

3
)だけ回転すれば良い。テンソルの変換より、

xyz 座標系の A における超微細テンソルは次式のようになる。 

 

 

 

 

 

図 60 Prと Al(3)の籠 図 61 Al(3)の対称性 
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 �̃�𝑠𝑡𝑒𝑝2
𝐴 =

(

 
 
 
 √

1

3
0 −√

2

3

0 1 0

√
2

3
0 √

1

3 )

 
 
 
 

(

𝐴𝑥𝑥 0 𝐴𝑥𝑧
0 𝐴𝑦𝑦 0

𝐴𝑥𝑧 0 𝐴𝑧𝑧

)

(

 
 
 
 √

1

3
0 √

2

3

0 1 0

−√
2

3
0 √

1

3)

 
 
 
 

  

             =

(

  
 

𝐴𝑥𝑥 − 2√2𝐴𝑥𝑧 + 2𝐴𝑧𝑧
3

0
√2𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑥𝑧 − √2𝐴𝑧𝑧

3
0 𝐴𝑦𝑦 0

√2𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑥𝑧 − √2𝐴𝑧𝑧
3

0
𝐴𝑥𝑥 + 2√2𝐴𝑥𝑧 + 2𝐴𝑧𝑧

3 )

  
 

  

 ≡ (
𝑎 0 𝑑
0 𝑏 0
𝑑 0 𝑐

)                                                                        (64) 

 ところで、Pr 原子は[111]方向に 3 回回転軸を持っている。この対称操作を使って[111]方

向を軸として±120°回すことで、A の座標系で B と C の超微細結合テンソル�̃�ℎ𝑓
𝐵 、�̃�ℎ𝑓

𝐶 を記

述することができる。 

 �̃�ℎ𝑓
𝐵 =

(

 
 
 
 

1

4
(𝑎 + 3𝑏)

√3

4
(−𝑎 + 𝑏) −

1

2
𝑑

√3

4
(−𝑎 + 𝑏)

1

4
(3𝑎 + 𝑏)

√3

2
𝑑

−
1

2
𝑑

√3

2
𝑑 𝑐 )

 
 
 
 

 (65) 

 �̃�ℎ𝑓
𝐶 =

(

 
 
 
 

1

4
(𝑎 + 3𝑏)

√3

4
(𝑎 − 𝑏) −

1

2
𝑑

√3

4
(𝑎 − 𝑏)

1

4
(3𝑎 + 𝑏) −

√3

2
𝑑

−
1

2
𝑑 −

√3

2
𝑑 𝑐 )

 
 
 
 

 (66) 

付録 C に A、B、C の超微細結合テンソルを結晶軸の座標系で載せた。 
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表 2 四極子秩序変数と誘起双極子モーメント 

磁場の印加方向 四極子秩序変数 誘起双極子モーメント 

[001] �̂�20 𝐽𝑧 

�̂�22 − 

[111] �̂�20 2𝐽𝑧 − 𝐽𝑥 − 𝐽𝑦 

�̂�22 𝐽𝑥 − 𝐽𝑦 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 四極子秩序相において磁場を印加した場合、磁気双極子モーメントが誘起される場合が

ある[15, 29, 30]。PrTi2Al20の場合、結晶場基底状態が持つ四極子の自由度は�̂�20と�̂�22の 2通

りある。それぞれの場合について磁場を印加した時の誘起磁気双極子モーメントについて

表 2 にまとめた。ただし、結晶軸の座標系で記述している。特に[111]方向に磁場を印加し

た場合、�̂�20と�̂�22で 2通りの[111]方向に対する垂直成分が誘起される(図 62)。 

図 61に示した座標系で、�̂�20と�̂�22が秩序変数である場合に[111]方向に磁場を印加した時

の内部磁場をそれぞれ求める。ただし、十分強い磁場中では磁場の印加方向、すなわち赤字

で示した z方向の内部磁場のみがスペクトルの分裂には重要である。 

秩序変数が �̂�20の場合について考える。このとき、誘起双極子モーメントは �⃗⃗⃗� =

(−
𝑀

√6
−

𝑀

√6

2𝑀

√6
)と書くことができる。A、B、C が感じる内部磁場�⃗⃗�𝑖𝑛は�⃗⃗�𝑖𝑛 = �̃�ℎ𝑓�⃗⃗⃗�よりそ

れぞれ次のようになる。 

 �⃗⃗�𝑖𝑛
𝐴 = (−𝑀𝑎 0 −𝑀𝑑) (67) 

 �⃗⃗�𝑖𝑛
𝐵 = (−

𝑀

4
(𝑎 + 3𝑏)

√3

4
𝑀(−𝑎 + 𝑏)

𝑀

2
𝑑) (68) 

 �⃗⃗�𝑖𝑛
𝐶 = (−

𝑀

4
(𝑎 + 3𝑏)

√3

4
𝑀(𝑎 − 𝑏)

𝑀

2
𝑑) (69) 

図 62 誘起双極子モーメントの方向 
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次に、秩序変数が�̂�22の場合について考える。このとき、誘起双極子モーメントは�⃗⃗⃗� =

(
𝑀

√2
−

𝑀

√2
0)と書くことができる。A、B、C が感じる内部磁場�⃗⃗�𝑖𝑛はそれぞれ次のようにな

る。 

 �⃗⃗�𝑖𝑛
𝐴 = (0 −𝑀𝑏 0) (70) 

 �⃗⃗�𝑖𝑛
𝐵 = (√

3

4
𝑀(𝑎 − 𝑏) −

𝑀

4
(3𝑎 + 𝑏) −

√3

2
𝑀𝑑) (71) 

 �⃗⃗�𝑖𝑛
𝐶 = (√

3

4
𝑀(−𝑎 + 𝑏) −

𝑀

4
(3𝑎 + 𝑏)

√3

2
𝑀𝑑) (72) 

 反強四極子秩序相の場合は、符号が逆転した誘起双極子モーメントも存在する。以上を考

慮して、スペクトルの分裂数を表 3 にまとめた。強四極子秩序相(FQ)と反四極子秩序相

(AFQ)の 2通りの場合と、秩序変数が�̂�20と�̂�22の場合の計 4通りについて考えた。 

 

表 3 3cサイトのスペクトルの分裂数 

 �̂�20 �̂�22 

FQ 2 3 

AFQ 4 3 

 

 よって PrTi2Al20の秩序相は、強四極子秩序相で秩序変数は�̂�20であるとスペクトルの分裂

は説明することができる。 

 次に、誘起双極子モーメントの大きさを見積もる。方法は次のようにする。まず、スペク

トルの分裂は誘起双極子モーメントの効果に加えて電気的な効果も寄与している。これら

の効果のうち、誘起双極子モーメントの効果の大きさを考える。次に、式(67)~(69)から誘起

双極子モーメントによる分裂幅は
3

2
𝛾𝑀𝑑であるので、𝑑を求めることで𝑀を見積もる。𝛾は 27Al

の磁気回転比である。 

 図 63(a)のように 2つのスペクトルが存在しているとする。これらのスペクトルが電気的

な効果と磁気的な効果により分裂したとする。電気的な効果は、NMR の章の電気四重極相

互作用に対応する。二次摂動の効果を無視した場合、一般にスペクトルは中心周波数は変わ

らずに左右対称に等間隔で分裂する。従って、電気的な効果のみがスペクトルの分裂に寄与

している場合は、図 63(b)のように中心に鏡面があるように対称的に分裂する。一方、磁気

的な効果は Zeeman相互作用に対応する。磁場の大きさに比例して、エネルギー準位の分裂

幅は大きくなる。従って、磁気的な効果のみがスペクトルの分裂に寄与している場合は、図 

63(c)のように平行移動したように分裂する。これらの効果が合わさっている場合について

考える。図 63(b) (c)のように文字を定義すると、低周波側のスペクトルの分裂幅は(𝑓𝑏 −
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𝑓𝑎) + (𝜐𝑏 − 𝜐𝑎)となる。また、高周波側のスペクトルの分裂幅は(𝑓𝑏 − 𝑓𝑎) − (𝜐𝑏 − 𝜐𝑎)となる。

従って、低周波側の分裂幅と高周波側の分裂幅の和を 2で割れば磁気的な効果が得られる。

以上の考察により、|−
5

2
⟩ ↔ |−

3

2
⟩と|+

3

2
⟩ ↔ |+

5

2
⟩のスペクトルの分裂幅を使って誘起双極子モ

ーメントによる分裂幅を求めた。 

 次に�̃�ℎ𝑓
𝐴 を求める。NMR の章の超微細相互作用の節で求めた式(19)を使って、𝑖サイトに

おける超微細結合定数𝑎ℎ𝑓
𝑖 と超微細結合テンソルの成分で次の連立方程式が成り立つ。但し、

3aサイト、3bサイト、3サイト、3サイトの超微細結合テンソルは付録に載せた。 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
1

3
(2𝐴𝑥𝑥 + 2√2𝐴𝑥𝑧 + 𝐴𝑧𝑧) = 𝑎ℎ𝑓

3𝑐

1

3
(2𝐴𝑥𝑥 − 2√2𝐴𝑥𝑧 + 𝐴𝑧𝑧) = 𝑎ℎ𝑓

3𝑏

1

2
(2𝐴𝑦𝑦 + 𝐴𝑧𝑧) = 𝑎ℎ𝑓

3𝑎

𝐴𝑧𝑧 = 𝑎ℎ𝑓
3𝛼

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦) = 𝑎ℎ𝑓

3𝛽

 (73) 

 表 1にまとめた超微細結合定数を使ってこの連立方程式を解くと、次式のような Aの超

微細結合テンソルを得る。但し、座標系は図 60で定義したものを書く。 

 �̃�ℎ𝑓
𝐴 = (

1.31 0 −0.19
0 2.44 0

−0.19 0 0.98
) [𝑘𝑂𝑒 𝜇𝐵⁄ ]   (74) 

 以上を踏まえて、𝑀~0.24𝜇𝐵となった。 

 

 

  

図 63スペクトルの分裂の様子 
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3.4.2 B // <111>における 3aサイトと 3bサイトの測定結果 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 64 3aサイトと 3bサイトのスペクトル 

図 64 は 3a サイトの|−
1

2
⟩ ↔ |+

1

2
⟩間の NMR スペクトルと 3b サイトの|−

1

2
⟩ ↔ |+

1

2
⟩間の

NMR スペクトルである。10 K から 1.70 K までの温度範囲で測定した。6.615 T の磁場を

<111>方向に印加している。3bサイトについて、10 Kでは一本だったスペクトルが温度の降

下に伴っておよそ 2 K でスペクトルが 2 つに分裂した。また、3a サイトは線幅が広がり、

分離が困難となった。3cサイトの解析と同様にして、3aサイトと 3bサイトに対して内部磁

場の解析を行った。各秩序変数に対してのスペクトルの分裂は表 4と表 5にまとめた。 

表 4 3aサイトのスペクトルの分裂数 

 �̂�20 �̂�22 

FQ 3 3 

AFQ 6 6 

 

表 5 3bサイトのスペクトルの分裂数 

 �̂�20 �̂�22 

FQ 2 3 

AFQ 4 3 

 

3bサイトの結果について、強四極子秩序相で秩序変数は�̂�20であるとスペクトルの分裂は

説明することができる。 
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3.4.3 B // <100>における 3サイトと 3サイトの測定結果 

図 65は 3サイトの|+
1

2
⟩ ↔ |+

3

2
⟩間の NMR スペクトルである。10 Kから 1.60 Kまでの温

度範囲で測定した。6.615 T の磁場を<100>方向に印加している。1.6 Kと 10 Kのスペクトル

に分裂はない。 

図 66 は図 65 のスペクトルの半値幅(FWHM)の温度依存性を表している。温度の降下に

伴って、スペクトルの半値幅は 3 K付近まで大きくなり、その後、半値幅は小さくなってい

る。同じ傾向は 3サイトでも見られる(図 67、図 68)。 

次に 3b サイトの|−
3

2
⟩ ↔ |−

1

2
⟩間の NMR スペクトルと|+

1

2
⟩ ↔ |+

3

2
⟩間の NMR スペクトル

を比較する(図 69)。4.2 Kは高周波側に、2.39 Kは低周波側にどちらもスペクトルが尾を引

いている。これは、磁気的な効果によるものである。ところで、秩序変数が�̂�20である場合、

秩序相において[001]方向に磁場を印加すると、誘起双極子モーメントが磁場に平行に誘起

される。秩序相では、誘起モーメントの分だけスペクトルはよりシフトする。仮に、図 63

の温度範囲で秩序相と無秩序相が共存していると考えると、以下の理由で図 62は説明でき

る。温度の降下に伴って秩序相が発達すると、誘起モーメントの効果でシフトしたスペクト

ルの強度は大きくなる。一方、無秩序相は減衰し、スペクトルの強度は小さくなる。その結

果として、半値幅が 3 K付近で最も大きくなった。 

 

  

図 65 3サイトのスペクトル 図 66 3サイトの半値幅 
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図 69 3サイトのスペクトルの比較 

 

 

 

  

図 67 3サイトのスペクトル 図 68 3サイトの半値幅 
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3.5 核磁気緩和率 

Tokunaga らが<111>方向に磁場を印加した時の四極子転移近傍における核磁気緩和率の

増大を報告している[18]。今回、<111>方向および<100>方向で様々なサイトについてより詳

細に核磁気緩和率の振る舞いを調べた。 

図 70は 3a、3b、3cサイトの核磁気緩和率の温度依存性を表している。6.615 T の磁場を

<111>方向に印加した。また、温度は 1.5 Kから 300 Kまでの範囲で測定した。30 K以上で

は温度の降下に伴って緩和率は減少している。これは結晶場基底状態が非磁性であるため

であると考えられる。また、30 K 以下では転移点付近である 2.4 K 付近まで緩和率は上昇

し、その後、減少する振る舞いが観測された。 

図 71 は 3、3サイトの核磁気緩和率の温度依存性を表している。3、3サイトの核磁

気緩和率の温度依存性を表している。6.615 T の磁場を<111>方向に印加した。また、温度は

1.5 Kから 300 Kまでの範囲で測定した。30 K以上では、<111>方向に磁場を印加した時と

同様に、温度の降下に伴って緩和率は減少している。30 K以下では 4.2 Kまで緩和率はほぼ

一定である。4.2 K以下では再び減少している。 

図 72は 3cサイトの先行研究の緩和率の測定結果である。3.0 T から 8.5 T までの磁場を

<111>方向に印加している。また、図 73 は我々が測定した 3c サイトの結果である。4.005 

T、6.615 T、11.014 T の磁場を<111>方向に印加した。先行研究の結果と我々の結果はほぼ一

致している。 

緩和率の磁場依存性の詳細を調べるために、3サイトと 3cサイトについて、3.22 Kと 6.00 

K で緩和率の磁場依存性を測定した(図 74、図 75)。4.0 T から 11.1 T までの磁場の範囲で

測定した。3c サイトでは、磁場の増加に伴って緩和率も増加している。また、3サイトで

は、8 T 以上で 6.00 Kでは磁場の増加に伴って一定となる傾向にあるのに対して、3.22 Kで

は減少している。 

これらの緩和率の起源について、現在 2つの可能性を考えている。一つ目は電気四極子の

揺らぎに付随して、磁気双極子が揺らいでいる可能性である。このとき、緩和率は磁場の二

乗に比例し、先行研究の測定した磁場依存性は説明できる。しかし、我々の測定結果の<100>

方向に磁場を印加した時の結果を説明することはできない。二つ目の可能性は、磁気八極子

が揺らいでいる可能性である。以下ではそれぞれの可能性について考察する。 
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図 70 磁場を<111>方向に印加したと

きの緩和率 
図 71 磁場を<100>方向に印加した時の緩

和率 

図 72 先行研究の緩和率[18] 図 73 3cサイトの緩和率の温度依存性 

図 74 3cサイトの緩和率の磁場依存性 図 75 3サイトの緩和率の磁場依存性 
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3.5.1四極子揺らぎの相関関数 

電気四極子モーメントの揺らぎに付随して、磁気双極子モーメントが揺らぐことで核の

緩和機構に寄与するというモデルについて考察する。 

まずは直感的にこの緩和機構を理解するために図 76 を示す。(a)は�̂�20が𝑧軸に対しての

み 2 つの状態間で揺らいでいる場合を表している。青と赤はそれぞれ電荷分布の異なる符

号を示している。[111]方向に磁場を印加した場合、磁気双極子モーメントは[-1 -1 2]方向に

誘起される。�̂�20の符号が反転した場合、磁気双極子モーメントの向きも反転するので、(a)

のような状態間で揺らいでいる場合、(b)のように誘起モーメントは付随して揺らぐことに

なる。 

次に系が�̂�𝑖の秩序変数で強四極子秩序を持つ時の相関関数の一般表示を示す。 

磁場をある方向に印加した場合に、誘起磁気モーメントが単位ベクトル�⃗⃗�の方向に向いて

いたとする。このとき、誘起双極子モーメント𝐽は次のように書くことができる。 

 𝐽 = �⃗⃗� ∙ 𝜇𝑂𝑖 (75) 

𝜇は定数で、𝑂𝑖は四極子演算子�̂�𝑖の期待値である。このとき、超微細結合テンソル�̃�を使っ

て超微細磁場�⃗⃗�ℎ𝑓は次のように書くことができる。 

 �⃗⃗�ℎ𝑓(𝑡) = �̃� ∙ �⃗⃗� ∙ 𝜇𝑂𝑖(𝑡) (76) 

磁場の印加方向に対してそれぞれ独立で垂直な方向の単位ベクトルを�⃗�、𝛽とする。この

とき、磁場の印加方向に対して垂直な横磁場の相関関数の和は次のようになる。 

 〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉 = {(�⃗�
† ∙ �̃� ∙ �⃗⃗�)

2
+ (𝛽† ∙ �̃� ∙ �⃗⃗�)

2
} 𝜇2〈𝑂𝑖(𝜏)𝑂𝑖(0)〉 (77) 

以下では Alの各サイトについて式(77)を求める。無秩序相が立方的な対称性を持つ場合、

異なる 3 方向のドメインに由来する揺らぎが存在する。この時、𝑖サイトにおける横揺らぎ

の相関関数の和を〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉𝑖として、式(77)、式(73)、付録の超微細結合テンソルを使

って各サイトについて計算した。以下に示すのは�̂�20が 2つの状態間で揺らいでいる場合の

図 76 四極子揺らぎの概略図 
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結果である。 

 〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉3𝑎 = (
3

2
𝐴𝑥𝑥
2 + 2𝐴𝑥𝑧

2 +
1

6
𝐴𝑦𝑦
2 +

2

3
𝐴𝑦𝑦𝐴𝑧𝑧 +

2

3
𝐴𝑧𝑧
2 ) 𝜇2〈𝑂𝑖(𝜏)𝑂𝑖(0)〉  

                                    = 5.883 × 𝜇2〈𝑂𝑖(𝜏)𝑂𝑖(0)〉 (78) 

 

〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉3𝑏

= (
1

6
𝐴𝑥𝑥
2 +

2√2

3
𝐴𝑥𝑥𝐴𝑥𝑧 +

4

3
𝐴𝑥𝑧
2 +

3

2
𝐴𝑦𝑦
2 +

2

3
𝐴𝑦𝑦𝐴𝑧𝑧 +

4√2

3
𝐴𝑥𝑧𝐴𝑧𝑧

+
2

3
𝐴𝑧𝑧
2 )𝜇2〈𝑂𝑖(𝜏)𝑂𝑖(0)〉 

 

                                = 10.205 × 𝜇2〈𝑂𝑖(𝑡)𝑂𝑖(0)〉 (79) 

 

〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉3𝑐

= (
1

6
𝐴𝑥𝑥
2 −

2√2

3
𝐴𝑥𝑥𝐴𝑥𝑧 +

4

3
𝐴𝑥𝑧
2 +

3

2
𝐴𝑦𝑦
2 +

2

3
𝐴𝑥𝑥𝐴𝑧𝑧 −

4√2

3
𝐴𝑥𝑧𝐴𝑧𝑧

+
2

3
𝐴𝑧𝑧
2 )𝜇2〈𝑂𝑖(𝜏)𝑂𝑖(0)〉 

 

                                = 11.391 × 𝜇2〈𝑂𝑖(𝜏)𝑂𝑖(0)〉 (80) 

 〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉3𝛼 = (
1

2
𝐴𝑥𝑥
2 +

3

2
𝐴𝑥𝑧
2 +

1

2
𝐴𝑦𝑦
2 + 𝐴𝑧𝑧

2 ) 𝜇2〈𝑂𝑖(𝜏)𝑂𝑖(0)〉  

                                    = 4.865 × 𝜇2〈𝑂𝑖(𝜏)𝑂𝑖(0)〉 (81) 

 〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉3𝛽 = (𝐴𝑥𝑥
2 + 𝐴𝑦𝑦

2 + 𝐴𝑧𝑧
2 )𝜇2〈𝑂𝑖(𝜏)𝑂𝑖(0)〉  

                                    = 7.725 × 𝜇2〈𝑂𝑖(𝜏)𝑂𝑖(0)〉 (82) 

各サイトにおける相関関数の比は 3a : 3b : 3c = 1.0 : 1.7 : 1.9、3 : 3 = 1.0 : 1.6となっ

た。図 77 と図 78 は 3b サイトと 3サイトの 1/T1を 1 とした時の各サイトの比を表して

いる。計算値である式(78)~(82)とは一致しなかった。 

 

 

図 77 磁場を<111>方向に印加した時の緩和

率の比 

図 78 磁場を<100>方向に印加した時の緩

和率の比 
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3.5.2八極子揺らぎの相関関数 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

磁気八極子の揺らぎは、超微細磁場を通して直接的に核の緩和機構に寄与する。図 79の

ように、Txyzが 2つの状態間で揺らいでいる場合について考察する。赤と青はそれぞれ異な

る方向のスピン偏極を表している。 

𝑇𝑥𝑦𝑧の揺らぎが緩和機構に寄与している場合の、磁場の印加方向に対して垂直な横磁場の

相関関数の和は、式(77)と同様にして次のようになる。 

 〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉 = {(�⃗�
† ∙ 𝐴�⃗⃗�)

2
+ (𝛽† ∙ 𝐴�⃗⃗�)

2
}𝜇2〈𝑇𝑥𝑦𝑧(𝜏)𝑇𝑥𝑦𝑧(0)〉 (83) 

ここで、𝐴はテンソルではなく定数である。 

𝑇𝑥𝑦𝑧と核スピンの相互作用について考える。𝑇𝑥𝑦𝑧は磁気双極子モーメント𝐽を使って次のよ

うに書かれる。 

 𝑇𝑥𝑦𝑧 = 𝐽𝑥𝐽𝑦𝐽𝑧 + 𝐽𝑦𝐽𝑧𝐽𝑥 + 𝐽𝑧𝐽𝑥𝐽𝑦 − 𝐽𝑥𝐽𝑧𝐽𝑦 − 𝐽𝑦𝐽𝑥𝐽𝑧 − 𝐽𝑧𝐽𝑦𝐽𝑥 (84) 

図 79 八極子揺らぎの概略図 

図 80 磁場を<111>方向に印加した時の

注目した Alサイト 

図 81 磁場を<100>方向に印加した時の

注目した Alサイト 
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また、鏡映に対する磁気双極子モーメントの対称性について考える。図 80 に示した 3c

サイトに注目する。[1 -1 0]鏡映面上に 3cサイトはある。𝐽𝑧と𝐽𝑥 + 𝐽𝑦は鏡映に対して符号を

変えるが（奇パリティ）、𝐽𝑥 − 𝐽𝑦は符号を変えない（偶パリティ）。従って、鏡映により𝐽𝑥は

−𝐽𝑦、𝐽𝑦は−𝐽𝑥、𝐽𝑧は−𝐽𝑧になる。以上を考慮すると、𝑇𝑥𝑦𝑧は偶パリティであることが分かる。

また、核スピン𝐼も同様に𝐼𝑧と𝐼𝑥 + 𝐼𝑦は奇パリティ、𝐼𝑥 − 𝐼𝑦は偶パリティである。𝑇𝑥𝑦𝑧と𝐼の相

互作用𝐻𝑜は対称操作に対して不変であるようにそれぞれの結合が制限され、次式となる。 

 𝐻𝑜 = −𝛾ℏ𝐴(𝐼𝑥 − 𝐼𝑦)𝑇𝑥𝑦𝑧 (85) 

式(85)から𝑇𝑥𝑦𝑧が 3cサイトに作る内部磁場は[1 -1 0]方向であることが分かる。 

図 80に示した 3bサイトに注目する。先の 3cサイトに対して Pr原子が持つ 4回回映軸

を使って180°だけ回転操作を行えば、3cサイトは 3bサイトに移る。従って、注目している

3bサイトが感じる内部磁場は[-1 1 0]方向である。 

図 80に示した 3aサイトに注目する。先の 3cサイトに対して Pr原子が持つ 4回回映軸

を使って90°だけ回転操作を行えば、3c サイトは 3a サイトに移る。従って、注目している

3bサイトが感じる内部磁場は[1 1 0]方向である。 

図 81に示した 3サイトに注目する。先の 3cサイトと同じサイトなので感じる内部磁場

の方向は[1 -1 0]方向である。 

図 81に示した 3サイトに注目する。図のように[1 0 -1]鏡映面が存在し、この鏡面を使

った鏡映操作で先の 3サイトは 3サイトに移る。従って、感じる内部磁場の方向は[0 1 -

1]方向である。 

以上の考察により、式 (83)を使って 𝑖サイトにおける横揺らぎの相関関数の和を

〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉𝑖を各サイトについて 3.5.1節と同様にして計算した。 

 〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉3𝑎 =
1

3
𝐴2𝜇2〈𝑇𝑥𝑦𝑧(𝜏)𝑇𝑥𝑦𝑧(0)〉 (86) 

 〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉3𝑏 = 𝐴
2𝜇2〈𝑇𝑥𝑦𝑧(𝜏)𝑇𝑥𝑦𝑧(0)〉 (87) 

 〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉3𝑐 = 𝐴
2𝜇2〈𝑇𝑥𝑦𝑧(𝜏)𝑇𝑥𝑦𝑧(0)〉 (88) 

 〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉3𝛼 = 𝐴
2𝜇2〈𝑇𝑥𝑦𝑧(𝜏)𝑇𝑥𝑦𝑧(0)〉 (89) 

 〈�⃗⃗�ℎ𝑓(𝜏)�⃗⃗�ℎ𝑓(0)〉3𝛽 =
1

2
𝐴2𝜇2〈𝑇𝑥𝑦𝑧(𝜏)𝑇𝑥𝑦𝑧(0)〉 (90) 

各サイトの相関関数の比は 3a : 3b : 3c = 1.0 : 3.0 : 3.0、3 : 3 = 2.0 : 1.0となり、図 77

と図 78の結果と計算値は一致しなかった。 

今回行った四極子揺らぎのモデルと八極子揺らぎのモデルのそれぞれの計算結果と実験

結果は一致しなかった。この緩和の機構の解明は今後の重要な課題である。 
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第 4 章 結論 

本研究では、四極子秩序相をもつ籠状化合物 PrTi2Al20について、単結晶を用いた 27Al-

NMR 測定を行った。  

60 Kの無秩序相で、<100>方向と<111>方向に磁場を印加して、各サイトの共鳴線の位置

を調べた。各共鳴線の位置から、実空間と対応したサイト決定に成功した。 

四極子転移前後で<111>方向に磁場を印加した時、スペクトルの分裂が観測された。こ

の分裂は、秩序相が強四極子秩序で、秩序変数が�̂�20であると説明することができる。 

 四極子転移前後で<100>方向に磁場を印加した時、スペクトルの半値幅は 3 Kをピーク

とする温度依存性を持つことが観測された。これは、無秩序相と秩序相が共存していると

考えると説明することができる。 

 核磁気緩和率の温度依存性について、<111>方向に磁場を印加した時、先行研究と同じ

結果を得た[18]。緩和率は磁場に対して異方性を持ち、その起源は 2つの可能性が考えら

れる。一つ目は電気四極子の揺らぎに付随して、磁気双極子が揺らいでいる可能性であ

る。このとき、緩和率は磁場の二乗に比例し、先行研究の測定した磁場依存性は説明でき

る。しかし、我々の測定結果の<100>方向に磁場を印加した時の結果を説明することはで

きない。二つ目の可能性は、磁気八極子が揺らいでいる可能性である。以上の可能性につ

いては今後の課題である。 
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付録 A 結晶軸を軸とした 3aサイトの超微細結合テンソル 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3a サイトのラベルを図 82 のようにする。3a サイトのラベル𝑖における超微細結合定数

�̃�ℎ𝑓
𝑖 は、結晶軸の座標で次のように書くことができる。ただし、基準は 3.4.1 節で使用した

サイトと同様である。 

 �̃�ℎ𝑓
𝐴 =

(

 
 
 
 

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(−𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(−𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦) −

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

√2
𝐴𝑥𝑧 −

1

√2
𝐴𝑥𝑧 𝐴𝑧𝑧 )

 
 
 
 

 (91) 

 �̃�ℎ𝑓
𝐵 =

(

 
 
 
 

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(−𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦) −

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(−𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

√2
𝐴𝑥𝑧

−
1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

√2
𝐴𝑥𝑧 𝐴𝑧𝑧 )

 
 
 
 

 (92) 

 �̃�ℎ𝑓
𝐶 =

(

 
 
 
 

𝐴𝑧𝑧
1

√2
𝐴𝑥𝑧 −

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(−𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

−
1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(−𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦) )

 
 
 
 

 (93) 

 

  

図 82 3aサイトのラベル 
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 �̃�ℎ𝑓
𝐷 =

(

 
 
 
 

𝐴𝑧𝑧 −
1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

√2
𝐴𝑥𝑧

−
1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(−𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(−𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦) )

 
 
 
 

 (94) 

 �̃�ℎ𝑓
𝐸 =

(

 
 
 
 

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦) −

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(−𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

−
1

√2
𝐴𝑥𝑧 𝐴𝑧𝑧

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(−𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦) )

 
 
 
 

 (95) 

 �̃�ℎ𝑓
𝐹 =

(

 
 
 
 

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(−𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

√2
𝐴𝑥𝑧 𝐴𝑧𝑧 −

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(−𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦) −

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦) )

 
 
 
 

 (96) 
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付録 B 結晶軸を軸とした 3bサイトの超微細結合テンソル 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3b サイトのラベルを図 83 のようにする。3b サイトのラベル𝑖における超微細結合定数

�̃�ℎ𝑓
𝑖 は、結晶軸の座標で次のように書くことができる。ただし、基準は 3.4.1 節で使用した

サイトと同様である。 

 �̃�ℎ𝑓
𝐴 =

(

 
 
 
 

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑦𝑦) −

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦) −

1

√2
𝐴𝑥𝑧

−
1

√2
𝐴𝑥𝑧 −

1

√2
𝐴𝑥𝑧 𝐴𝑧𝑧 )

 
 
 
 

 (97) 

 �̃�ℎ𝑓
𝐵 =

(

 
 
 
 

𝐴𝑧𝑧 −
1

√2
𝐴𝑥𝑧 −

1

√2
𝐴𝑥𝑧

−
1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑦𝑦)

−
1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦))

 
 
 
 

 (98) 

 �̃�ℎ𝑓
𝐶 =

(

 
 
 
 

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦) −

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑦𝑦)

−
1

√2
𝐴𝑥𝑧 𝐴𝑧𝑧 −

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑦𝑦) −

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦))

 
 
 
 

 (99) 

 

 

 

 

 

 

図 83 3bサイトのラベル 
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付録 C 結晶軸を軸とした 3cサイトの超微細結合テンソル 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3c サイトのラベルを図 84 のようにする。3c サイトのラベル𝑖における超微細結合定数

�̃�ℎ𝑓
𝑖 は、結晶軸の座標で次のように書くことができる。ただし、基準は 3.4.1 節で使用した

サイトと同様である。 

 �̃�ℎ𝑓
𝐴 =

(

 
 
 
 

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑦𝑦)

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

√2
𝐴𝑥𝑧 𝐴𝑧𝑧 )

 
 
 
 

 (100) 

 �̃�ℎ𝑓
𝐵 =

(

 
 
 
 

𝐴𝑧𝑧
1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑦𝑦)

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑦𝑦)

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦))

 
 
 
 

 (101) 

 �̃�ℎ𝑓
𝐶 =

(

 
 
 
 

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦)

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑦𝑦)

1

√2
𝐴𝑥𝑧 𝐴𝑧𝑧

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝑦𝑦)

1

√2
𝐴𝑥𝑧

1

2
(𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝑦𝑦))

 
 
 
 

 (102) 

 

 

 

 

 

 

図 84 3cサイトのラベル 
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