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１．緒 言 
 

近年，構造物に断続的な荷重がかかり，き裂

が進展することによる脆性破断が問題となって

いる．脆性破壊では，一般的に要求される設計

強度を満足した条件の下で発生するため，予見

することが難しく，破断を防ぐための対策とし

ては定期的なメンテナンスにおける目視や非破

壊検査に頼っているのが現状である．しかし，

このような定期的なメンテナンスを行っても，

初期のき裂は短く発見しづらい場合が多く，見

落とした場合には重大な被害を招きかねない． 
 そこで本論文では，定期的なメンテナンス

で見落とされた場合でも破断を招くことが無い

様，き裂の進展により破断にいたるまでの寿命

を最大化する最適な構造設計見つけ出すことに

より，構造物の安全性を向上することを目的と

する． 
き裂の発生・進展のシミュレーションについ

ては，簡便で精度の高いシミュレーション技術

が必要であり Belytschko ら 1)によって提案され

た簡便で精度の高い extended finite element 
method (X-FEM)を用いる． 
また，一般の構造物における脆性破壊は，複

数のき裂が偶発的に発生し，相互のき裂の進展

に影響を及ぼしながら進展する．本論文では複

数き裂の影響を考慮したき裂進展解析により疲

労寿命を算出し，疲労寿命を目的関数として構

造最適化を行った結果について報告する． 
 

２．定式化 
 

2.1  X-FEM 
X-FEM は、Babuska ら 2)の PU-FEM の重み

関数において重み関数として有限要素法の形状

関数を使い，近似関数として要素内でのき裂の

不連続性を表す関数およびき裂先端の特異場を

表す関数を付加したもので，変位の近似式は次

式で表される． 
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ここで， iN は節点 i に関する（通常の FEM

と同じ）内挿関数である．また， ( )H x はき裂面

の不連続性を表す関数，そして ( )lψ x はき裂端周

辺の特異変位場を表す関数の基底であり，それ

ぞれ次式で表される． 
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   In recent years, many fatigue cracks by intermittently load are found and worried. Because
of difficulty in finding the fatigue cracks on the maintenance before destruction, the structure
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ただし，これらはき裂端を原点とし，き裂線

に平行に x 軸をとった局所直交座標系及びそれ

と対応する極座標系の関数である．また，J は

き裂面周辺の変位の不連続性を考慮する節点の

集合，そして K は，き裂端周辺の特異性変位場

を考慮する節点の集合である．  
 
2.2  き裂進展方向の決定 

き裂が進展するときの進展方向角度θの決定

には maximum circumferential stress criterion
を用いた．これは円周方向の応力が最大となる

ような方向にき裂が進展するという仮説に基づ

いている．各計算ステップにおいて得られた応

力拡大係数 KI 値，KII 値を用いて次式により進

展方向角度が求まる． 
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2.3 き裂進展量 
繰り返し荷重が与えられた時のき裂伝播寿命

の計算で広く使われている手法として Paris に

よって提案されたパリス則がある． 
 

mda C K
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= Δ  (5) 

 
ここで，a：き裂進展長さ，N ：繰返し回数，

,  C m：伝播定数， KΔ ：応力拡大係数範囲であ

る．次に複数き裂のき裂進展量は，規定の最大

き裂進展長さを fixaΔ ，最大の応力拡大係数範囲

maxKΔ とするとき， 
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2.4 初期き裂方向 
 X-FEM において，き裂進展解析を行うために

は初期き裂が必要である．しかし，実際の構造

物において，初期状態でき裂が予め存在すると

いうことは無い．そこで，実際の疲労き裂によ

る破壊における初期のき裂が発生のアルゴリズ

ムに照らし合わせて，初期き裂を策定する必要

がある．き裂発生のアルゴリズムは， 
① 結晶におけるすべり発生 
② 多点表面き裂の発生 
③ 多点表面き裂の成長 
④ 合体 
⑤ ひとつの大きな表面き裂 

である．上記アルゴリズム①～③おいて，初

期の表面き裂の成長段階があることが分かる．

このとき，き裂成長方向は，通常のき裂進展の

場合と同様のアルゴリズム，つまり円周応力

θθσ が最大である方向にき裂が発生するという

仮定に基づき，初期き裂発生方向を主応力方向

とする． 

 

2.5 最適化手法 
 本論文では，疲労寿命が最大となる形状を解

析することを目的とする．これを非線形計画法

の最適化問題として考えると，本論文での解析

は，き裂進展自体をひとつの関数として扱うた

め，勾配を求めることができない．そこで，本

論文では勾配を使用せずに最適解を求めること

ができる Nelder-Mead Simplex 法 3)を用いて

解析を行う． 
 

３．X-FEM によるき裂進展解析 
 

3.1 形状変更時の疲労寿命数値解析例 

 
Fig.1 解析対象（T 字バー） 

 Fig.1 の解析対象に対し縦部材幅，横部材幅を

それぞれ変化させた場合について解析を行った．

形状変更の手法として Basis Vector 法を用いた．

変更後の節点座標 Mα を形状変更の関数 iα であ

らわすと以下のようになる． 
 

( )i i
i
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縦部材幅を 10mm～5mm，横部材幅を

10mm～5mm に変化させた場合の疲労寿命の

変化を示す．縦部材，横部材ともに幅を短くす

ると疲労寿命は短くなっている．しかし，縦部

材幅 10mm，横部材幅 10mm の状態で，破断す

るのが下部のき裂であることにより，縦部材幅

のみを短くした場合の疲労寿命の減少は，横部

材幅のみを短くした場合の疲労寿命の減少に比

べ小さくなっている． 

 
Fig.2 部材幅と応答曲面 

 
Fig.3 部材幅と破断き裂 

 
以下に縦部材・横部材を独立に短縮させた場合

のき裂進展経路を示す． 

 
Fig.4 初期条件のき裂進展経路 

 
Fig.5 横部材幅 8.5mm のき裂進展経路 

 
Fig.6 縦部材幅 8.5mm のき裂進展経路 

き裂進展方向に関しては各部材の幅を変化さ

せても大きな差異は無かった． 
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 Fig.7 各部材幅のき裂進展長さと繰り返し回数 
Fig.7 より縦部材幅 10mm 横部材幅 8.5mm

では形状変更前に比べて下部き裂の応力集中が

増し疲労寿命が短いのに対し，縦部材幅 8.5mm
横部材幅 10mmでは両方のき裂が進展するため

疲労寿命が延びている．また上部き裂はある程

度進展した場合のみ急速進展しやすいき裂であ

るといえる． 
 

3.2 構造最適化解析例 
T 字バーの総重量を 6.63g とした時の最適解

は以下のとおりである． 
Table.1 疲労寿命最適化初期値と解析結果 

 初期条件 最適化後 
縦部材幅 7.5mm 6.01mm 
横部材幅 7.5mm 8.25mm 

総疲労寿命 62.14 10× 回 63.17 10× 回 
 
 この最適化により使用材料を増やすことなく

疲労寿命を初期条件から1.53倍にすることが可

能となった．縦部材幅を短縮することによりあ

る程度上部き裂を伸ばしてエネルギを発散させ

ることで疲労寿命を延ばしていることが分かる． 
次に von-Mises 応力を目的関数とした場合の

最適解を示す． 
Table.2 von-Mises 応力最適化 

初期値と解析結果 
 初期条件 最適化後 

縦部材幅 7.5mm 2.85mm 
横部材幅 7.5mm 9.82mm 

総疲労寿命 62.14 10× 回 52.97 10× 回 
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 von-Mises 応力による最適化では上部き裂基

点の応力を緩和するため縦部材幅が短くなった

が短縮されすぎたため疲労寿命が短くなったと

考えられる． 
 

４．エンドヨークへの適用 
 

4.1 現状の形状での解析 
現状の形状で FEM 解析をすると以下の様に

なる．Fig.8 における 3 箇所にき裂基点を配置す

る．このときのき裂進展は Fig.9 の様に上部き

裂が進展し，破断を起こす． 

 
Fig.8 FEM 解析とき裂基点 

 
Fig.9 き裂進展図 
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Fig.10 初期状態のき裂長さと繰り返し回数 

4.2 構造最適化 
材料使用量を変化させずに構造最適化を行う

と以下の様になる． 
Table.3 最適化初期値と解析結果 

 初期条件 最適化後 応力最適化 
上下保持

面距離 17.0mm 9.75mm 
0.0mm 

（下限値） 
左右保持

面距離 0.0mm 11.3mm 3.60mm 

疲労寿命 51.94 10× 回 52.90 10× 回 51.56 10× 回 
寿命比 1 1.50 0.80 

 

 
Fig.11 疲労寿命最適化後き裂進展図 
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Fig.12 最適形状のき裂長さと繰り返し回数 
最適化形状では上下き裂の応力集中範囲 KΔ

がほぼ同じであるため，き裂進展長さが互いに

影響を及ぼしながら進展している．これにより，

エネルギを発散させき裂進展を遅くしている．

また，von-Mises 応力を目的関数とする最適設

計では，本解析でも寿命が短くなった． 
５．結言 

 
本論文では，複数き裂の進展や初期き裂の策

定により構造物の疲労寿命を総合的に解析した．

また，導かれた疲労寿命を，目的関数として構

造最適設計を行った．これにより，疲労寿命が

最大である最適形状を導出することを可能にし

た． 
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