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1.は　じ　め　に

不安定構造物が外力を受けて最終的な安定形状に移行

する過程は,一般逆行列を利用する剛体変位モードの抽

出により定式化され,解析されている1).しかし,そこで

は,質量効果を無視する意味で,準静的な移行過程が扱

われている.すなわち,剛体変位モードの移行を外力と

直接的に関係づけるのではなく,外力仕事が最も効率よ

く行われるための最適移行条件を利用し,剛体変位モー

ドと外力を間接的に関係づけている.定式化のうえでは,

ひずみ速度と変位速度の関係式,つまり,適合条件式の

みを利用している.そのため,その定式化をそのままの

形で勤的解析に拡張することは困難である.

剛体変位モードを含む構造物のモーダル解法による動

的応答解析は,たとえば,文献2)に述べられている.不

安定構造物の剛性行列の行列式の値はゼロであり,数値

解析上,あるいは,理論構成上,しばしば複雑になる.

本論文では,文献1)で述べた方法を拡張することにより,

不安定構造物の動的解析法を定式化し,簡単な数値解析

例を示す.

2.解　　析　　法

不安定構造物の運動方程式および変位･ひずみ関係式

を次式とする.

My+Cy+Ey- f　　　　　　　　　　(1)

Ay-£　　　　　　　　　　　(2)

ここに,M:質量行列,C:減衰行列,Ⅹ:剛性行列,音:

加速度ベクトル,i:速度ベクトル, y:変位ベクトル,

f:外力ベクトル, A:適合行列, E :ひずみベクトル,

である.なお, M, C, Ⅹはn次正方行列, AはnXm長

方行列である(n :自由度数, m:適合条件数).

ここでは,剛体変位のみで変位の生じる不安定構造物

を対象とする.このとき,式(2)のひずみはゼロとなる.
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つまり,

Ay-0　　　　　　　　　　　　　　　(3)

よって,本論文の目的は,式(3)を制約条件とする式(1)

の解析を行うこととなる.なお,減衰行列としては,吹

式で与えられるレ-リー減衰とする.

C-βM+γⅩ　　　　　　　　　　　　　(4)

Aの一般逆行列をA~とすると,式(3)の一般解は1),

y -[Ⅰ｡-A~A] α

-αlhl+a2h2+-+Lr,h｡　　　　　　( 5 )

上式において, hl, ･･･, h｡はHの正規化した独立な列ベ

クトルで,剛体変位モードを示している. α1, -, a,は

任意のスカラーで, pは次式で与えられる.

p-∩-rank (A)　　　　　　　　　　　(6)

ここで,

H-[hl, .･･, hp], aT-(α1, ･･･, a,)T　(7)

とおくと,式(5)は

y-Hα　　　　　　　　　　　　　　　(8)

上式を式(1)に代入すると,

MH左+cHq+EHa-f　　　　　　　(9)

ここで,剛体変位モードを剛性行列に掛けても復元力を

生じないことを考慮すると(証明は文献3)),

KH- 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　(10)

式(4)を用いると,

CH-βMH　　　　　　　　　　　　　(ll)

式(9)の係数行列をGとする. GはnXp行列で,

G-lMhl, ･･･, Mh,]　　　　　　　　　(12)

hl, -, h｡は独立で, rank(M)-nであるから, rank

(G)-pとなる.よってGはフルランクとなり1),

G-- (GTG)-lGT　　　　　　　　　　　　　(13)

上武を式(9)の両辺に掛けると, G-G-Ⅰ｡となるから,

&+pa-G-f　　　　　　　　　　　(14)

ここで,

fa-G~f- (GTG)-lGTf

とおくと,式(14)はp個の独立な微分方程式

αi+βα1-fa主 (i-1, ･･･, p)

(15)

(16)

5



304　　　43巻7号(1991. 7) 生　産　研　究

研　　究　　速　　報　日日JHl日日日日1日川川川川川HHJJH)=川川川川日日日日日日HHHHHH]川Hl日日川日日川川日日I川川日日川川)HHJHH

となる.式(16)の解は2), tを時間を表すパラメータとして,

a･(t) -iJ:ti 1 -e-P't-r')faidl･al(0)

･i( 1 -e-Pt);.(0) (17)

3.数値解析法

時刻歴応答の数値解析として前進解法(初期条件をも

とに,その次の時点の状態を求め,それをもとに,その

次の時点の状態を求めるというふうに,前進的に解を求

めていく方法)を採用する. rステップ(∫-0が初期

状態を表す)からr+1ステップ間を計算する場合には,

rステップ時点で式(1), (2)を作成し,それを基に,

式(16)を解析すればよい.このとき,求(17)のtをステッ

プ間の増分時間△tで置き換えることになる.前進解法

を採用する場合には, rステップ時点における形状を用

いて基礎方程式を作るので,求(17)のαⅠ(0)はゼロとなる.

il(0)は,解析するステップ以前の状態を継続するため

の項で,動的効果を考慮する解析には不可欠の項である.

そこで,本論文では,ステップ間の応答を常に&.(0)- 0

の初期条件下で考える場合を静的解法と位置づけ, ;.

(o)を継続していく動的解法と比較することにする.

4.静　的　解　法

本論文では1個の剛体変位モードを持つ単純なモデル

を用いて,前節までに述べた解法を具体的に示す.

図1は左端をピン支持,右端に荷重(fx, fy)を受首る

不安定トラスモデルである. 1, mは方向余弦, E, A,

Lは,それぞれ部材のヤング率,断面積と長さである.

u, ⅤはⅩ, y方向の変位を示す.本モデルの場合,吹

式が式(1), (2)に対応する.

-oL招=]｡〈冨)r+苧[-岩慧-]r( ; )r

-〈壬;〉r　　　　　　(18)

[主,苦]r〈芸),-(o)　　　(19)

ただし,求(1)に含まれる減衰項は,静的解法の以下の

説明には本質的に重要でないので省略している.

図2に示す2とおりの初期位置(Ⅰ), (ⅠⅠ)に対し,具

体的に静的解法を示す.なお,式(18)の質量m｡の絶対量

は,便宜上, m｡-1とする.

(その1)　初期位置(I)の場合:　すなわち

(Ⅹ,y)- (1, 0), L-1, 1-1,孤-0,

(fx, fy)- (0,-1)-一定

このとき,式(18), (19)は

(20)

[志望]｡〈冨〉r+EAlS S](;),

-(_olh

ll･ 0]r(;)r-(0)

式(16)より,剛体変位モードの数pは

p-2-rank([1, 0])-1 (23)

上式より,唯一の剛体変位モードが存在し,その剛体変

位モードは式(5)を利用して次式となる.

( ;),-( ‖ra,　　　　　(24)

上式は式(5)に対応する式であり,この剛体変位モード

を式(21)に代入することにより,復元力の項は消え,式

(16)に対応する次式が得られる.

αrニー1

このとき,速度と変位は,それぞれ,

αr--t+Cl

aFit2･Clt･C2

位置(Ⅰ)は初期変位と速度がゼロの状態にあることを

考慮すると,積分定数Cl, C2は

Cl-C2- 0　　　　　　　　　　　　　　　(28)

ゆえに

a,--1, α,--七, ar--+t2　　(29)

すなわち,不安定トラスが(I)の位置にあり,鉛直荷重

を受ける場合には,この不安定トラスは運動を始めるた

め安定な状態でない.

(その2)　初期位置(ⅠⅠ)の場合:すなわち

図1　解析モデル

y

桓｣ 'of'

(I)

図2　初期位置

y "T　∵HA.ヨ　(

lHHJHlJHHJHllHHJHHHJJJIHJHlHIHlH日日IIHHJJHHJHJHlHHJJ]HHJJHHHJJJHHI日日HJHHlHHJllH日日lHHHHHlHJHHHHJJHJHHHHHlJHH日HHJJJJIHlIHIJHHH
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図3　安定状態への移行経路

(X, y)- (0,-1), L-1, 1-0, mニー1,

(fx, fy)- (0,-1)-一定　　　　　　　(30)

このとき,剛体モードは

〈 ;)r-鳥〉ral　　　　　(31)

式(31)を式(21)の運動方程式に代入することにより次式

を得る.

a,- 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　(32)

ところで, (ⅠⅠ)の状態はやはり変位と速度がゼロの初期

状態であり,式(28)が成立し,その結果式(32)より

a,-αr-a,- 0　　　　　　　　　　　　　　(33)

ゆえに(ⅠⅠ)の位置では,鉛直荷重に対して不安定トラス

は何ら運動を生じないことから安定な状態であることが

わかる.

本解析モデルに対し,鉛直荷重を受ける不安定状態

( Ⅰ )から安定状態(ⅠⅠ)への移行過程を静的解析した結果

を図3に示す.この例では△t-0.6を採用している.ほぼ

30ステップの繰り返し計算により安定状態が得られる.

ただし,最終的な部材長さは1.094に変化した.ゆえに各

ステップごとに,部材長さの修正(高次項を含む剛体変

位モードの採用)も考慮する必要があるといえる1).

4.動的解析例

前章のトラスモデルを動的に解析する.この例題の場

令,質量マトリクスは単位マトリクスであり,荷重は鉛

直下向きの一定荷重を作用させる.また,剛体変位モー

ドに関わる[H]rは式(19)より

lH]r- i -1m),　　　　　　(34)

このとき,剛体運動を支配する基礎式(16)に対応する式

として次式を得る.

a,+Pa,- -1,

上武の解は,式(17)より次式となる.

(35)

図4変位応答

ar-接+響+ar-1(0))

･仁泰一撃) e-βtlft

;r- (芸.ir-1(0)) e-Pt一生
β

a,- (-1r-βαr_1 (0))e~Pt　　　　　　　　(38)

ただし, a,_1(0), αr_1(0)はそれぞれ前ステップ(r- 1)

の変位と速度に関する既知量である.'

△t-0.01, β-0.1, 0.5に対する変位応答を図4に示

す.ところで前章の結果から,各時間ステップごとに部

材長さの補正の考慮も必要であることがわかる.本計算

では,高次項を含む次式で補正しており,最終的な安定

時における部材長さに,その誤差は全く生じていない1).

( : )r-まくlxy)Tar-去〈芸),α芋　(39)

5.お　わ　り　に

構造物の幾何学的関係から導くことのできる変位･ひ

ずみ関係式で,ひずみゼロを制約条件にもつ運動方程式

の解法を一般逆行列を利用して定式化した.

運動方程式に対し,各時間ステップの応答を常に変位

と速度がゼロの初期条件で解析する特別な場合を静的解

法と呼び,具体的にその解法を説明した.さらに,各時

間ステップごとに剛体変位モードの変更をすることによ

り,一種のモーダル解析に属する勤的解法を示した.

(1991年4月25日受理)
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