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計算機の急速な発展に伴い，乱流現象の研究においても数値シミュレーションが欠かすことの  

できない手法となってきている．エ学的研究におけるシミュレーションで最も一般的に用いら  

れているのは，烏一亡乱流モデルである．しかし，このモデルはレイノルズ応力の渦粘性表現が等  

方的であるため，重大な欠点をもっている．その欠点を克服する一つとして，非等方々一古モデル  

が提起されている．本解説では，非等万々一eモデルの現状と幾つかの問題点を論議してみる．  

性が再現できない点）を改善することは意義あることと  

考えられる．この観点から，非等万々£モデルは有益なも  

のであると言えよう．このモデルは吉澤により統計理論  

的に導出されたもので3），通常のモデルと異なりレイノ  

ルズ応力の非等方渦粘性表現を特徴としている．その後，  

このモデルは溝乱流，クエツト乱流，正方形管内乱流の  

数値解析に適用されて4ト9），各定数や各項の評価と改善  

がなされて来ている．これと同様なモデ）L／は，Spezialeに  

より次元解析から非線形烏J（々－ど）モデルとして提起さ  

れ10），バックワードステップ乱流，曲がりを持った矩形管  

内乱流の数値解析に適用されている‖）一12）．また，明と笠木  

は，壁近くの乱流の非等方性の分析に基づいたゐ－eモデ  

ルを提起し13），構乱流，矩形管内乱流，バックワードス  

テップ乱流の解析を行っている】4〉一15）．これらの非等方性  

モデ／レによる研究は等方性々－Eモデルの欠貞を改善し，  

乱流強度の非等方性や矢巨形管内乱流での2次流を再現出  

来ることを示している．本論文では，筆者の行った溝乱  

流，矩形管内乱流等の数値解析を中心に，非等万々一£モデ  

ルの現状といくつかの課題を考察する．  

2．非等方々－£モデル  

速度，圧力（密度で割ったもの）の平均部分とそれか  

らのずれを示す擾乱部分をそれぞれ（石，声）と（〃′，〆）  

で表すと，三次元非圧縮・粘性流体に対する平均部分の  

基本方程式は，   

箸…（孟＋石α孟）盲α   

1．は じ め に  

スーパーコンピューターを始めとする計算機のハード  

ウエアの発展が急速に進んでいるとはいえ，乱流現象の  

数値解析において乱流の大きなスケールから微少なス  

ケールまで一挙に解析するには，現存するあるいは近い  

将来に予想される計算機ではまだまだ処理速度・容量と  

も不十分である．そのため，乱流の数値シミュレーショ  

ンを行う場合，小スケールの乱流構造を切り落とす（評  

価し，近似して組み入れる）なんらかのモデル化が必要  

になる．工学的研究においては，構造が比較的簡単で計  

算時間が少なくて済む等の理由から烏－eモデルが非常に  

多く用いられている1）．しかし，このモデルはレイノルズ  

応力の等方的渦粘性表現を基礎としているため，工学上  

重要な乱流の数値解析において，例えば，溝乱流では乱  

流強度の各成分の非等方性の再現が出来ない，また正方  

形管内乱流では2次流を誘起出来ない等の重大な欠点を  

持っている．   

一方，乱流の基礎的研究においてはモデルの普遍性や  

結果の高精度性が重視されており，この分野ではLES  

（1argereddy simulation）モデJt／がよく用いられている．  

しかし，このモデルは先のゐ－eモデ／レに比べて計算時問  

の多さなどから，工学的分野への応用はいまだ少ない．  

また，々－どモデ／レの欠点を補うものとして，非等方性の強  

い乱流の数値解析にしばしば適用されているものにレイ  

ノルズ応力（代数応力）モデルがある2）．しかし，このモ  

デルもレイノルズ応力の各成分方程式が加わり複雑にな  

る等の理由から，点どモデ／レに比較して工学的分野での  

利用は少ない．   

工学的研究において，ゐ一£モデルの簡単さと経済性を  

保ちつつ，その欠点（ここではレイノルズ応力の非等方  

＝一農＋孟（斤αα十り慧）・  

＝0，  

で与えられる（アルファベットの下つき添字については   ＊東京大学生産技術研究所 第1部  
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1から3まで和をとることにする）．ここで，りは動粘性  

率，皮郎はいわゆるレイノルズ応力で，非等方かてモデル  

では擾乱場の基本的統計量として乱流エネルギーゑとエ  

ネルギー散逸率eを選び，次のとおり表わす3〉：   

軸≡－く〆α再〉＝－‡梅山g（怒＋慧）  

＋‡（椚睾1布島皿）晦＋月′亜， （3）   

壁  
叛 ＝C〃  

eナ   
（4）  

㍍＝C珊，  （5）   

ふ郎＝ 
，  

（6）   

馬脚＝‡（悪霊＋悪霊），  （7）  
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3．壁上での滑町無し境界条件の適用  

通常の点－£モデルでは（4）の叛，非等方モデルではさ  

らに（5）の‰がモデ／レの重要な基礎となっているが，こ  

の渦粘性の仮定は壁の極近くでは成立しない．その結果，  

そのままでは壁上で滑り無し境界条件を課すことができ  

ないので，壁減衰関数を導入してこの困難を解決す  

る4ト9）．このような工夫は数多くの研究者によりなされ  

てきている20）・27）～32）二 また，LESにおいても同様な試みが  

なされており3弧34），統計理論的検討も行われている35）．   

壁からの距離をッ＋，渦粘性と動粘性係数との比を凡  

～（ゑ2／£）ルとすると，これらの壁減衰関数は大別して，   

ム＝ダ（ッ＋），ム＝F（凡），ム＝ダ（ッ＋，凡）， （14）  

となっており，滞乱流や境界層等の流れでは有効性を示  

している．また，これらの関数が乗ぜられる項は，洞粘  

性項だけでなく（11）式のほとんどの項におよび，かつ関  

数の形も各項ごとに変化する状況にある2帆32）．筆者は，こ  

れらの関数を溝乱流・矩形管内乱流・バックワードステッ  

プ乱流の数値解析に適用してみたが，その結果，計算不  

安定，壁減衰関数が1より大きな値になってしまう，関  

数が急速に減衰してしまう等のさまざまな問題点や欠点  

が判明した．   

そこで，本研究では第一段階として，（1）と（10）式の  

渦粘性に関わる項のみに次の関数を導入することとした．  

ん＝1一色ゆ（－γ＋／12．5），ツ＋＝γ＊鞄′ル，  

S亜＝慧畿，  
3  

片毎＝－ ∑ ㍍荒畑．  
IJ；＝1  

ここで〈 〉はアンサンプル平均を表わし，弼は1から  

3である．この式は以下のゑと£方程式16い7）と連立させる  

ことにより解くことができる．   

砦＝月α竜一汗孟（G鳥雲霊）＋り慧．（10）   

豊＝C亡長‰莞－Cど2宕＋孟（C“雲霊）  

＋C詞（霊一驚）2・億． （11）   

ここで，通常の烏－£モデルと非等方モデルの違いは  

（3）式右辺第3項，第4項の非等方項が付加されている  

かいないかにある．さらに，吉澤とSpezialelO），明ら13）の  

非等方モデルの違いもこの右辺第3，第4項の表現の違  

いにある．   

モデル定数は，まず溝乱流の数値解析における実測  

値18）～22）との比較や，竹光23）・24），Speziale25）の研究結果を  

も踏まえて，次のとおり最適化した9）．  

Cv＝0．09，Chh＝0．05，（CEICγ－2Ce，）＝0．108，  

Ce2＝1．9，C‘。＝0．069，C了1＝0．057，  

C73＝－0．0067．  （12）  

さらに，なお未定な定数は正方形管内乱流の計算を通し  

てMelling and Whitelawの実験結果26）との比較検討に  

基づいて最適化を行い決定した9）：  

C£1〒1．42，C∈。＝0．01，CT2＝一0．37．   （13）  

なお，これら定数の内，C£。とCr別の非等方項に関わる備  

については4および5節において検討を行う．  

γ（慧）鞄＝±β・  （15）  
‘・●＝  

ここで，鞄′は壁からの距離，〃＊は摩擦速度である．な  

お，（11）式に対しては減衰関数を全く導入しなかった．  

これは，計算の安定化，出来る限りの簡単化，Mansour  

らの研究結果36）に基づいている．（15）は一対の壁で構成  

されている溝乱流へ適用し，二対の壁に囲まれた矩形管  

内乱流の解析には双方の壁からの寄与を取り入れるべく  

次の関数を使用した．  

カ＝んん，ん＝1－¢砂（一Z十／12．5），g＋＝紺＊鞄′ル，  

賢1屯＝±且  （16）  
抑●＝  

血  

ただし，鞄′，鞄′はそれぞれの壁からの距離であり，ツ＋，  

z＋はそれぞれ壁座標，さらに〃＊，乱㍉は摩擦速度である．  

明らは矩形管内乱流の解析においてもー面の壁からの寄  

与のみを評価して計算を行い成功させている14）ので，こ  

のような二対の壁間の影響を伴う乱流における壁関数の  

最適化問題は一つの検討課題であろう．さらに，Hurらの  

矩形管内乱流の数値解析12）と小林らのバックワードス  

テップ乱流への適用15）においては滑り無しの境界条件で  

はなく経験則（実測値）を使用しており，この点での検  

討も将来の課題であろう．  
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以上の関数を導入して整理すると，方程式は，（4），  

（5），（10）がおのおの，次のようになる．   

晦＝C訪雲，  （17）   

み＝C叩  （18）  

生 産 研 究   

各3個以上，ツ＋＜100に約半数の格子点が置かれること  

になっている．  

B．溝乱流の解析結果   

図2から図9に，最大流速と壁間の半分の長さに基づ  

くレイノルズ数斤。＝3622（点＝200），虎。＝12577（斤＝  

600），斤。＝32156（点＝1400）の数値解析結果と実測値を  

合わせて示してある．各統計量の実測値との一致は妥当  

なものといえる．ここでは，図4－6に示されている乱流  

強度の非等方性について検討する．（3）から（9）のレイ  

ノルズ応力式を溝乱流に当てはめてみると次のようにな  

る．   

〈ぴi2〉＝‡打‡（2Cァ1－Cァ3）雲（霊）2， （27）   

〈γ；2〉＝‡点－‡（Cァ1－2Cァ3）雲（霊）2， （28）   

〈〃；2〉＝‡ゐ－‡（Cで1＋C73）雲（慧）2 
． 

（29）   

ここで，Cγ1，C了3を（12）の値とすると  

〈γi2〉＞〈γ；2〉＞〈γ；2〉，  （30）  

となり，乱流強度の大小関係が実際の流れと同じ性質と  

なる．一方，等方ゑ－£モデルでは（27）～（29）の右辺第2項  

が欠落しているため，   

〈〝；2〉＝〈ぴ；2〉＝〈γ；2〉＝号ゑ・  （31）  

となり非等方性を再現できないのである．さて，（12）の  

値についてSpezialelO），明13）らのものとの比較検討をし  

てみよう．なお，各モデル間で非等万頃（（3）式の第3  

項と第4項）の表現が同一でない，例えば，明らのモデ  

ルでは第4項がF†（d、／万／血）2）と表現されている．そこ  

で，定数値自身の多少の違いよりも正負や次数的検討を  

重視するのが，ここでは妥当であろう40）．  

C－．  CT。   

西島  0．057  －0．0067，   

Speziale  O．041  －0．14，（32）   

明  0．072  －0．0135．  

（32）では三者とも符号的には一致しており，Cれはオー  

ダ的にも同じである．この非等方項の適否（ほかの項の  

付加や修正，削除等）や定数の最適化は，ひき続く研究  

課題である．なお，溝乱流の解析においてはC鞄は未定  

で，5節においてはじめて最適化が行われる．  

雷＝＆訝£・孟（G諭告豊）   

＋y．  （19）   

これにより，壁上での境界条件は，   

ち1＝包＝包＝0，拒0，£＝2リ（誓）2，（20）  
となる9）・37）朋）  

4．溝乱流への適用   

A．数値計算法   

図1で表わされる溝乱流へ，このモデルを適用してみ  

る．流れ方向を屯，壁に垂直な方向を我として，萌，鞄の  

双方と直交する方向鞄を無限長と仮定すると，   

慧＝0・包＝包＝0・慧＝α朋裏，  

霊＝＝0・  
（21）  

となる．壁間の半分の長さ♪とβおよび平均圧力勾配で  

表わされる速度 一郎血．上）  

を用いて無次元化して整理すると，次の解くべき連立式  

が得られる．   

普＝1＋孟（ムC〝雲慧＋去慧），   

雷＝肪雲（霊）2－‘  

＋孟（G諭告霊＋去霊），   

告＝C仁一点（慧）2－C亡2宕  

＋孟（C亡亡霊＋妄念）．  
なお（24）のC′£1は   

C′ど1＝（Cど1C〝－2C‘3）＝0．108，  

で，丘は  

（22）  

（23）  

（24）  

（25）  

5．正方形管内乱流への適用   

A．流れ関数の導入と数値計算法   

図10のような正方形管内乱流では，   

霊＝0げ＝石，点パ），霊＝CO乃血，   
＝＝0，  

旦  屈＝  
U  

柁朗  

で定義されるレイノルズ数である．壁減衰関数は（15）を，  

境界条件は（20）を用いた．空間差分について2次精度不  

等間隔スキームを，時間についてはCrank－NicoIsonの  

陰解法を用いた．差分の格子点は両壁間に61個をtanh  

（γ）に基づき配置した6）．この格子配分は，粘性底層内に   

22  
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－－－：本計算（凡＝3622）；   
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図1 溝乱流の座標．  

り  十l  
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Y＋  

図4 乱流強度 〈〃；〃；〉1J2．  

一：本計算（凡＝32156）；  
－－－e－：本計算（斤。＝12577）：   
…：本計算（凡＝3622）；  
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［コ：Moin＆Kimほ。＝13800）   
◇：Horiuti（R。＝14900）．  
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（b）  

図3 乱流エネルギー．  

一：本計算（凡＝32156）：  
一台・一：本計算（尺。＝12577）；   
－－－：本計算（丘。＝3622）；   
X：Laufer（R。＝12300）；  
（つ：Clarkほ。＝15200）：   
◇：Pateletal．（average）  

ー：本計算（斤。＝32156）  
－－一合－：本計算（島＝12577）   

…：本計算（凡＝3622）   

薫：Laufer（尾＝30800）   
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図5 乱流強度 く〝；γ；〉1′2．  図6 乱流強度 〈〃；〃；〉1′2．   

記号は図4と同じ  記号は図4と同じ  

図7 エネルギー散逸率．  

－：本計算（尺。＝32156）：  
－0一：本計算（凡＝12577）；   

－－－：本計算ほ。＝3622）：   
◇：Pateletal．（average）   
十：1／0．4ル＋．  

図8 レイノルズ応力 一〈〝；〃；〉．   

－：本計算（孔＝32156）；   
－－一合－：本計算（ガ。＝12577）：  
－－－：本計算ほ。＝3622）；  
薫：Laufer（Rc＝30800）：  
◇：Pateletal．（average）．  
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（a）：本計算（＆＝40806）：  

（b）：実験値と他数値解析値，   
X：Melling＆Whitelaw  
（＆＝42000）（0．7，0．8，  
0．9，0．975の等値線）；  

［］：等方k一£モデル・Demur－  
en＆Rodiよ り（Re＝  
83000）（0．8，0．9）：                             ヽノし′ヽ′ヽノlノ′ ヽU・）I  し′■ J′ ▼  

Ⅹ。＝－D WÅLL  

図10 正方形管内乱流の座標．  
0．0 0．2 0．4 0．6 0．81．0  

（a）Ⅹ2／D o：Demuren＆Rodi（Re＝  
83000）（0．8，0．9）：  
＋：Nakayamaetal．（Re＝  
83000）（0．7，0．8，0．9，  
0．975）：  

△：Baker＆Orzechowski   
（0．7，0．8，0．9）．  
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（b）  （a）  

図11主流速 ち1／石．。‘（ず1。‘は管路中心軸上の主流速）．  
図12 2次流 包／膏1。‘．  

（a）：本計算（凡＝40806）：  
（b）業：Me11ing＆Whitelaw（Re＝42000）（－0．01，  
－0．0025，0．0025，0．0075，0．01）：   
＋：Nakayamaetal．（Re＝83000）（－0．005，  
－0．0025，0．0025，0．005，0．0075）．  
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Ⅹ2／D  
（b）  

図14 乱流エネルギー 仲／石1。‘2）×103   

（a）：本計算（凡＝40806）；  
（b）x：Melling＆Whitelaw（Re＝42000）  

（2．5，4，6）；   
＋：Nakayamaetal．（Re＝83000）  
（3，4，5）：   

△：Baker＆Orzechowski（2．5，4，6，10）．  

Ⅹ～／n  

〔0・01V軋】ほ1 づ■■  

図13 2次流、／扇子顎．  

（a）：本計算（亀＝40806）；  
（b）：Me11ing＆Whitelaw（Re＝42000）．  
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（a） 

Ⅹ2／D  
（b）  

図15 乱流強度 く〃；γ；〉1／2／ち．。‘．  

（a）：本計算（＆＝40806）；  
（b）薫：Melling＆Whitelaw（Re＝42000）（0．05，  

0．06，0．07，0．08）；   
＋：Nakayamaetal．（R。＝83000）（0．05，  
0．06，0．07）．  

Ⅹ2／D  Ⅹ2／D  Ⅹ2／D  
（a）  （b）  

図16 乱流強度 く〃；〃；〉1／2／ち1。エ．  

（a）：本計算（凡＝40806）；  
（b）※：Melling＆Whitelaw（Re＝42000）（0．04，  

0．D5．0．06）：   
△：Baker＆OTZ∝how苫ki（0．04，0．05，0．0郎．   
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（a）  （b）  （a）  （b）  

図17 レイノルズ応力（〈〃；〃；〉／匂1。‘2）×103．  

（a）：本計算（＆＝40806）：  
（b）x：Melling＆Whitelaw（Re＝42000）（－0．4，  

0，0．05，1，1．5）；   
△：Baker＆Orzechowski（＜0，0，0．5，1，1．5）．  

図18 レイノルズ応力（〈γ；即；〉／石1。亡2）×103．  

（a）：本計算ほe＝40806）：  
（b）￥：Me11ing＆Whitelaw（R。＝42000）（－1．5，  
－1，－0．5，0，0．3）；   
十：Nakayamaetal．（Re＝83000）（－1．3，  
－1，－0．5，0，0．1）．  
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（和＝0〕．－ ：車計算：  

（C）：Ⅹ3／D＝－0．94．  

－：Log（γ＋）／0．4＋5．5．  

が成りたつ．ここで，連続の式（2）を恒等的に満たし，  

圧力項を省くために，次のように流れ関数を導入する：   

石2＝ 

，＿ ，   

u≡－（怠十蓋）少＝－4止れ   （34）   

以上の各式を，速度ノー（卿と長さβを基本量  

として無次元化して整理し，連立させることにより解が  

得られる．なお，（11）式右辺第4項，あるいは（13）の定  

数C£3の導入は半場の指摘41）によっており，矩形管内乱  

流の解析では特に角（corner）での影響が見られ，実験  

値との比較で有効と判断して用いた．   

壁上での境界条件（20）は次のようになる：   

矩0，少＝0，揖＝一or一 
， 

匪0，   

c＝〃orγ 
．  

（35）   

差分方法は空間に関しては，溝乱流と同様の不等間隔  

を用いて壁間に61個の格子点を配置した9）．時間差分に  

はAゐ肌S－ぬ妨ガゐ法を用いた42）．（34）の流れ関数は逐  

次過康和法（SOR）を用いて解いた．   

初期値は等方的なゑ－£モデルで得られたものを用い，  

2次流れについてはただ1格子点上の少を最初の1時間  

ステップだけ少し変化させて，じょう乱を起こさせ発展  

を促進させた．  

B．正方形管内乱流の解析結果   

図11～19に，点e＝40806（β〟絶遠度ぁと均功制掠  

βわ研βおγ＝2Dに基づくレイノルズ数）の発達した乱流  

の解析結果と実験ならびに他の数値解析結果4き卜50）を示  

す．このレイノルズ数の計算を選んだ理由はMelling  

and WhitelawのRe＝42000の実験値26）との比較を考慮  

したためである．   

各図から，通常の等方ゑ－どモデルでは再現できなかっ  

た2次流が表現され，平均流速や乱流エネルギーなどの  

等値線が角（corner）へ引き込まれるなど矩形管内乱流  

の諸特徴がよく現わされていることがわかる．全体的な  

実測値との比較は妥当なものと見られる．なお，2次流  

れの発生機構については，モデ）t／の検討からSpeziale  

が10），LESによる数値解析において梶島らが51）論議して  

いる．それによると，（27）から（31）の乱流強度の大きさ  

の差，例えば，〈〃；〝；〉－く〃；ぴ；〉が2次流の発生に欠かせな  

い事が解明されている．この乱流強度が3方向とも同値  

の等方k－eモデ）L／では，図11のDemurenらの結果からも  

伺えるように2次流を再現することができない．なお，  

25   
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非等方項の定数C7zを零にしても，C71とC7さが一定の対  

応関係にあれば2次流を再現出来る事は確かめてある．   

図17（あるいは図18）のレイノルズ応力における問題  

点と，未定であった非等方項の定数C屯の検討を行ってみ  

よう．図17の全体的傾向は数値解析と実測値は一致して  

いると見えるが，（0．3，－0．7）付近の実験での閉じた等  

値線はこの計算では再現されていない．実験値のそこで  

の値は負であるが，計算では正となっている．（3）～（9）  

式から〈〃iぴ；〉は，   

〈由；〉＝一点12＝一壕＋れ（慧慧・慧慧）  

＋号（悪霊十悪霊） 
．  

（36）   

この付近では虎．／（あら≪廓1／（払であるから   

〈〝；〝星〉～一＋・号 
， 

（37）  

となる．晦のCγとれのCTlはすでに溝乱流で最適化され  

ており，自由度が残っている定数は鞄のCr2だけである．  

図11と図12よりこの付近では虎l／（払＞0，（軌／（払＜0  

であるから，もしC72を正と選ぶと〈〃；〃；〉は負になり得  

る．この正の予想値はSpezialelO）やRubinstein40）のもの  

と一致している．しかし，私達は（13）のようにC72＝一0．37  

＜0と選んだ．なぜなら，この値を正にしていくと2次  

流が減少し矩形管内乱流の諸特性が著しく貧弱になって  

しまうからである．この定数の最適化問題は，これと密  

接な関係にある壁減衰関数の決定と合わせて一つの研究  

課題である．   

最後に，応力モデルや代数モデルによる数値解析との  

比較を行ってみる．図11～18から，これらのモデルは矩  

形管内乱流解析に有効であることが実証される．しかし，  

3次元乱流への適用を考えた場合，応力モデルや代数モ  

デルは方程式の数とモデル定数が多くなり，この点では  

非等万々一eモデルのが扱いやすいであろう．さらに，応力  

モデル等による数値解析では，壁上の境界条件としては  

経験則の使用が一般的で滑り無し境界条件の使用はほと  

んどなされていない．この滑り無し境界条件の使用でも  

ゑ一亡モデルのが扱いやすいと思われる．なお，図19に壁近  

くの主流速についての，数値解析値と対数速度則の関係  

を表わしておいた．  

6．結  

非等方ゑ一古モデルによる本研究は，溝乱流のシミュ  

レーションにおいて最適化されたモデル定数，壁減衰関  

数を修正させることなく，2次流を伴うより複雑な乱流  

場をシミュレートできることを示した．特に，等万々一eモ  

デルでは再現できない溝乱流における乱流強度の非等方  

な分布，正方形管内乱流での2次流の諸特性とそれより  

生じる主流への影響等を定量的にも明らかにすることが   

26  
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できた．本非等万々一£モデルが2次流および乱流強度の  

非等方性を再現できることを考えると，このモデルはは  

く離を伴う乱流，噴流等の等万々一£モデルが必ずしもよ  

い結果を与えない流れに有効に適用できる可能性がある．  

壁減衰関数の改善・非等方項の一層の最適化等を進める  

ことにより，このモデルがさまざまな形状の乱流の数値  

解析においてより有効なものになる可能性が強い．  
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