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1．序  

乱流の数値計算のための計算法（Method）の1つにス  

ペクトル法があるが，この方法の重大な欠点の1つは形  

状適合性の極端な低さであった．しかしこの間題の克服  

に対する研究はここ最近急速な進歩を遂げている1）・2）．ス  

ペクトル法では，計算効率と精度を維持するという意味  

で，複雑で高価であるマッピングのみによる形状適合化  

は適切でない．したがって領域分割法（DomainDecom・  

positionTechnique）というアプローチが自然に選択さ  

れた．適切な領域分割法と適切なマッピングa）の組み合  

わせがこの間題を解決すると考えられている．   

領域分割翠は小領域（Subdomain）ごとにスペクト）t／  

アルゴリズムが適応されるので，隣接する小領域間での  

情報伝達の法則をいかに定義するかということが問題で  

ある．もちろんこの定義は現実的で計算効率の良いもの  

であるべきである．まず分割領域の様相から大きく2つ  

に分類されている1）．第1の方法は接触する（Touching）  

小領域に分割する（Fig．1）ものである．このとき情報伝  

達方法の定義は接触面（Interface）での適切な連続条件  

で表現される．代表的なものは，Orszagによって提案さ  

れたPatching法1）で，微分方程式の古典的観点からd階の  

方程式に対してd－1階までの微係数の連続性を要求する．  

また変分式定式化を小領域ごとの積分の総和で近似する  

Variational法1）では，試行関数（TrialFunction）の選  

択によって接触面での連続性が与えられる．Pateraによ  

る（狭義の）SpectralElement法1）・4）はCO級の試行関数を  

用いる．PhillipsとDaviesによる同じくSpectralEle－  

ment法5）と呼ばれるものでは少なくともCl級の試行関  

数が用いられる．ただしC乃は乃階まで連続な導関数を持  

つ関数空間．   

第2の方法は，重なり合った（Overlapping）小領域に  

分割する（Fig．2）ものである．これにはAlternating  

Schwarz法1）と呼ばれるものがある．本報ではSchwarz  

法に関して，飛躍的にその計算量を減らすことのできる  

アルゴリズムを提案する．そして同じアルゴリズムが非  

圧縮流の連続の式の取り扱いにも有効であることを示す．  

2．Altermating5khwarE法  

AlternatingSchwarz法は楕円型境界値問題の解の存  

在証明のための理論的ツー）L／としてH．A．Schwarzに  

よって導入された．最初にスペクトル法に導入したのは  

Morchoisneで非圧縮N－S方程式の計算を行った．それ  

以降の流体計算例はあまりない6）．   

簡単化のため2次元の楕円型境界値問題，さらに簡単  

化して以下のような正方領域での非同次Helmholtz方程  

式を考える．しかしこの議論は一般の2階楕円型境界値  

問題で成り立つ．  

△鋸＋1〝＝′ in Q  （1）  

〟＝0  0n∂n  （2）  

ただしn＝（－1，1）×（－1，1）．ここでQをFig．2の  

ように分割する．ただし－1＜α＜β＜1でr±＝∂n±－  

∂nである．自由現′を十分に滑らかとして，（2）式を満  

たす任意の関数〟0から始まる関数列（〟2乃‾1），〈〟2〃）を乃≧  

1で以下のように定義する．  

Aお餌‾1 ＋如月か1＝′   inJl＋  

誕＝0  0n∂n＋－r＋  （3）  

甜＝裾2H】丘  on r＋  

t東京大学生産技術研究所 第2部  Fig．1Atouchingdomaindecomposition  
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△甘粕＋加曹＝′  in n‾  

打＝D  on∂Q▲－r‾ （4）  

髄＝髄重か1  0n r‾  

で反復を行った．ただし∑は内部境界上格子点の和の意  

味．格子数は非分割法がNi・×n＝15×15，Alternating  

Schwarz法がNi・＋×弗＋＝凡‾×n‾＝11×15である．ま  

た△f＝10－5とした．   

Fig．4はAlternating Schwarz法で時間ステップ5000  

での速度ベクトル図である．Tablelには同ステップで  

の解析解との最大誤差を非分割法の場合もあわせて示し  

た．両方とも充分に良い結果が得られAlternating  

Schwarz法が有効であることがわかる．   

しかし，本計算の反復判定基準である£鳥≦10‾10の場合  

1ステップに約20回程度のPoisson方程式の反復計算を  

要した．非分割法と比べると計算時間は約8倍である．  

4．ScllWarZ法の一般化   

4．1 反復過程の一般化（反復の省略）  

Influence－Matrix Techniquel）（あるいはGreen－  

functionTechnique）はKleiser－Schumann法10）では連  

続の式の取り扱いに非常に有効に使われた．また領域分  

割法では，接触面での連続条件の取り扱いの簡略化のた  

めにPatching法等に組み合わされている2）．ここでは  

InfluenceLMatrix Technique；を用いるとAlternating  

Schwarz法の反復計算を省略できることを示す．我々の  

経験では，Alternating Schwarz法での反復に要する計  

算量は実用的なレベルとは言えないと考えている．   

簡単化のため1次元（Fig．5）で考える．  

このとき関数列の収束性に関して以下の誤差ノルム評価  

式で0＜烏＜1を満たす定数点が存在することが示された．   

1lα2乃－〟ll伊（n－）＋1l〟2乃‾1－〟ll伊（n＋）  

≦α乃Il〟0－〟ll伊（n－）   （5）  

ただし〝1（Q）はQの上の1位のソボレフ空間で鋸は（1），  

（2）式の解．したがって関数列は〟に収束する．   

Alternating Schwarzスペクト）L／法でも，離散解の列  

（（〝〝＋）2乃‾1〉，（（αⅣ‾）2搾）が（5）式と類似の形で収束する  

ことがモデルPoisson方程式問題で示された7）．さらにこ  

のとき1次元では離散解（（〝〟・）∞，（〟〟－）∞）は〃＋，  

Ⅳ‾が無限大で厳密解に収束することが示された．また  

収束速度に関して，Zanolliは共有領域Q＋n良一が広いほ  

ど収束が速いことを数値実験で示した1）．  

3．非圧縮N－S方程式への応用  

実際にAlternating Schwarz法を非圧縮N－S方程式  

の解析に用いた計算例を示す．なお連続の式の取り扱い  

は文献8）のもの，スキームも同様．   

計算モデルは2次元非定常非圧縮N－S方程式の以下  

の厳密解9）である．  

祝（ズ，ツ，′）＝－CO∬・ざgク砂・g‾2f  

γ（∬，ツ，オ）＝威服・CO即・β‾2f  （6）   

エ（〝）＝′  in n  

u＝狗（isgiven） on∂n  
♪（∬，ツ，オ）＝－1／4（cβg2ズ＋cos2ッ）β‾4f   

ただし計算領域は（0，方）×（0，方）（Fig．3）．数値実験の  

際，速度と圧力の初期値1速度の境界値は（6）式から与え，  

共有領域は（0．457r，0．553T）×（0，方）とした．Schwarz法  

の反復計算の過程で，   

£鳥＝（∑（が山一〟烏）2）1′2）／（ルー2）  （7）  

を反復残差として定義し，各時間ステップでe鳥≦10‾10ま  

（8）  

ただしQ＝（－1，1），エは線形の微分オペレータ．この  

間題を直接解かず以下の6つの問題を解く．  

エ（〝′ざ）＝′ in nfブ＝1，2  
（9）  

On ∂ni  

「・  

凡■  叶  

〟r  臆   ち  
〃 事l れ 一口n  

J忠一l  ∫＝■  i＝〝  

Ftg，2 Aoverl耶由唱d血Ⅶ血  
曲面叩頭ti凸n  

よ＝】   ∬＝0    ズ＝0．45Jエ＝0．55汀  
J＼∫．  

Fig．3 Adomain  
decompositionforeg．（6）  
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in∫】∫  

On ri  

On∂払－rf  

in払  

On rど  

On∂Qど－r∫  

TablelMaximumerrorafter5000steps  

g＝1，2 （10）  
OnedomaiII  Schwarz  

．m舐．巳汀．u／m8Ⅹ．u  2．605（6）  2．190（7）  

max．巳汀．Ⅴ／皿且Ⅹ．V  2．613（6）  2．309（7）  
f＝1，2 （11）  

注）（乃）は×10‾乃  

ただしr∫＝∂払－∂Q．このとき求めるべき（8）式の  

Alternating Schwarz手順で定義される関数列は次式で  

一般化される．   

〟＝（㌶≡；三：≡；二：：≡F：≡二；：…：≡三 
（12）  

ただしα1＝〝2乃‾1（β）のとき〟1＝以2乃で俄も同様．今αfを未  

定係数と考える．ここで収束関数の状態を示す以下の連  

立方程式（艮愈肋ⅣZα偶成施用），   

■：∴‾ご  
－  

を解くことで未定係数吼を定めれば反復を省略できる．  

ちなみにPatching法にInfluence－Matrix Techniqueを  

用いる場合は，Schwarz法での連続条件（13）式の代わり  

にPatchingConditionを表す連立方程式を解く．それ以  

外のGreen関数を求める手順はまったく同じである．こ  

のようにInfluencerMatrix Techniqueを用いた場合の  

Schwarz法とPatching法の実際の手順がきわめて類似  

であることが後で重要となる．  

4．2 連続条件の一般化   

次に以下の1次元モデ）t／でSchwarz法の精度を調べた．  

われなければならないこどちらにしても実用上次の一般  

化が有効である．今Schwarz法を－1＜α≦β＜1で定義  

する．この占きα＜Pで通常のSchwarz法の連続条件を，  

α＝βでPatching Conditionを用いるものとする．  

InfluenceLMatrixTechniqueを用いた場合，一般化され  

たSchwarz法の定義内で同じ計算手順となる．  

4．3 非圧縮N－S方程式への応用の一般化   

前述のようにInfluence－MatriⅩTechniqueは連続の  

式の取り扱いにもきわめて有効である．Schwarz法の連  

続条件のためにこの技法を導入したので，同時に連続の  

式も扱えば大変効率が良い．簡単化のため2次元正方領  

域を〃×Ⅳの格子で解析するとする．解くべき運動方程  

式は、   

包 
＋一＝薫  

∂f  ∂れ  

ただし、  

∂2伽i ∂的   
ダi＝リ‾一喝‾  

∈晦2  ∈晦  

（16）  

（17）  

文献8）のアルゴリズムでは薫は陽解法で扱われ、このと  

き次の時刻の速度と圧力は以下のようになる．  

エア＝β＋風鞠＋昂勅  （18）  

〟＝吼p，p＝G♂  （19）  

ただし〃，pは領域内部の格子点上の速度を1列に並べた  

（Ⅳ－2）2次元ベクトル、pは全領域の圧力のⅣ2次元ベク  

トル、恥，勒は境界格子点上の速度の4（〃－1）次元ベク  

トルである．ここでは角点間題は触れない．またん β，  

β，Gは微分オペレータを反映する行列で具体的な型は  

アルゴリズムによる．各行列の大きさはそれぞれjV2×  

」V2，Ⅳ2×。Ⅳ2，」V2×4（Ⅳ－1），（」Ⅴ－2）2×．Ⅳ2で文献8）  

を参照．4（Ⅳ－1）次元の基本ベクトルを均とすると（18）  

式の解は次のようにGreen関数表現できる．   

△〟＝－4方2ざg搾（2戒）＋〆  

〟＝β‾1when ズ＝－1  

〝＝♂1 when ズ＝ 1  

（14）  

このとき厳密解αは，  

〝＝∫g乃（2刀光）＋β方  （15）  

計算結果をTable2に示す．ここでは格子数Nの非分割  

法の解と格子数凡＝∧ち＝〃／2の領域分割法の解を比較  

した．またSchwarz法では－α＝β＝0．1，Patching法で  

はα＝P＝0とした．表からわかるようにSchwarz法はス  

ペクトル精度を持っている7）．ここで注目すべきは  

Schwarz法とPatching法との比較である．この数値実験  

では一般にPatching法のほうが精度が良い．直観的に  

は，α，Pが近づいたときSchwarz法の離散解はPatching  

法の離散解に漸近するであろう（Table3）．また，α，  

βが離れてたとえば－α＝β＝1のとき明らかにSchwar－  

z法の解は〃／2の格子数の非分割法の解である．した  

がって，この間のβ－αでSchwarz法の誤差が単調に変化  

する場合はSchwarz法はPatching法よりも劣る．逆にこ  

の間で誤差に最小値が存在すればSchwarz法の方が精  

度が良い．このようなことは，関数解析的手法で取り扱  

♪＝〆＋∑刺通車1＋∑f即わ♂如1  

ただし、   

〆＝エ‾1ヱ）   

〆む1＝エ‾1昆抱   

p8ひ1＝エ‾1昂凧  

（20）  

ここで〟♭んぴゐfは〟ゎ〝ぁの1成分．一般に境界条件叫け仇は既  

知であるが領域分割法では小領域の境界が計算領域内部  

となる場合があり、恥，勒の成分中に未知のものが存在  
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Table2 計算モデ）t／でのMaximumerror  

N2nd，Order4th‾Order 
finite－  finite－  

慧慧器蓋藍還c浩霊）             diference diference  
＿軌  

8 2．366（1）  3．352（1） 3．495（2） 2．903（1） 1．515（1）（1．442（2））  

12 8．497（2） 7．524（2） 1．333（4） 8．914（3） 4．4〉12（3）（2．701（5））  

16 5．375（2）  2．178（2） 2．147（7） 8．813（4） 1．230（4）（2．196（8））  

20 3．238（2）  8．202（3） 1．754（9） 8．720（6）  2．403（6）（8．318（12））  

40 8．3飢（3）  3．315（4） 3．844（10） 3．866（9）  5．644（7）（5．289（13））  

凡．的  ∧ち一Ⅳ2  

上＝－1  ∫＝■ ∫言β  ∬＝1   

Fig．5 Aonerdimensional  
domaindecomposition  

注）（乃）は×10‾刀   

Table3 計算モデルでの共有領域β－αの影響  

Patd血g・  －α＝β＝  0．01 0．02  0．05   0．1  0．2   0．3   0．5  1・0   

Maximum  
Error   2．棚引6）   2．66（6）4．38（6）8．98（6）8．72（6）7．93（5）1．亭0（4）ユ・39倒 2・37（3）   

注）．Ⅳ＝20，（乃）は×10‾几  

する．SchwarzまたはPatchingConditionを適用するこ  

とでこの成分を求めることになる．以下にFig．2のよう  

な状況でSchwarz法を適用した場合の未知成分の連立  

式の作り方の一部を示しておく．ただし領域Q＋，n‾とも  

Ⅳ×Ⅳの格子を用いたとした．またp（あるいは〟，p）は  

領域での分布を示すベクトルであり、これから（ちツ）の  

位置の物理量♪の値を抽出する行為を、   

♪＝F（凡‥ちユ）  （24）  

と記号化する．さらにαム±，晦±の中でr±上の値は1から  

〃－2成分までに配列されているとする．  

4（」Ⅴ－1）  4（〃－1）   

ダ（G√1（〆十＋∑uむ＋1〆帥1＋∑Ⅴム＋1〆む十．），β，ツj）               f＝」Ⅴ－1     ざ＝入ト1  
Ⅳ一2  

＋∑F（〟b十どGぴ‾1〆叛＋ゎβ，乃）      g＝1  

きる．つまりInfluence－MatrixTechniqueはこのような  

領域分割法でこそ本当に有効であると思われる．そして  

一般化されたSchwarz法では，安定的に精度の高いPat－  

ching Conditionを連続条件として採用ずることを推賞  

するものとする（限定2）．このとき限定1，2を重視す  

ることで格子生成が困難になるときには，限定2を緩め  

て本来のSchwarz法を用いることで自由に領域を重ね  

て格子の配置を調節することができる．  

（1990年10月30日受理）  
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＋∑ダ（〝ム＋fGむ‾1〆ひ＋ゎβ，動）＝〟b‾ブ   
f＝1  

（25）  

4．4 ま   と  め   

オリジナルのKleiserrSchumann法は1つの非一様な  

方向を持つ．一般に非一様な方向が2以上の場合Green  

関数を保存するために必要な記憶容量は相当大きい．そ  

のためこのような場合には連続の式の取り扱いにInflu－  

ence－MatriⅩTechniqueを用いることは好ましいとは  

思われなかった．しかしこの研究のような領域分割法を  

用いた場合，各小領域の格子数を同じに限定（限定1）  

すれば同じGreen関数を全ての小領域に用いることがで  
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