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流れ場の基礎方程式であるNavier-Stokes方程式を差分法によって解く場合,対流項に対する

近似方法が解に大きな影響を及ぼすことが知られている.本報では各種対流項差分スキームの

導出および打ち切り誤差の評価を行った後,2次元正方キャビティ内流れについて数値計算を

行い,対流項差分スキームの流れ場予測結果に及ぼす影響について示す.

1.は じ め に

流れ場の支配方程式であるNavier-Stokes方程式

(N-S方程式)によりRe数の高い流れ場の差分法による

数値計算 を行 う際には対流項の取 り扱いが問題 とな

る1)･2).高Re数流れ場の数値計算において対流項に対し

中心差分近似を用いると空間的な振動を起こし不安定な

解 となりやすいことが知られている.一方,対流項に対

して風上差分を用いると安定な解が得られるのでしばし

ば用いられる.しかし風上差分を用いることはその打ち

切 り誤差により解の挙動を変化させてしまう危険性 も含

んでいる.風上差分を用いるにあたってはその性質およ

び解の挙動の傾向を十分に知る必要がある3).

本報では各種差分近似の導出および打ち切 り誤差の検

討を行うとともに,2次元正方キャビティ内流れ4)･5)につ

いて数値計算を行い,各種対流項差分の比較,検討を行

う.

2.差分近似式の導出

2.1 中心差分近似式

各階微分の差分近似式は離散点におけるTaylor展開

によって導出できる.Taylor展開による導出の利点とし

ては,差分の打ち切 り誤差の評価ができることがあげら

れる.

被微分量串の離散点を図 1のようにとる.i点まわりの

Taylor展開を用いた簡単な計算により以下の中心差分

近似式が得られる6).
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ここで,式(1),(3)は2次精度,式(2)は4次精度の

i点における1階微分に対する差分近似式となる.
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図1 卓の定義点



1 0    4 0巻 1号 ( 1 9 8 8 1 )

等|′≒
(5)

=φ̀″一乱φが0。″―…

―
智 φがつ。力

″-2_…

(π≧6,even)

式 (4)は 2次精度,式(5)は 4次 精度のグ点における2階

微分に対する差分近似式となる.

3階微分 :
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式(6)は 2次精度のグ点における3階微分に対する差分

近似式となる。

4階微分 :
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式(7)は 2次精度のグ点における4階微分に対する差分

近似式となる。

次に,コ ントロールボリューム法における離散化のた

めに, コントロールボリューム界面(グ+1/2)における補

間あるいは微分に対する差分近似式についても,先 と同

様,Taylor展開により求めておく。

補間 :
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式(8)は 2次精度,式 (9)は 4次精度のグ+1/2における

補間近似式である.グ+1/2点 における差分近似式は次の

ようになる。

1階微分 :
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式(10)は2次精度のグ+1/2点における差分近似式となる.
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式(11)は2次精度のグ+1/2点 における差分近似式となる。

3階微分 :
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式(12)は2次精度のグ+1/2点 における差分近似式となる。

2.2 対 流項に対する風上差分

一般に,微 分方程式を離散化して得られた次の線形代

数式

4。√=√

において,マ トリックススの対角成分(差分近似式中のφ′

の係数に相当)が 正で値が大きい場合,解 は安定となる

ことが知られている。 こ れまでの中心差分近似では,奇

数階微分の差分近似式のφ,の係数は0と なるので, 1階

微分からなる対流項の中心差分近似式は,そ れのみでは

不安定となる。同様に対流項の卓越する流れ (高Re数)

は,中 心差分近似のみでは不安定となることが予想され

る。高Re数流れ場の安定化対策として,1階 微分の中心

差分式に数値粘性として偶数階微分の差分近似へ適当な

係数をかけたものを加え,対 流項の差分近似式とするこ

とが考えられる。 こ れが風上差分となる。以下に各種風

上差分式を列挙する。

1次精度風上差分 :

θC雰|`≒一ιl五十デ務贄
三立
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2階微分 :
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式(13)は式 (1)と 式 (4)の組み合わせにより構成され,

2階微分の数値粘性を用いたものである。α=1の とき

には片側 2点差分となる。

2次精度風上差分 :

ε
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表 1 計 算例

( 1 4 )

=―̀。(式(3))一β。|`卜ぞ。(式(7))

{(1二::資量意)
式(14)は式(3)と式(7)の組み合わせにより構成され,

4階微分の数値粘性を用いたものである。β=1の とき

には片側 3点差分となる。

3次精度風上差分 :

`留|′≒θ

γ
。
| `・
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式(15)は式(2)と式(7)の組み合わせにより構成され,

4階微分の数値粘性を用いたものである。γ=1の とき

には4点差分となる。

コントロールボリューム法を用いた離散化法において

も風上化差分を構成することができる。まず,対 流項に

ついてセルの界面 (グ+1/2)お よび (グー1/2)点の値によ

り次のように離散化する。

一響|`‐       は 0

=―((οφ)′十:メιφ)③
・力2+…

+場 αφ)⑦。( ` )″
1 +…・}  (π ≧3 )

コントロールボリューム法での風上化は,(εφ)汗ν2 ,

(“)■V2の補間値を求める際に数値粘性を加えるもので

ある。

1次風上差分 :
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   い の

CASE 称名 考備

CASE l

CASE 2

CASE 3

CASE 4

CASE 5

CASE 6

CASE 7

CASE 8

CASE 9

2次中心

1次風上

2次風上

4次 中心

3次風上 (UTOPIA)

3次風上 (K‐K)

2次 中心 (保存)

1次風上

QUICK

式

式

式

式

式

式

式

式

式

13),α=0

13),α=1

14),β=1

15), γ=0

15), γ=1

15), γ=3

16),(17), ξ=0

16),(17), ξ=1

16),(18), η=1

図 2 2次 元正方キャビティ内の流れ
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(b)CASE 2
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(f)CASE 6
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(h)CASE 8

(i)CASE9
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3.2次 元正方キャビティ内流れの数値解析

3.1 計 算対象および計算手法

計算対象は図 2に 示す 2次元正方キャビティ内の流れ

である。これは 1辺が一定速度aで 動く移動壁で他辺が

静止壁とする正方キャビティ内の流れ場である。移動壁

の運動と流体の粘性によリキャビティ内の流体が渦を起

こす。上記流れ場について2次元非圧縮性NS方 程式を

用い,各 Re数 に対する数値解を求める。ここでRe数 は移

動壁速度眺,正方キャビティの
一辺の長さ″,および流体

-06
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の動粘性係数υにより定義し,Re=眺 グ/υとなる.計算手

法としてはNS方 程式を時間に関して1次の陽解法,空

間に関して対流項以外を2次精度中心差分,対 流項を各

種スキーム (表1参照)で 離散化し,タ イム。マーチン

グ法により解く。また連続の式とのカップリングには速

度圧力同時緩和のHSMACス キームを用いる。.差 分格

子にはスタガード・メッシュを用いている。同時緩和計

算の打ち切り条件として次を用いる。

MAX″(離)<1/100
時間きざみ幅としては1/200を基準として用いた。ただし

中心差分で発散した例については一部1/400を用いた。2

次元正方キャビティ内格子分害J数は50×50にとる。なお,

計算の打ち切 り条件 としては,無 次元時間7(=′ 。既/

″)=100に おいて計算を終了し,そ の時点での結果を比

-06    00

(C)CASE

-06

00

(b)CASE 2

0 0

(e)CASE 5

0 0

0 0

(h)CASE 8

図 4 速 度分布
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( b ) R e = 5 0 0(a)Re=100

Y  CASE 9
2  CASE 8
文  CASE 7
・  CASE 6
。  CASE 5
×  CASE 4
・  CASE 3
・  CASE 2
o  CASE l
M E S H〔5 0×5 0〕

(d)Re=3200

較する.途 中経過との比較によリ
ー部の例を除いて計算

結果はほぼ収束したとみられる。

3.2 流 線による上ヒ較

図 3(a)～ (i)に ,今 回行った数値計算例の流線図を

示す。流線は壁面と1次渦の中心点の流れ関数値をおの

おの 0お よび 1と し,50等 分ごとの等高線で示される。

Re=100,500,1000に おいて,各 CASEと もRe数 が高

くなるにつれて 1次渦の中心がキャビティ右上方より中

心に近づくようすが見られる.同 時に左右下角の臨界流

線 (流れ関数ψ=0の 等高線)の囲む領域が広 くなり2次

渦の発達を示している。流線を見るかざりでは各対流項

スキームによる大きな違いは見られない.

Re=3200に おいて,各 CASEと もに2次 渦の発達する

ようすが見られる.特 に左上角のそれが特徴的である。

ただし, 1次 風上系のCASE l, 8で は左上角の 2次 渦

の発達は見られず, 2階 微分誤差項による数値粘性の影

響が現れてきたものと思われる。またCASE 3で は左右

下角の臨界流線の合体が見られ,よ り高Re数 における非

定常渦の前兆と見られる。

Re=5000,10000の 高Re数 においては,中 心差分系

CASE l, 4, 7お よび高次風上系CASE 5, 9で , 2

次渦もしくは3次渦のさらに発達するようすが見られる。

またここで特徴的なのはCASE 3お よびCASE 6で あ

る。 こ れらの例では,右 上に新たなる1次渦の発生して

いるようすが見られる。この2例 についてのみ,7=100

の打ち切 り時点においても渦が時間的に変動している。

なお,こ の 2例 で共通なことはスキ
ームの安定化のため

14

にカロえた4階微分の係数が同じことである。よって,こ

こでの挙動は4階微分誤差項の高Re数 における挙動の

特徴を示しているものとも考えられる.

3.3 各 対流項スキームにおけるRe数の影響

図4(a)～ (i)に,キ ャビティの夕方向中心線上での

各Re数における速度分布を,それぞれの対流項差分につ

いて示す。

中心差分系CASE l,4,7に おいては,Re数 が高く

なるにつれて速度のピークの位置が下壁面に近づくよう

すが見られる.同 時に下壁面における速度勾配も大きく

なっている。上壁面近傍では高Re数における不連続な速

度分布が見られる。また,CASE 4,Re=10000で は空

間的数値振動を起こしているようすが見てとれる。

これに対して1次風上系CASE 2, 8で は,上 壁面近

傍における不連続な速度分布は見られず滑らかなものと

なっている。下壁面の速度勾配についてみると,CASE

8で は中心差分系と同様の傾向が見られるが,CASE 2

ではこれと異なり,同時に高Re数 における速度のピーク

位置の変化はほとんど見られない。これらにより高Re数

における数値粘性の影響はCASE 8よ りもCASE 2の

ほうが大きいことがわかる。

CASE 3の 2次風上差分ではRe数の上昇に伴い先に

述べた高Re数での非定常的な渦の分布へと移るようす

が見られる.

高次風上系CASE 5,6,9で は,CASE 6で の高Re

数の場合を除いて中心差分系の速度分布に近いことがわ

かる。また上壁面近傍で高Re数 における不連続な速度分

(e)Re=5000

図 5 速 度分布
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布が見られるものの,空 間的な数値振動は起こしていな

3.4 各 Re数 における対流項差分の影響

図 5(a)～ (f)に ,キ ャビティの夕方向中心線上での

各対流項差分による速度分布を,それぞれのRe数 につい

て示す。

Re=100に おいて各CASEの 速度分布はほぼ
一致し,

風上化による違いの見られないことがわかる。しかし

Re=500,1000に おいてすでに 1次風上系CASE lと 8

は上壁面と下壁面近傍で他との違いが見られ, 1次 風上

差分の数値粘性の影響の大きいことを示している。

Re=3200, 5000, 10000に おいては, CASE 3お よび

CASE 6の 挙動が目立つ。また速度分布のピ
ーク値は

GゝSE 4と 9が他よりも大きく両者は速度分布形状 も

似ている。ただしCASE 4に ついては,Re=10000の 上

壁面近傍での空間的数値振動が見られる。

4.ま   と   め

2次元正方キャビティ内の流れについて差分格子数を

50×50に統一し,各 種対流項差分スキ
ームを用いて数値

生 産 研 究  1 5

計算を行つた。その結果, 2階 微分の数値誤差項を持つ

1次風上系差分CASE 2, 8は ,Re=500に おいてすで

に数値粘性の影響が流れ場に及ぶこと, 4階 微分の数値

誤差を持ちまたその係数が等しい0ヽ E3,6は 高Re数

における流れ場の挙動が似ていること,風 上差分CASE

9は ,高Re数 においても4次 中心差分CASE 4に 近い速

度分布を示すこと,等 が明らかになった。

なお,本 研究は東大生研FACOM VP-100シ ステムを

用いて実行されたことを付記する.

(1987年10月22日受理)
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