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1. は じ め に

2つの結晶間の方位関係を議論するとき,｢∑5の方位
関係に近い｣などという表現がよく使われる.これは2つ

の方位関係 01,02の間に "距離〝の概念を導入してい

るのにほかならない.しかし,この "距離〝は現在のと

ころ数学的に不明僚な意味でしか使われていない.

本稿は,2つの方位関係の間の"距離〝を厳密に定義し

ようとするものである.

ところが,結晶が対称性を持つ場合,少々やっかいな

問題を生ずる.つまり,結晶の対称性から等価な表現を

生じ,これらすべてを含む部分集合に対して1つの方位

関係が対応する.したがって,2つの方位関係を議論する

ことは,2つの集合の関係を議論することであり,幾何学

的イメージはかなり希薄なものとなる.

この空間に (距離)位相を導入することは,空間の幾

何学的イメージを描きやすくすることである.さらに,

幾何学的に便利なように "距離〝を定義しておけば,実

用的にも十分使える概念になると期待される.

2.方位関係の "距離"の概念

2つの結晶の方位関係を記述することを考える.

2つの結晶に適当な右手系の直交座標系を定め,基底

変換の行列 Tを与えると,2つの結晶の方位関係は定ま

る.〔ここで,方位関係を表す行列 Tは正格直交行列に

なる〕

立方晶の場合,直交座標を〔100),〔010〕,〔001〕軸に

とっておくのが便利である.

次に2つの方位関係が近いとはどういうことかを考え

る.

2つの方位関係 01,02を考え,それぞれの方位関係を

表す行列をT,T′とする.このとき

TとT′

つまり

TLIT'2 7 (単位行列)
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表1 軸の入れ換えを表現する行列と4元数

のとき,方位関係 0.と02が近いと考えるのが自然で

ある.〔これを,"距離1〝の定義とよんでおく〕

ところで,立方晶の場合,結晶の対称性からそれぞれ

の軸は等価であり,行列表現に任意性が生じてくる.こ

の任意性は24通り存在し,方位関係を表すとき,それぞ

れの結晶の任意性から242個の等価な表現を生じる.

つまり,TとEiTE,･は表現は異なっていても,同一の

方位関係を示す.〔EL･(1≦i≦24)は表 1参照〕したがって

ヨテ:Tの等価な表現(i.e.ダニ∃Ez･T∃E,)

∃戸′:T'の等価な表現(i.e.ヂ'-∃EhT′∃Et)

TとT' (3)

のとき,2つの方位関係は近いと考えねばならない.

〔これを,"距離2〝の定義とよんでおく〕

ここで注意すべきことは,"距離2〝の定義は方位関係

について2つの結晶に向きを考えていることである.と

ころが,結晶1から2への変換が TであることとT~1

であることは同じものと考えねばならない.したがって

∃f:TまたはT-1の等価な表現

ヨテ′:T′または T′-1の等価な表現

TとT′ (4)

のとき,2つの方位関係は近いと考えねばならない.〔こ

れを,"距離3〝の定義とよんでおく〕

以上,3つの距離を考えたが,"距離1〝から"距離3〟
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になるにつれて広義の解釈になる。通常よく使われてい

るのは｀距離3″の意味においてであるが,場 合に応じて

使い分ける必要がある。

3.Ⅱ amiltonの4元数と同形定理

【31】 3次 元の回転 (3次特殊直交群)

2.において,方 位関係を表現するのに直交行列を用い

たが,さ らに,こ の直交行列を適当なパラメータで表現

しておくのが便利である。

直交行列のなかで,純 粋に回転のみを表す行列,つ ま

り

グο′7=1                 (5)

なる行列を正格直交行列といい,こ れの集合

SO(3)={rl″ ′r=1 7:直 交行列}  (6)

を,〔3次〕特殊直交群という。

SO(3)の任意の要素 rに 対して,適当なα=(αO,αl,

α2,α3)〔+θ〕が存在して

か=万戸巧:≒π再ァ|:|:I:IT∫i
lill[i:「l ilitlitま|   (7)
●囁整バリ瑾堆Hl
つ。つまり

( 4。, 4 1 ,α2 ,α3 )→ r

なら     '

鮨α。,ααl,α`2,“ 3)~→ r  ∀ α+0  (9)

となる。

【3-2】 Ⅱ amiltonの 4元数

直交行列の積について考えるとき,3-1で 述べた

Euler‐01inde‐RodriguesのパラメータをHamiltonの 4

元数で考えておくのが便利である:

4元数の定義を述べると,4つ の実数の順序組 (α,ι,

ε,の に対して

和 : (α,ι,α グ) + (α
′
,み
′
, c′,グ
′
)

=(α+α
′
, わ+ι
′
, ο+ο
′
, ″+″
′
)     (10)

スカラー倍 :α(α,ι, c ,グ )

=(“ ,あ ,“ ,″ )   ( l D

積 :(ιz, ら, て,, ι′) (ιγ
′
, ι
′
, て,′ιノ
′
)

= (αα
′―ろι
′―εε
′―″グ
′
,

αι
′
+ι〆一グε

′
+ε″
′
,

αご十εα
′一わグ
′
+グι
′
,

″〆十グα
′二ει
′
+わε
′
)           ( 1 2 )

とすると,この集合″は体になる.これを,Hami■on

の4元数体という2なまた,″ の要素α=(α,ろ,ο,グ)

α
′=(α ′,ι

′
,c′,″
′
,)に 対して,共 役元

Cα
を

Cα=(α, 一ι, 一ο, 一グ)

で,長 さ lαlを

睦|=(α2+ι2+。2+グ2)=

内積 (α,α
′
)を

(α,〆)=αα
′
+みら
′
+Oε
′
+グ″
′

で定義しておくと
C(pα
)=Cαつ

I Cαl = lαl

lpJ=|′1回 (Eulerの恒等式)

(pα,r)=(α,つr)

(pα,r)=(p,rCα )

等の公式が成り立つ。

″から零元を除いた集合を
#″=綺 C Ilαキ0}

とすると,群 になる。 これを4元数群という。

さらに,#″ の中で長さが 1である要素の部分集合

″={αC#″|lαl=1} (22)

も群になる。[群であることは(17)(18)より示される]こ

れを,単 位4元数群といい,#″ の部分群である。

以上の定義をしておくと直交行列の積に関して便利な

定理が成り立つ。

【3- 3】 同 型 定 理

(7)の Euler‐01inde‐Rodriguesのパラメータを″の

要素に限定すると

士α=士 (α。,αl,42,43)         (23)

の2価になる。したがって,(十 )と(―)の符号の区別を

しないと,(7)の 対応によりSO(3)と ′ は1対 1対応

する。

この符号を区別しないことは数学的には以下のように

表現される。

″上の同値関係
″
イを

piα⇔ (P,α)=± 1          (24)

と定義しておき,α の同値類を

くα〉豊{pC」ぼlprα)={α, 二α}          (25)

と書くと約束しておく。このとき,直交行列 rと 同値類

くα〉は1対1対応する。

また,類 く′〉とくα〉の積くp〉くα〉を

くp〉Dヨp′ くα〉D]α
′

に対して

r′= P′α
′ ∃くr〉D r′

とすると

くr〉=くp〉くα〉                      (25)

と定義しておく。同値関係
″
l″の意味から,(25)の定義は

( 1 5 )

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)
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代表元 p′,α
′
のとり方によらず,くr〉は一意的に定まる。    2。 で 3つ の意味の距離を考えたが,こ れを数学的に表

したがって,(25)は                     現 する.

くp〉くα〉=くpα〉              (26)    ヽ 距離 1″については,2つ の直交行列 rl,ん に関し

と書いてもよい。                    て

以上の定義をしておくと,次 の定理が成り立つ。        71← →くp〉  %← →くα〉        (32)

71-く αl〉  %← →くの〉               と すると

なら 『1%← →く91〉〈⑫〉=く魚の〉     (27)    く p〉D∃p′ くα〉Dヨα
′

これを,「同型定理」
3)0とぃぃ,1対 1対応することから,   に 対して

[全単射(7)により]乗 法に関してSO(3)と ′ は同じ     ″ 1(くp〉,くα〉)={1-(p′,α
′
)2),       (33)

構造を持つ。つまり,直 交行列の積は 4元数の積におき   と 定義する。[(33)が
｀
距離
″
の定義を満足することは,

かえて議論できる。                   ｀ Schwa彰 の不等式`を使って証明できる]1対 1対応す

この定理を使うことにより,以 下の
｀
距離
″
の定義で   る ことから,(33)は rlと し の距離を考えてょい。

は,こ の4元数表示が中心的役割りをはたす。        (33)か ら明らかなように,代 表元p′,α
′
のとり方に依

存しないため,(33)は
4 .距 離 空 間

グ1(くp〉,くα〉)=(1-(p,α )2}:           (34)

【4-1】 位相空間                    と 書き直してもよい。

方位関係を表す集合は直感的には把握しにくい空間で    (34)の 意味は

ある。しかし,こ の空間に位相を導入すると,か なり幾     r2γ                   (35)

何学的イメージがはっきりしてくる。            の とき,pと αはほとんど平行になるため

問題は,い かに数学的にも実用的にも便利な位相を定     (p,α )2～1                (36)

義するかである。                      と なる。 したがって,(34)からくp〉とくα〉の距離は

【4 - 2】 距 離 空 間               ″ 1 (くp〉,くα〉) 2 0         ( 3 7 )

数学的には種々の位相が定義されているがつ,こ のな   と なることを示している。

かで ｀距離位相
″
は,一 般に使っている

｀
距離
″
と一致    ま た,こ の定義は別の形でも表せ

した概念である。                      A=つ α                (38)
｀
距離
″
の定義を述べると,                 r2=PCC                 (39)

集合 Xの 直積 X× Xか ら実数への写像″が定義さ    r3=Cα ρ               (40)

れ                           r4=α つ                (41)

(a)グ(″,y)≧0 ∀″,iVクCX      (28)  と すると,rl,れ,r3,r4の第1成分ス1),ス2),ス3),ス4)は

特にグ(″,y)=Oo″ =y       (29)  す べて(P,α)に等しいため

(b)グ(y,″)=グ(″,y)∀″ぅ∀yCX  I(30)     涜 (くp〉,くα〉)三(1_ス′)2), 1≦グ≦4    (42)
(C)パ ″,y)+グ (y,2)≧グ(″:を) ●         と も書くことができる。
V″,Vy,Vz「 X       .  (31)  【 5-2】 ｀ 距離 1″とずれ角

を満足するとき,(X,グ )を距離空間という。         従 来,直交行列 Tl,ちが近いということを表現するの

この定義は                      に 71と ん の
｀
ずれ角
″
がよく使われた。

(a)距離は負にならない。特に距離が0の とき2点は    ず れ角∠θとは
一致する。                        f=ι ■2               (43)

(b)″のクに対する距離は,yの ″に対する距離に等   と すると,Fの 回転角,つ まり

しい。                                       ∠ θ=cOs~1[{ノ″(f~)-1}/2]            (44)

(C)2辺の和は他の1辺より大きい。[三角不等式]   で ある。ただし,′″はトレースを表し,cos~1の値域はЮ,

を表現しているにすぎない。               π ]とする。

5。において,2.で述べた3つの距離ついて, 距`離
″の     ま た,∠θは驚し,`a rl,窮rlの回転角でもあ

定義を満足するように,距離1,2,3を 定める。       る .rlと 2が 近いときには,∠θは0に近い。

このずれ角∠θと5-1で定義した距離グ1の間には簡
5.方 位関係の

｀
距離
″の定義

単な関係が成り立ち

【51】 ｀ 距離1″の定義                  ri← →くp〉 %← →くα〉

| ‖|‖| |‖| | | ‖| | | | ‖‖| |‖| | | | ‖‖‖‖H‖‖‖‖‖I‖| | |‖I l‖‖‖| | | | ‖|‖‖‖‖‖‖I‖‖‖‖‖|‖‖1 1 1‖‖I I I‖| |‖H‖‖‖|‖| | | | | ‖‖| | |‖‖| | | | | ‖| | | ‖|‖‖| l l‖|‖‖‖I l l l ‖‖‖‖‖|‖‖‖
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【5-4】 ｀ 距離 3″の定義
｀
距離 2″を定義しておくと,｀距離 3″への拡張は容

易である。

″ 上の同値関係をさらに拡張して

ptα⇔ p=± ∃θ沼ヨθ′

またはp=± ヨθ′
Cα∃0メ       (54)

と定義し,α の同値類を

{α)={p C Ilρ=α}={(α),(Cα)}          (55)

と書くと約束する。

このとき, 距`離3″は

涜({p),{α})=%グπ{あ((p),(α))

あ((つ),(α)),あ((p),(Cα)),あ((争),(Cα))) (56)

と定義できる。

ところが

あ((7),(Cα))=あ((p),(9))        (57)

あ((p),(Cα)=あ((7),(α))       (58)

なる命題が成り立つため,(51)は

グ3({p},{α})=πグπ{あ((p),(α)),あ((p),(Cα))}

(59)

と書いてよい。

以上で,｀距離 1″から
｀
距離 3″は全て定義された。

6.  ま   と    め

以上,方 位関係を表す集合に,3つ の同値関係

(1)表 現が等しい。

(2)等 価な表現である。

(3)等 価な表現である。または逆変換が等価である。

を考え,そ れぞれの場合について同値類の間の距離を定

義した。これは,従来使われてきた角度にかわるもので,

両者には簡単な変換式が成り立つ。

この理論は,結 晶粒界 [粒界の方位関係.特 に対応方

位からのずれ],集 合組織 [組織の分布],異 相界面の研

究のための数学的基礎を与えるものである。今後,実 際

の材料における界面分布の解析にこの表現を応用してみ

るのが課題である。      (1984年 12月 13日)
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として

∠θ=∠θ( 7 1 , a )

涜=″i (〈p〉,くα〉)

とすると

(45)

(40

∠θ=2sグπ lゴ1                     (47)

なる関係が成り立つ。特に,0°≦∠θ≦30°Ю≦″1≦0.25]の

領域において

∠θ=2グ1(γαグ)=115涜 (acroa)         (48)

なる近似式が成 り立つ。[誤差は 1%以 下である]

したがって,従 来使われてきた∠θと新しく定義した

距離 グ1の間の換算は,(47)[ま たは(48)]により簡単に

おこなえる。

【5-3】 ｀ 距離 2″の定義

立方晶の場合,結 晶の対称性から結晶軸の入れ換えに

対して方位関係は不変である。したがって,7と E`幼陽

は同一視しなければならない。

これを,4元 数で表すと

E,←―→くο:〉                (49)

として,くα〉とくὸαθJ〉は同一視しなければならない。

〔表 1〕

この同一視を数学的に表現する。″上の同値関係を

′γα⇔ p=± ヨο沼ヨθJ (50)

と新しく定義する。[これは,″=″の定義を拡張したもので

ある]そ して,α の同値類を

(α)={pC」 71p,α}
={〈θ′αθJ〉 (1≦ グ,ノ≦24)}         (51)

と書くと約束すると,〈α〉の等価な表現全体は(α)で示さ

オtる。

2・で述べた 距ヽ離 2″を表すと

あ(り),(α))=く/>cι電知のグ1(くp′〉,くg′〉)
=1≦
イ7夕化24グ
1(<θ′θ′〉,くθたαθι〉)     (52)

となる.これは,〈p〉とくα〉の等価な表現の中で, 距`離 1″

のもっとも短いものをとったことに相当する。

(52)の定義に従えば,244通 りの場合について調べる

ことになるが,実 際は242通りでよい。これは

あ((r),(α))=1璽′多4グI(〈θ,pθJ〉,くα〉)
=1■
忽4グ
1(くp〉,くθたαοι〉)      (53)

なる命題が成り立つためである。[この命題の証明には

{〈θ′〉}が乗法に関して閉じていることと(19),(20)を使

う]

なお,(52)が距離の定義を満足することは,(53)を使

つて示される。
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