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対応規則粒界の分岐法則

- 方位関係の新しい取扱いと宮沢の分岐別の証明-
BranchingRuleofCoincidenceRelatedGrainBoundaries

-NewTreatmentofOrientationRelationships-
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1. は じ め に

粒界は2次元的ではあるが,その構造を指定するため

には,粒界を構成する2つの結晶粒の方位関係と面を与

えねばならず,数学的取扱いはかなりやっかいである.

しかし,粒界上の原子の配列の幾何学から粒界の基本的

性質のいくつかは定性的に説明されるため,この指針に

従った粒界設計 ･制御の可能性が開けている.また,方

位関係に関する法則を考えてみることは理解しやすいと

いう観点からも粒界へのアプローチの第 1近似として十

分価値がある.

対応粒界は数学的には一般粒界の特別な場合と考えら

れれるが,現実の多結晶材料でしばしば観察でき,対応

格子点とか∑一値といった概念がこれらの説明に使わ

れる.

従来,対応粒界理論は行列を使ってのみ議論されてき

たため,非常に見通しの悪い面も多かった.このため新

しい幾何学の構築が必要である｡本稿ではこのような面

を補う理論を提案し,対応粒界で多結晶を構成する場合

に満足せねばならぬ式 〔宮沢の分岐則1)]を証明する,

2. Cayley g &

【2-1 2つの結晶粒の方位関係】

2つの結晶1,2に等価な右手系の直交座標系を設定

し,この正規直交基底をB1-(宕(1',完 (1),読(1'),B2-(読
'2',義(2',読(2')とする.このとき,基底 B2は

B2-BIT (1)

と基底Blの線型結合で表せ,基底変換の行列 Tは正格

直交行列 〔すなわち,detT-1なる直交行列〕になる.

この行列 Tを与えると2つの結晶粒の方位関係は平行

移動の不定さを除いて決まってしまう.

ベクトル7を参照格子を結晶1,2にとって

7-i],l'J'言'Zj'く さr'J'-t=1
参照格子j

と3次元数ベクトルと同一視すると,(1)から

r(1)-T r(2) (2)

となる.この式は2つの結晶間で数ベクトルを読みかえ

る式である.

【2-2 Cayley変換】

n次元の正格直交行の集合をSO(n,R)[n次特殊直

交群],n次元の交代行列の集合をA(n,R)とする.ま

た,n次単位行列をZ,行列Aの転置行列をIAと書く

ことにする.

SO(n,R)の要素 Tに対して

X-(I-T)(I+T)rl (3)

なる行列Xが定義できるとき,XはA(n,R)の要素に

なる.逆に,A(n,R)の要素Xに対して

T-(I-X)(I+X)~1 (4)

とするとTはSO(n,R)の要素になる｡しかも,(3)と

(4)は互いに逆変換の関係にある.これをC̀ayley変換'

という.2)このことは,SO(n,R)とA(n,R)の間に1対

1対応が成り立つことを示す.

ただし,T∈SO(n,R)に対して

det(I+T)-0 (5)

なるとき,(3)が定義できないため

p(n,R)-(T∈SO(n,R)ldet(I+T)-0)

(6)

なる超平面を除いた集合 SO(n,R)＼P(n,R)と1対1

対応するといった方が厳密である.

このことは行列の要素を有理数 Qに限定した場合に

も成 り立つ｡つまり,Cayley変換によりA(n,a)と

SO(n,a)＼P(n,a)は1対 1対応する｡このことは対応

方位関係を表すときに関係する.

【2-3 3次元の場合の Cayley変換】

実際に3次元の場合に(3),(4)を計算して

x-[二Z _;x L;]
に対して

∈A(3,R) (7)
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斯J2z2機象z21
CSO(3, 2)        (8)

が対応する。(8)の行列を標準化して,回 転軸 cは

c=`(″, y, z)

回転角 θ(0≦θ<π )は

(9)

tan(0//2)=/χ2+ク2+z2          (10)

であることがわかる。ただし,回転角は回転軸に対して

右ネジの方向にとるものとする。

【24 対 応方位関係を表す行列】

対応方位関係を考える場合,2結 晶の間の変換行列 r

の各要素は有理数に限定される 〔すなわち rcSO(3,

0)〕。ところが,rCSO(3,0)で あるためCayley変換

で対応する交代行列 Xの 各要素は有理数である。したが

って,(7)の χ,y,zに 対して適当な整数π,πl,π2,″3

が存在して

す。したがって

(π, % 1 ,π2 ,π3 ) C " Z 4      ( 1 7 )

とすると,対 応方位関係を表す行列〔っまりSO(3,0)〕

は全て表現されることになる。ここで
おZ4は z4か ら零

元を除いた集合である。

なお,%=0で あることと半回転であることは必要十分

条件である。

3.Σ ―値

対応粒界を特徴づける値としてΣ―値がある。立方晶

の場合,対 応方位を表す行列 rを

r=1/N(z")Ⅳ CⅣ Z′,CZ     (18)

(N,Z"1≦ グ,ノ≦3)=1

と既約な形で表すと,Σ―値はⅣである。。(18)と(13)を

比較して,(π
2+%:十π'十π:)の部分がΣ―値に相当する

が,(13)が既約な形ではない場合が存在する。したがっ

て,(13)を

r=1/π (%″)

と略記しておいて

グ=(2, π ″ 1≦ グ, ′≦3)         (20)

とすると,最大公約数グで(π
2+π̀ 十%'十π̀ )を割ったも

のがΣ―値である。

ところが,(12)の条件をつけておくとEuclid互除法。

から

グ14                         (21)

なることが示される。ここで,″1物はπがπを害Iり切る

ことを示す。したがって,グは1,2,4のいずれかである。

実際に多,″1,%2,π3の奇偶性で場合分けをし,π π″

を4を法として調べると

Σ=(π2+π12+π'十πζ)/2α

Σ:奇数  α :0,1,2       (22)

となる。

この式から〔力″ノ〕軸まわりの回転のΣ―値は

Σ={π2+π2(ヵ2+ヵ2+′2)} / 2α

η≧0 %>0(π ,%)=1       (23)

である。[0°回転は除く]特 に, 180°回転の場合は

Σ=(た2+ヵ2+′2)/2α

α= 0 , 1

である。め

4.Hamiltonの 4元数と同形定理

【4-1 3つ 以上の結晶粒の方位関係】

結晶 1から2,結晶2か ら3への変換を 71,2と する

と結晶 1から3への変換は rlん と積で表せる。また,結

晶 1か ら2への変換を rと すると,結晶2か ら1への変

換はrlと 逆行列で表せる。(図1)このように,行列表現

(″, y, z)=(π 1/%,

と表せる。 ここで,

(π, %1, π 2, π 3)=l

π2/%, %3/π)        (11)

(12)

なる条件を付けても一般性を失わない。ただし,(πl,

22,¨…・)はπl,%2… …の最大公約数を表すものとす

る。(8)を(11)で書き換えて

嚇鵜lf笏i
2(一ππ3+πl π2)  2(π 幼+%1%3)

η2_π:十π'一π3   2(一 %a+π 2%3)

2(″幼十%3π2)%2_π:_″`十%:

( 1 3 )

となる。 (9)(10)よ りこの行列の回転軸,回 転角は

c=ι(πl, π2, π3)             (14)

tan(a7/2)=/(%争十″'十″:)/″
2       (15)

である。以下,(13)の行列表現と4つの整数パラメータ

ー(π,%1,π 2,π3)が議論の中心となる。

【25 半 回転を表わす行列】

【2-2】で超平面 P(π,2)を 除くことを注意したが,

3次元の場合は任意の軸のまわりの180°回転を除いた

ことに相当する。((10)参照 これを半回転 (half―tum)

という〕ところが,(13)において

π=0                    (16)

を許すと,こ れは(πl,π2,″3)軸まわりの180°回転を表
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図1 多結晶における行列演算 :

の多結晶における演算は,積 と逆行列をとる操作で表せ

る。 これをさきほどの4つのパラメーターで表現する.

【4 2 Hamiltonの4元数】

この場合,tHamiltonの4元数
'という概念を導入し

ておくのが便利である。定義を述べると,4つの実数の順

序組 z=(α,ι,ο,グ)に対して和・スカラ‐倍は数ベク

トルと同様に定義して,積 を

(α, ι, ε, グ)(α
′
, ι
′
, ε
′
, グ
′
)

=(αα
′一ι夕
′一οε
′―法κ

クι
′
+ια
′
+οグ
′―グσt

αε
′
+εα
′
十グι
′―ιグ:

αグ
′
+グα
′
+ιεイーοι

′
)

で定義する。4元数全体の集合を″

なる。″ から零元を除いた集合を
#″={zC″ レ十θ}           (26)

とすると群になる。 これを4元数群といい,乗 法の交換

法則の成り立たない非可換群である。

また,z=(α ,夕,ο,グ)の共役元を

グ〒(ク,  一b ,  一c ,  一グ)          ( 2 7 )

で,長 さを            ,    .

レ|=/ク
2+ι?+。2+グ2

で定義すると

Z l Z 2 = Z 2 Z l

lフ| = |″|

lzlzJ=lzlllzJ

の公式が成り立つ。(31)をEulerの恒等式という。

【4‐3●同形定理】         ..

(13)を4元数群
#〃から特殊直交群SO(&■ )、の写

像とみなし             .、     =

71

い

図2 結 晶1,23と 粒界3重線

と書くと,こ の写像は全射である。さらに,任 意の夕に

対して

r(αz)=7(z)  Vα 幸0 (33)

より,4元数のスカラー倍を無視して,zと 熊を同一視す

ると,この写像は全単射になる。〔このことはスカラ‐倍

で・IIの同値関係を定義しておくと,4元 数の類と直交

行夕Jが1対 1対応することを示す〕

4元数という概念を導入したのは以下の2つの定理が

成り[立つからである。

・ T(21)7(z2)=r(Zlz2)

(2(2))~1=7(″ )

(34)の意味することは

Zl~→ ■ Z2T→ r2な らzlz2~→r172

ということである。すなわち,直 交行列の乗法は4元数

の乗法におきかわる.これを「同形定理」°という。また,

(35)の意味することは

″→ 購 ら z一 r~1

ということであり,逆 行列をとる操作は4元数では共役

元をとることに相当する。

したがつて,【4-1】で述べた行列上の演算は全て4元

数上の演算に置き換えて議論することができる。

5.粒 界3重線上のΣ二値に関する分岐則

(宮沢の分岐則)の 証明

粒界 3重線上のΣ―値をΣl,ら,ふ それぞれの変換を

『1,2,%と する。(図2)このとき,任 意の2つのΣ
―
値の積は他の1つで割り切れ,しかもその商が平方数に

なる。

Σ′Σ′/Σ々 =グ% (′, ノ, 力:cyClic)

.み ′IΣ′ み 1島            130

c w飢 血 1

1  r l

Crysta1 2

1 T 2

CFysta1 3

1 T 3

9rySta1 4

rir'73

(25)

とすると,″ は体に

(34)

(3D

#″ Dz― → r(z)lsO(3,2)_   (32)11    こ の定理は簡単な言い換えがあり,適 当な自然数 ″1,
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″2,%3が 存在して

Σ̀ =勿 πん (′,ノ,力 :Cyclic)     (37)

であることと同値である。(36)または(37)より粒界3重

線上のΣ―値はでたらめな値がとれず,特 定の組合わせ

しか存在しない。

実際にこの式を証明すると,

7 1 %Ъ = I            ( 3 8 )

より, 7ι(1≦′≦3)を

rι=1/Σι(zり)=1/Σι Z(ι)          (39)

と既約な形で表しておくと,(38)に代入して

1/ふ ZO=1/(Σ l凡)ιZ② %①     (40)

となる.左 辺が既約なので

生 産 研 究

となる。後の説明のためグ
′
を

グ
′=2ウ   グ :奇数         (47)

と2の因子と奇数因子に分けておく。

(45)より″tの長さをとると,(30)と(31)より

lzJ2=lzlrlz2′                  (48)

となるが, ( 2 2 )より

Σ:≡lzir/2α′ 0≦ヨα」≦2            (49)

であるから,(4 6 )～(4 9 )より

グ
2Σ
3=2αl+α2~α3~2γΣlΣ2            (50)

となる。ここで,グ,Σ l,Σ2,島 は全て奇数より

Σ31Σl易

となる。同様にして

Σ̀ 1易Σた (グ,′,力 :cycic)

が成り立つ。(42)は適当な自然数α,πl,″2,

して

ΣJ=α%J″々  (グ, ノ, 力:Cyclic)

″2Σ3=Σ lΣ2

となり, Σl'2Σ3は

Σ″らΣ3■(グΣ3)2

と平方数になる。したがつて,分 岐則 (36)または(37)が

証明された。

6。 今 後 の 課 題

本稿では方位関係を中心に取り扱ったが,最 初に述べ

たように面を与えなければ粒界を決定したことにはなら

ない。しかし粒界の安定性は粒界上の面張力を考慮しな

ければならず,幾 何学のみでは決定できない。したがつ

て今後,面 張力の概念を取り入れやすい幾何学の構築が

重要な課題である。      (1984年 10月30受理)
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(52)( 4 1 )

(42)

π3が存在

(43)

であることと同値である。しかも,αが 1以外の平方数で

割り切れないという条件をつけると,(43)の表現は
一意

的になる。 こ こでα=1を 示せば(37)を示したことにな

る力ヽ α=1であることとΣ湯易が平方数であることは

同値である。したがつて

'lΣダ乳=ヨ %2                  (44)

を示せばこの式の証明は完了したことになる。

実際に,(12)の 条件を満足するzl,z2,Z3に 対して

Zl~→ ■ Z2~→ r2 Z3~→ T3

とする。同形定理(34)と(35)より

z : ( =万万1-■ (=π lグ「1)    ( 4 5 )

であるから,z:の 4つの要素の最大公約数をグ
′として

Z3=士z:/″
′                      (46)
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