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本特集号の省資源に関する研究において,筆者らは初年度に特異変換を用いる有限要素法の手法を開発して,特異

応力場あるいはひずみ場の解析を容易にした･第2年度では,複合材料に特有の局所応力を解析する3次元の有限

要素プログラムの開発を重点とした.さらに重要な成果として,中型あるいは大型計算機だけに可能であった有限

要素解析をマイクロコンピュータで実行することに成功を収めた･これにより,技術者が直接に手元で構造計算を

行うことができるようになり,精神的な負担も伴う計算の労力や実質的な計算時間の節減を達成することができた･

ここまでの研究は,主として等方性材料の1/vri~特異性を対象としたものであった.そこで,第3年度では,特

異変換を用いる方法を複合材料等の異質材料接合部に拡張することを試み,簡潔な手法を確立することかできた･

本報告は,主としてその結果について述べ, 3年にわたる研究の結びとするものである･

7.は　じ　め　に

均質等方性体中にき裂が存在する場合に,き裂先端の

応力の特異性がrl~1(i-1/2)であることは,よく知ら

れている.本報告では.特異変換を用いる筆者らの有限

要素法による固有値解析によりこのことを確め,次に複

合材料のような不均質の材料あるいは異質材料接合部に

おける特異性の解析に,同じ方法を拡張適用することと

する.

き裂先端近傍の応力場を.間有関数展開により最初に

解析したのは, WilllamSl),2)である.その後,複合材料

などの異種材料の結合面に直角　あるいは　平行に生じた

き裂の先端部の応力あるいはひずみの特異性についても

研究か進み,いままでにHelnと　Erdogan3), Cbok　と

Erdogan4), LinとMar5)など多くの研究が発表され

ている.有限要素法による解析も行われて,藤谷6).7I

Ba芸ant　と　Estenssoro8)などをあげることができる

ここでは,筆者らの報告9日q)から主要な結果をまと

めて報告することとする.

2.特異変換を用いた有限要素法による解法定式化

図1のように,き裂先端を中心にして半径ro　の円筒

面∫で囲まれる弾性体の領域Vを考える.簡単のため

物体力を零とするとき,仮想仕事の原押の表示式は次の

ようである.ただしr-(T,,To)は表面Sの外側から

作用するトラクション, u-(u,u)は同じ表面上の点に

おける変位を表す.

rr (0,8"十008Eo+ I,08,詔･ ,d,do
0　　　-7r
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図1　き裂先端において対象とする解析蝕域

陳12　変換による特異要素の創成

JT

-γol (T,8u-Te8V )tdo　　( 1 )

-Tr

式(1)において, t　ほ板厚である.表面S上では,柄

部応力とのつり合いにより次の条件が成立している･

T,-0, , Te-T,0　　　　　(2)

図2はここで用いる扇形要素を表し.変付関数は次の

ようにE,巧をパラメータ種標とする通常のものである･

u-i-(トf)us弓(1+i)∑Hlu. (3)
3

lこl
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ただし

zIT-[u,V], zL吉-[us.vs],a,T-[u,.V,]

Hl- (1-7)/2-H3/2, Hz- (1+符)/2-H3/2

H3-n｡(1-72)

(4)

式(4)のn｡は節点3が存在する場合は1で.甲方向に

2次の関数系を形成する.存在しない場合は0であり,

ギ方向に線形変化する変位を表す･これは,可変節点数

要素川の概念を適用した1つの取扱いとみなすことがで

きる.

頂点Sにおける変位zLsに対して,相対変位面,面を

導入すると,式(3)は

3     _

u--i(1+I)/2)∑H.a,　　　(5)
1=司り

ただし

u=〟~us ,払=払~us　　　　　(6)

山田らの方法10)Ill)では一方において,パラメータ座

標から物理平面への写像に次の特異変換を用いる.

1       3

r-(喜(1･f)Pro･ 0-EHLO-　(7)
1-1

物理面において.無次元半径座標をp-r/ro　で表す

と,式(5)の変位場の物耳面における表現は

u-pl(HILEl十H2uZ+H3u3)　　(8)

式(8)から,ひずみ一節点変位関係式が次のように求

められる.

tE)-I B, (u-.)
J=1

ただし

(9)

(E)T-Le,for,8 ｣, (諒,iT-Ld, i,｣　(10)

AH,　　　　0

BFP}-1三 fJ,
2　aH,

〟, i1,,

孟8%臣1,H,

i-1,2,3(ll)

Os=02-01

B,.昔-1,2,3　を成分とするマトリックス[B]ほスを

含む項とそうでない項に分離することができて

[B]-p)/1 (A [B｡]+[Bb])/r｡　　　　　(12)

こうして.応力-ひずみ関係式を

to)- [D]fE )　　　　　　　　(13)

とするとき,式(1)の左辺は次の形に整珪される･
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(sd)T豊匪kal･出b]+[kc]) (諒) (14)

ただし

1

[ka]-I [Ba]'[D][Ba] dV
】  -1

[kb]-I([Ba]T[D][Bb]+[Bb]T[D][Ba])d符
1   1

[k｡]-I [Bb]'[D][Bbld7
-1

(15)

また,式(1)の右辺は.次のようになることを示すこと

ができる.

tBd)T昔匪ksaM[ksb]日石　(16)

たれ[ksa]-∫ 2[H]'ld][Ba]d7
-1

1

[ksb]-I 2[H]Tld][Bb]dq
~1

[H]-｣〃1[Ⅰ] 〃2[Ilガ｡[Ⅰ]｣

冨EFiE

マトリックス[I]ほ2×2の単位マトリックス.マトリ

ックス[d]は応力-ひずみマトリックス[D]の中で応

力0,とT,C　に関係する第1行と第3行ベクトルからな

る2×3のマトリックスである.

式(14)と式(16)から全体剛性方程式を組み立てると

(}2[A]+)[B]+[C])(机-o　　　　　(18)

ここで

[A]-∑([k｡]-[ksal),[B]-∑([kb]-[ksb])

[C]-∑[kc] )
(19)

)に関する式(18)の2次の間有情問題は,次の標準固有

値問題に帰着することができる.

･S] (拝鼎, [S]-LcT言B]

(20)

式(20)をダブルQR法によって解き,一般に複素数を含

む固有値,iを求めた.

3.数値計算例

(a)等方弾性体中のき裂先端の特異性

図3はいわゆるModeIとModeIに相当するき裂先

端の特異性解析.図4は切欠さの一つの表面が同定.他

の表面が自由の境界条件のもとでの同様の固有値問題で

ある.前者では.材料を等方性とすれば, A-0､5である

ことが知られており,表1ほ,本報告の方法によるその

確認である.

つぎに図5では.前に図4に示した問題について.

3



214　　33巻6号(1981 6)

MOr)E I,V8.-0

MODE ILu,.-0

図3　ModeIおよびModeⅡは対するき裂先端の特異応力場

の解析

図4　日由およびFlfl]定の境界血を有するき裂と解析領域
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vertex angle ♂
(°eg. )

陛15　自由および同定の境界面を有するき裂先端の最小および

2次間有値

表1き裂先端の特異平面応力場における固有値の計算結果

element I D llnear

number of element .  10

mode II 05361

5031: 05010

0.50901 05001

Re(A)>0　範囲で得た最小固有値と2次固有値の計算結

果を示し,文献1)の解析解と比較している.

(ち)複合材料中の特異性

図6と図7は.次に取り扱った重要な例題で,異種材

料の境界にき裂が存在する場合,および積層構造におけ

る接合部の特異性を取り扱ったものである.

接合面に垂直なき裂の場合についての解析解は,文献

4),5)により求められており.図8および表2では,

解析解と比較した結果を示している.

4
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(a)　　　　　　　　　　(b;･

図6　異種材料の接合面に直角および平行に存在するき裂

ra) (bJ

図7　校層構造oj段付き接合部および接合瑞血

6　4　2　0　2　4　6

(b) m-23.08,A-0,1759

0　2　4　6

図8　接合面に直角なき裂における半径方向応力0,の分布

表2　異種材料接合面に直角なき裂の特異応力場の固有値

imateriaーpalr':planestress 劔planestraini 

J1 佑&ﾒﾘﾇﾃx蓼vﾆW#��W��7B｢�ﾂ�冢umerト cal* 免U��7Ii�｢���ﾖ�ﾘﾂ�

EpoXy ���陬���C2���縱�3UF�s����0.6636! 

Al､EpoXy �23.08 ����s#������sS��0.1759 繁%X��YR�

*　obtazned dy linear e一ement, 50 dまVISIOnS

**　references 〔4. 5〕

次に図9は.き裂が接合面上に存在する場合の結果で

ある　図10と図11は,積層材の接合部についての解析結

果であるが,ここで図10において. 01くEl/E2<10　の

範囲で応力場に特異性を与える国有値(ス<1.0)が2個
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図9　接合面に平行なき裂における特異応力場の固有値
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図10　段付き接合部の応力場の固有値
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El/E2

図11接合瑞面の応力場の固有値

存在することは注目に値する.

4.む　　す　　び

本報告の方法は,特異変換を用いることで一貫してお
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り, 2次元から3次元問題に拡張することも容易である,

これにより.従来は種々の方法で試みられていた.き裂

や応力集中部の固有応力状態の解析に統一を与えたもの

ということができる･また, 3年間にわたり等方性から

異方性体,複合材料-と進めてきた一連の研究の窮極の

目的にも到達することができた.

(1981年3月24日受理)
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