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本報では,同じ標題の(Ⅰ)8)で述べた定式化を検証す

ることを目的として,例題を選び,解析を試みた結果を

報告する.いままでに取り扱った例題は,引張りとねじ

りの組合せ負荷を受ける薄肉円管,および中央き裂を有

する試験片の平面ひずみ条件下における引張りの二つで

ある.なお,記述の便宜上,式および節の番号に対して,

(i)からの通し番号を用いていることを断っておきたい･

4.引張りとねじりの組合せ負荷を受ける薄肉円管

図1は,取り扱った円管のモデルを示し,図2は,秤

析に使用したモデルと要素分割を示している.問題は軸

対称であるから,適当な角度(ここでは爽角2.80)の扇

形部分をとって,それを二つの要素に分割する方法を用

いている.実際に用いた要素は, 3節点三角柱要素で,

各節点に断面内の蒜, ;と軸方向品の三つの自由度,一

要素あたり九つの自由度を有している.また,変位の拘

束条件としてほ,二つの半径面上でいわゆる斜めの拘束

を用いている.

軸方向の引張応力とせん断応力をoおよびT,軸ひず

_ ::二:一･一

図1　薄肉円管モデル

内半径20mm E-19000kgf/rnm2

外半径21mm y=0･3

要素数2 el.　Ll'=380 kgf/mm2

節点数4nodes qy-26. 2kgf/mm2

図2　解析要素モデル
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みと工学の定義によるせん断ひずみをeおよびTとすれ

ば,ここでの組合せ荷重における全ひずみ理論構成方程

式の増分形表示は次のように表される･

ふ-志[; - ･'1 J諾24.'E31{qT.'器.o'2E.

霊,3,(.lJ 2ES/3X;OTH 〕+ET2))め
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10.TlEI23,',1{ 2E4'3 X;r2日〕

る- iT2 lEG(碧2/-i詔g'2.ET2 )〕 ¢

× 〔(1+2G¢)Eo言十3(1+2Ed3)GTt〕

ただし

S-H′On+Eo2+9GT2

(20)

(21)

式(20)は(i)で導いた式(15)から,oおよびT以

外の応力を零とした特別な場合として導かれるもの奉は

あるが,別途に陽表示を求めるようにした方が簡単であ

ることを述べておこう.

全ひずみ理論によれば,ひずみと応力の最終状態は負

荷径路に依存することなく,一意的に定まる.これに対

して,ひずみ増分理論は元来,負荷径路に依存した解を

与えるところのものである.そこで,図1のモデルにつ

いて,ひずみあるいは応力の最終状態は同一とし,負荷

径路が異なる場合について,二つの理論による解を求め,

比較を行った.負荷径路を図3に示し, (a)はひずみ径
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路を指定する場合, (b)は応力径路を指定する場合であ

る･両者を区別するため, (a)では, (8-0.155%,γ-

0,413%)の状態に達する三つの径路をそれぞれ1 , 2お

よび3 ,(b)では,(♂-35.0 kg〝mm2,r-20.0 kgf/mm2)

に到る三つの径路をA, BおよびCと呼ぶことにする.

表1および表2は結果のまとめである.表によれば,ひ

ずみあるいは応力負荷のいずれの場合も,ひずみ増分理

論では最終の状態が径路に大きく依存している.これに

対し,全ひずみ理論では負荷径路によらないほぼ一致し

た結果が得られ,理論定式化および計算プログラムの検

証がなされたものと考えている.なお,比例負荷の場合

には,二つの計算結果がよく一致し,理論的予測の数値

的な裏付けとなっている.

T(kgf/mm2)

γ(%)

♂(kgr/mm2)

(a)ひずみ径路指定の負荷　(b)応力径路指定の負荷

図3　ひずみあるいは応力径路を指定した負荷

表1　ひずみ径路指定の引張りねじりの数値解析結果

径路 �<�３��8(%) 稗�ufﾖﾓ"��♂(kgf/mm2) 

全ひずみ 理論 ���0.413 ����SR�13.28 ��B����
2 剴�2繝B�14.52 

3 剴�2�#��14.00 

ひずみ 増分理論 ���OAl; ����SR�9.12 �#"�#R�
2 剴�R縱B�8.93 

3 剴�2��2�14.18 

衷2　応力径路指定の引張りねじりの数値解析結果

径路 �,r�vb�(*｢��a(kgf/mm2) �"３��E(%) 

全ひずみ 理論 ���"�2�20.0 �3R���7.63 7.68 7.85 釘�3B�B紊��B紊B�

ひずみ ���20.0 �3R���9.50 �"��B�

増分理論 �"�2��3.58 7.79 迭緜��B紊2�

5.中央き裂を有する二次元モデルのJ積分解析

ここでは,本報の(I)で述べた定式化を二次元の弾

塑性き裂間題に適用し,J積分の評価を行った例を示す.

Rice51によって提案されたJ鏡分は次式で表される.

I-∫,〔wdx2 - T思dS]　　(22)

ただし,肝はひずみエネルギー密度を表し,

W-W(el,)茄.,;.,dt　　　(23)

のように定義される･ T.-ol,n}およびu,は図4に示

す積分径路I'上の表面カベクトルおよび変位ベクトル

の成分, dSはT'に沿う線素である.

弾性体および全ひずみ理論に従う弾塑性体(除荷のな

い場合)については,積分径路によってJ積分の値が変

化しないことが知られている7㌧　また,弾性体においては

J積分から応力拡大係数を求めることができ,たとえば

モード才の変形形式のとき,応力拡大係数K,とJ積分

の関係が平面ひずみ問題では,次のようになることが知

られている.

I- 1# K,2　　　　　(24)

解析したモデルおよび材料定数を図5に示し,要素分

割図を図6に示した.問題の対称性により全体の1/4を

解析している.要素は4-8の可変節点数要素で平面ひず

み状態を仮定し,要素剛性マトリックスおよびJ積分の

計算には2×2のGauss積分を用いた.

表3は,この間題の弾性解のJ積分および応力拡大係

･ 54Txl
図4　J積分
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2b-i 剪�
図5　中央き裂モデル
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図6　中央き裂モデル有限要素分割図
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要素数　72

節点数139

数を計算した結果を示している･ J積分は図6に示した

ように,内側から順にⅠ,丑および皿の三つの組を選び,

それぞれについて隅のGauss点A, B, CおよびDに

よって定まる4通りの径路に対して求めている. ∬′は,

Jの計算結果から,式(24)を用いて求めた値であるが,

その平均の解析解別から求められるKT-39.3kgf･mm一昔

に対する誤差は1%程度である.これは,本数値解析例

において,先端近傍の節点変位より求めた　Klが10%

以上の誤差を生じたのに比較して,精度がよい･ /積分

に関しては,平均値からの一最大偏差は2.4%であり,ま

た, i, ⅠおよびⅢの各組において,それぞれ四つの径

路の平均をとる場合は,全平均値からの偏差は1%以下

にとどまっている.

次に,本例題の弾塑性解析を行い,全ひずみ理論とひ

ずみ増分理論を比較した結果を示す.

図7は全ひずみ理論によって求めた塑性域の進展を示

す図であるが,ひずみ増分理論の場合もほとんど同じ結

果が得られた.このとき,引張荷重oとともにj積分の

変化する様子を表4にまとめてあるが,二つの理論によ

表3　7積分値および応力拡大係数Kl

(0-10kgf/mm2における弾性解による)

J: kgf･mm

A ���C 韮�平均 

積 白�0.1867 ����ゴ"�0.1859 ����ゴB�0.1858 

分 �R�0.1858 ������r�0.1918 ����イr�0.1885 

路 �b�0.1858 ����ンB�0.1885 ����ツ��0.1874 

A �"�C 韮�平均 

横 �B�38.84 �3ゅc��38.76 �3ゅs��38.75 

分 �R�38.75 �3偵3b�39.37 �3ゅc2�39.03 

路 儉r�38.75 �3偵�"�39.03 �3ゅsr�38.91 

院7　塑性域の進展(全ひずみ理論による)

表4　全ひずみ理論およびひずみ増分理論とj値の鶴分径路独立性

単位: kgf/mm

〝佃｡an - 38.90

a/oy ���#ッ�0.323 ��紊�"�0.526 ��緜湯�

坐 �6ﾖﾂ�0.1858 ���#3s"�0.3907 ��緜c32�1.450 

ひ ず 幡b�0.1885 ���#C�b�0.3966 ��緜sc��1.491 

杏 櫨B�0.1874 ���#3�2�0.3945 ��緜s#��1.481 

理 請 �/�V���0.1872 ���#3���0.3939 ��緜s�r�1.474 

a/oy ���#ッ�0.323 ��紊�"�0.523 ��緜�2�

ひ理 ��ﾈ�ｲ�0.1858 ���#3s"�0.3909 ��緜S3��1.335 

ず 白ｲ�0.1885 ���#C�b�0.3969 ��緜cc2�I.376 

み 増 �8��0.1874 ���#3�2�0.3947 ��緜c3"�1.367 

分論 幡ﾖV���0.1872 ���#3���0.3942 ��緜c���1.359 
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表5　全ひずみ理論およびひずみ増分理論

における¢の値の比較(要素5)

単位:mm2/kgf

a/oy ���3#2�0.412 ��經#b�0.699 

全 ���"�8.208×10-6 塔r繝x����綯�233.6×10~6 田Sr綛����ﾓb�

ひ �����8.265×10J6 塔ゅC(�����ｳb�235.2xl0-6 田c�纔�����ｳb�

ず み ���g��8.293×10~6 塔ゅs������ｳb�232.2×10-6 田SB�8����綯�

理 冦2�8.246×10~6 塔ゅ3�����綯�234.1×10~6 田Sr纔����綯�

請 ����ﾂ�8.250×10~6 塔ゅCH����綯�234.4×10~6 田Sゅ������ｳb�

o/oy ���3#2�0.412 ��經#2�0.683 

こヽ ����r�8.218×10~6 塔b緜������ｳb�222.3×10-6 鉄�"繆�����ｳb�

ず み �����8.267×10ー6 塔ゅ�X����璽b�237.2×10~6 田3R������ﾓb�

増 僖���8.314×10~6 塔ゅ#�����綯�204.6×10ー6 鉄#偵�����ﾓb�

分 俘��8.243×10-6 塔r繝x����綯�225.7×10~6 鉄モ綛����綯�

港 請 ����ﾂ�8.243×10ー6 塔r纉H����ﾓb�226.0×10-6 鉄ヲ紿����綯�

る差異は小さく,全ひずみ理論におけると同様に,ひず

み増分理論解でも, )の放分径路独立性が保たれている

ことがわかる.

全ひずみ理論においては,前報(Ⅰ)の式(1)によ

り

C,)'p-8.,p-如u' (25)

が成立し,ここでの平面ひずみ問題においては,次のよ

うに計算されるパラメータ値

¢r≡ErP/a; , ¢y≡EyP/oy', ¢zy≡γxyP/(2Try)

(26)

がすべて式(2)によって定義される¢に一致するはず

である.一方,ひずみ増分理論においては,このような

関係は成立しない.そこで,き裂先端の要素5 (図6を

参照)内におけるGauss積分点について,式(26)で

定義される如,Qy,¢Xy,前報(Ⅰ)式(2)で定義さ

れるす(とおく),および式(ll)iのみの積分として定義

される¢′ (とおく)の評価を行った.表5にその結果を

示すが,これによると,全ひずみ理論においてほほほ一

致し,理論的な予測に一致している.これに対し,ひず

み増分理論から得られる表5のパラメータ値には,応力

の増加とともに次第に差が現われてくる.しかし,計算

の範囲内では,相互の間にも,また全ひずみ理論におけ

る値との差も小さい.

6.む　　す　　び

以上, (Ⅰ)と(‡)にわたった本報告において,全ひ

ずみ理論の構成方程式の増分形を求める定式化を示し,

その結果を薄肉円管および二次元の弾塑性き裂問題に適

用して,理論の検証と同時に,全ひずみ理論とひずみ増

分理論の解の比較を行った.取り扱った例題の範囲では,

指定されたひずみや応力径路に大きな曲がりがない限り,

全ひずみ理論とひずみ増分理論によって得られる解のき

裂の問題におけるJ積分の径路独立性が,いずれの理論

を用いる場合にも成立しているものと結論できよう･さ

らに詳細な解析,あるいは広く一般の弾塑性問題に適用

した場合の二つの理論の比較など,今後の課題として研

究してゆく予定であるが,本報告で行った全ひずみ理論

の増分形式化により,いままでひずみ増分理論を基礎と

して開発されてきたのと同一のプログラムで計算の実行

が可能となったことは大きな利点といわなければならな

い.　　　　　　　　　　　　　　(1980年2月26日受理)
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