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1.ま　え　が　き

有限要素法はますますその適用簡園を広げつつあり,

弾塑性破壊力学の分野に関しても例外ではない.一般に

塑性変形においては応力とひずみの間に1対1の対応は

なく,塑性変形はおける構成方程式としては,応力と塑

性ひずみ増分を対応させた関係式を用いる増分理論が妥

当である.これに対して,応力と塑性ひずみを対応させ

る方程式を用いた全ひずみ理論があるが,この理論では

ひずみの最終状態が径路に関係なく,応力の最終状態だ

けで決定されることになり,物理的な妥当性に欠けてい

る日.このような理由から,有限要素法による弾塑性解析

においては,ひずみ増分理論のReuss　の方程式に基礎

を置く解析が,等方性材料に対して一般に用いられてき

た.しかしながら.弾塑性破壌力学の分野において重要

なパラメータとして用いられているいわゆるJ積分2Iの

積分径路独立性は,弾性体および全ひずみ理論に従う弾

塑性体について保証されているにすぎない.したがって,

J積分の解析において両理論から得られる解の差違を明

らかにしておくことは意義のあることと考えられる.

本報では,l全ひずみ理論において応力とひずみで記述

されているHenckyの方程式を増分形式に表示した場合

の構成方程式を示す.この式を用いれば,全ひずみ埋論

のための特別なプログラムを開発する必要がなく,増分

理論による通常の弾塑性有限要素プログラムを周いて.

全ひずみ理論の解析を行うことができ,また上記の比較

の目的にも適していると考えられる.破壊力学の分野に

限らず,全ひずみ理論による解析例も少なくはなく,こ

こで,詳しく両理論の比較を行っておくことは意義ある

ことと思われる.この速報(Ⅰ)ではその定式化を,次に

(Ⅰ)では実際の計算例を述べることとしたい.

2. Hencky方程式の増分形

全ひずみ理論におけるHeIICkyの応カーひずみ方程式
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ほ次のように表されている.以下,特別に断らない限り.

ひずみあるいはその増分は工学的定義によるものでなく

テンソルiiiとして表されていることに注意する･

E!,-ElJq･招-(21G H) o･;･　(1 )

¢-(3FP)/(20-)　　　　　　　　　　(2)

これらの式において8.I), 0{)･はそれぞれ偏差ひずみテ

ンソルおよび偏差応力カテンソルを表し, Gはせん断弾

性係数, -EPは相当塑性ひずみ,首は相当応力を表す.添

字eおよびpは,それぞれ弾性成分および塑性成分であ

ることを示す.

ここで,式(1)と式(2)を微分すると

;･;･ -(姦+¢頼+頼　　(3)

;あ-i言9-¢oi-(i-H'b)Eip (4)

ただし, 〝′ほひずみ硬化率であり,次式で定義される･

H′--CAD　　　　　　　　　　　　　　(5)

Henckyの方程式は,次のように表されるvon Mises

の降伏条件式と組み合わせて用いられるのが普通である.

総和規約を用いることにすると

∂2-j2-30.;ol,/2　　　　　　　　　(6)

式(5)および式(6)から

′ ■ ′

oi-I-i一票平-H.言p　　(7)

式(7)から得られるe!?の表示を式(4)に代入すれば

i-妻才一(i-H′¢)o･Jji･･; (8)

一方において,式(3)を占i',について解くと

;･･,,･ -一念(;{,･ -a o･･;I)　( 9 )
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式(9)を式(8)に代入すると

あ-意富(;(3;.22HG'冨)) 0,i(;,再oJ ,

(10)

上の式を¢について解き,式(6)および恒等関係

0.冒,; - 0(,;り　を考慮すると

i - [1.3i2,,-(ggQ)]o" ;り　(ll)

式(ll)を式(9)に代入すると

毎-7嵩[;,,

f…'.2-HF,I(63'GO;I,,0-ok2/'E'kL ] (12)

ひずみおよび応力増分の偏差成分は全体の増分と次のよ

うに結ばれる.

占(,-占E,守 8･,;･, -;り一&巧涛汀8'･F

(13)

;(,-Eり寸Si, ;,,　　　　(14)

ただし, EとZ/は縦弾性係数とポアソン比, 8L,は

Kroneckerのdelta ,また, Hencky　の方程式では.

体積変化はすべて弾性成分によるものであることに注意

する.式(13)と式(14)を用い,等方弾性定数問の換算式

E三2(1十L/)Gを用いると

･l,-嵩[㍍ + 31篭12_G'213y)¢ 8･, ;り

3(12712/.Sky,I(43)GO･fI:J`'';A/ ] (15)

式(15)が全ひずみ理論のHencky方程式の増分形表示

である.これに対して.元の全ひずみ理論の式(1)から

は,その逆関係として次の構成方程式が導かれる･

0.j-丁荒[EH I 3誓(21G1g)yiib SりE" ]

(16)

式(16)のqり,E小およびEHをそれぞれの変化率;め

言り,および言,,でおきかえ,さらに¢を(3%by(2%)

でおきかえた式を全ひずみ理論の増分形構成方程式とし

ている文献3)もあるが,正しい表示とは考えられない.

一方において, Reussの方程式に基づくひずみ増分理

論の構成方程式4)を式(15)と同じ形式に表示すると,吹

のように表すことができる.
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;り- 2Gl;･,･X帰一･

2(13.ok,/a(";G))-戸k/] (17)

以上の結果から,ここに示した定式化では,通常の弾

塑性有限要素解析プログラムにおいて用いられている式

(17)を式(15)に変更するだけで全ひずみ理論による解を

得ることができることがわかる.ただし,式(2)のわを

各変形段階において評価しておく必要があり,それには

式(ll)によって得られるiの積分値として求めるか,あ

るいは相当応力あるいは相当塑性ひずみの関数として

あらかじめ定められた材料データから求めるようにすれ

ばよい.

3.平面応力場における表示式

平面応力場の解析では,前項で3次元の場について,

得た構成方程式から,平面応力場(03-qyz-Oar- 0)の

条件を用いて,数値的に必要な増分形の関係式を求める

ようにしてもよい.ただし,ここでは平面応力場に対し,

前項と同様にして得られる構成方程式の陽表示を記述し

ておくことにすると,次のようである.ただし,ここで

のひずみ速度rryは工学の定義によるもので.テンソル

のEEyの2倍にあたってC､る･

(

Or

Oy

Try

Ru

∫　　　Z>.　　ご

二U　,Lt',㍗

{
d〃
]

･伊.
一F∂

卜
二

ヽ}-ノ

ただし

[Dcb]Lofd-義

辛
Ⅴノ　　　粥

的　叩

i

C+d b-3e 0

c+d 0

sym.　　b/2

(18)

(C2+e2)030g-ce(o=2+oy2) bTz,(ccrr-egg)

(eoX- coy)2　　　bTry(coy

b2Try2

ここで

a - 36G2((3ie.13HiQ)), b- 31 3V･EQ I

C-2-LJ+E¢, d-1+L/+E¢. e=1-2y

また

る- 3b】ae3(aor.oy)2 [(COX-edy);=･(coy-eOx,;y

･bT訪y] (19)
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