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第1章 導入

1.1 寸 法 指 標 推 測 問 題 と は

「寸法 指標」 または 「サイズ イ ンデ クス (Size indices)」(Sibuya [166]) は 、 「頻度 の頻 度(Fre-

quencies of frequencies)」(Good [62]) と も言 う。動 機付 けの為 に、壷 のモデ ルを考 える。N個 の

ボー ルがJ個 の壷 の 中に分布 してい る としよ う。 以下 ではNを 非負 整数 、Jを 正 の整数 とす る。

ここでj番 目(j=1. 2,..., J) の 壷 にはボールがFj個 入 っている。ただ しFjは 非 負整数で ある。

サイズイ ンデ クスSiは 、 ボール の数 がiの 壷の数 を示す。 インデ ィケー タを

のように定義す る。この時サイズインデクスを

と定義す る。 もちろんN+1以 上 のiに つ いて 、Si=0で な けれ ば な らな い。なお以 下では 、

S=(S1,…, SN) と書 く。 ボー ルの総数 について

(1.1)

が成立する。 また空でない壷の総数を

(1.2)

で表す。

(1.3)

である。

これ らの壷からη個のボールを標本として抽出する事を考える。ただしηは π<Nと なる非負

整数としよう。j番 目の壷からとられる標本ボールの数をfjと 書く。標本でのサイズインデクスを

同様に
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のように定義する。標本数について

(1.4)

とな る。

(1.5)

と書 き、

(1.6)

が成立する。

典型的な寸法指標推測問題は、データs=(s1,…, sn) から適当なSi,　i=1,　2,…,　を推測すると

いうものである。なおUや 複数の寸法指標が同時に推測対象になるかもしれない。本稿では母集

団サイズが既知 として、これ らの寸法指標推測問題を考察する。以下で具体例を挙げるが、多くの

状況では母集団サイズが分かっている。また母集団サイズが推測対象だとしても、推測 された値を

(所与の) 外生変数とすれば本稿の方法論 を用いる事が出来る。

以下の例1.1か ら1.4で は、寸法指標推測問題の応用を手短に紹介する。このように本論文の主

題は実際問題として重要性を持ってお り、5章 で特に重要な分野での応用について、詳 しく述べる。

例1.1統 計的生態学の群集モデル (Stochastic Abundance Model)

ある海域に住むプランク トンの種類と数を知 りたいとしよう。しかし海洋調査な どでは、全数調査

はほぼ不可能である。故に標本抽出による、第j種 の個体数がfjと いう結果か ら推定せざるを得

ない。一般に種数が非常に多いので、特定の種の個体数Fjよ りも個体数の少ない種 と多い種の構

成割合Sを 扱 うのが実際的である。このような場合、データs所 与で寸法指標が推測 される。―

例1.2語 彙数の推測

シェイクスピアの語彙数はどのように して知る事が出来るだろうか?作 品の一部を抜き出 し、単語

の使用頻度を数える。ここでj番 目の単語がfj回 使われているとしよう。ただj番 目という順序

には明 らかに意味が無 く、文章の単位長あたりの使用語数のみ分かれば良い。従って所与のデータ

をsと 考えて、!>を 無限大に近づけた場合のUが 語彙数として推測対象 となろう。-

例1.3重 複を持つデータベースのマージ

懸賞などで、応募の葉書が複数枚出され る事は珍しくない。しかし多くの場合、興味の対象は重複

を除いた応募者の数である。 このような場合応募葉書の山から標本を取 り、sを データとして得 る

(壷番号ゴは当然無意味である)。そ して真の応募者数Uを 推測すれば良い。一般に、重複を持つ

データベースをマージする際、i重 に現れるレコー ドの数がS,と 考えれば良い。 ―
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例1.4個 票公開のプライバシー侵害 リスク推定

ある個票データセットが、第j社 会集団に属するfj個 体の標本を含んでいるとする (j=1, 2,…, J)。

ここで適当な個人を特定す る場合、Fjが 小 さい社会集団から特定する方が容易である。従って個

票データセットを公開した場合に個人が特定される危険性は、ωiをiが 小さい方が大きくなるウェ

イ トとして、ΣiωiSiで 計るのが普通である。つまりそのようなリスク評価では、Sを 推測する必

要がある。―

なぜ この様に単純に見えるかもしれない問題が議論 されるのか?初 等的 ・古典的な母集団推測問

題 との違いについては、Engen [49](Chap. 2) のこなれた説明を参照されたい。ここでは導入 として

しばらく、ナイーブな方法一母集団に関する仮定を用いない超幾何分布の下での推定を検討する。

つま り大きさNが 既知の有限母集団から非復元単純無作為抽出 (2.2節 を見よ) で取 られたサイ

ズ ηの標本 より、寸法指標の推測を試みる。 この場合の不偏推定 (証明については付録Aを 見よ)

を確認 しておこう。Goodman [63] によれば、もしq:=maxFj≦nな らばUの 唯一の不偏推定量

が存在 して、

(1.7)

ただ し

こ こで

は階乗積であり、この記法は本稿を通 して使われる。そ してもしq>nま たはq未 知の場合、不偏

推定量は存在 しない。母集団におけるグループの大きさは通常未知 (つまりqも 未知) であり、不

偏推定を重視するならば事態は単純でない。またもしqが 既知だった としても、nが 小さい時、ど

うしたら良いだろ うか。小標本での推定は応用上重要だが、不偏推定が出来ない場合も多い。加

えてGoodmanは 、(1.7) が極 めて非合理な推定値を与え うると指摘す る。つまり多 くの状況で、

V (UGoodman) が大きすぎるという事である。

またGoodman [63] が示すよ うに

ただ しq=maxjFjで あ る。 こ こか らq≦nの 時Siの 不 偏推 定量 は、線型 同時方程式

(1.8)
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を解 いて得 られ る。つ ま り(1.8)の 右 辺の行 列の逆行列 を、標本 サイズインデ クス8に 掛 ければ 良

い。なおEngen[49]の 定 理2.1に よれ ば、も しi≦nな らば (標本 寸法指標 に基づ く) 唯 一 の不偏

推定量 が存在 して、

(1-9)

と書 ける。 しか しSi,i>n, に つ いて、不偏推 定量は存在 しない。つ ま りUcoodmanの 場 合 と同様 、

小標本 でのSiの 推 定問題 は単純 ではない事 がわか る。加 えて (1.9) は 分 散 が極 めて大 きい事が知

られ ている (例 え ば渋谷[168]の 数 値 例を見 よ)。 なぜ 不偏 推定 (1.7), (1.9) の 挙 動 は不安 定なの だ

ろ うか。

まず (1.8) の 右 辺の行列が ほ とん ど特異 に近 い事が 、Shlosser[1621に よ り指摘 されてい る。 また

渋谷[167](p.159) は 、以 下の よ うに説明す る。抽 出率n/Nの サ ンプ リングでは、Fjn/N<<1の

セ ル か らはほ とん ど個体が抽 出 されず 、 され て も1個 で ある。 個体数iの セ ルがSi個 有 ると、 こ

れか ら平均iSin/N個 の個 体が抽 出 され るが 、 これ らはほ とん ど標 本 で一意 な個体(s1に 含 まれ

る とい う事) で あ る。 従って Σi<<N/niSi個 の 個体の うち平均n/Nが 標 本で一意 な個 体 とな り、

この数 はそれ ぞれのSi,i=1.2,....の 値 には依存 しない。 逆にs1のSi, i=1,2,...,に つ いての

情報 は少 ない。si,i=2.3.....を 考 慮 して も、小 さなiのSiに つ いて情報 は増 えない。

そ もそも以 下の例1.5に 見 られ るよ うに、Fjが 小 さい時 、Fjの 推 定 は難 しい。そ して我 々の応

用領域では、多 くの小 さなFjを 取 り扱 う事 にな る。Khmaladze[100]は このよ うな特性 を、LNRE

(Large Number of Rare Events) と呼 ぶ。3章 で後述 され るkhmaladzeの 問 題意識 は我 々のそれ と

少 し異 なるが 、稀 な事象 の解 析にお ける困難 を示唆す る点で参考 になる。Baayen[9]は そ の2.4節

においてLNRE概 念 を用 い、観測 された相対頻度fj/nがFj/Nと い かに異な るか、数値 例を用い

て説明 してい る。要す るに稀 な事象が支配的 な場合 、大数 の法則 に多 くを期待 できない とい う事 で

ある。S1等 の 不偏推 定は、特 に標本抽 出率 が小 さい時、不安 定 と考 え られ る。

例1.5あ るjに ついてFj=1と し よ う。 こ こか ら標 本 が取 られ る確率 はn/Nで あ る。つ ま り

P(fj=1)=n/N,P (fj=0)=(N-n)/Nで あ る。 不偏 推定量Fj=fjN/nの 分 散 はN/n-1と

な る。標本抽 出率n/Nが 小 さい時、Fjの 分 散は極 めて大 きい。 ―

また不偏推 定量を導出す る際E (si) をsiで 置 き換 えてい るが、標 本siは 整 数 なの でE (si) か ら

の偏差 は避 け られ ない。 そ して この差が推定量 の分散 を大 きくす るか もしれ ない。例 えば このよ う

な問題意識 か ら、Good[61]は 観 測 され たsiに 関 して平滑化 を考えて いる。

ここまでの議 論 をま とめ よ う。寸法指標 の推 定は、特 に小標本の場合 問題 をは らんでい る。また

不偏推 定が存在す る時 で も、多 くの場合実用 的な 目安 を与 えない。 だ とす る と寸法指標 の推測 で

は、何 らかの工夫 を考 えざるを得 ない。実 際様々な著者 が、先の例1.1か ら1.4の よ うな多様 な文

脈 で、広範な議論 を してい る。例えば統計的生態学 の群集 モデル はそ の代表 であ り、早 くか ら研究

され ている。具体的には、Engen[49]が 初 期 の結果 をま とめてい る。 また近年で はUの 推 定につ い

て、Bunge and Fitzpatrick[24]の レ ビューが参考 になる。 なお 同 レビューによれ ば、満足 できる結

果は存在 していない。

さて、 この よ うに寸法指標推 測問題 が議 論 を要す る ものだ と して 、工夫の糸 口は どこであろ う

か。我 々は問題 の存在 を確認す るため、超幾何分布 を利 用 した不偏推定が不十分 な事を指摘 した。

だ とした らまず、不偏制約 を捨て る事を考え るべ きだ ろ う。不偏 でな くて もバ イアスが小 さい推定
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量は、実用的でありうる。そもそも (1.9) 式による不偏推定は負の値を (頻繁に) とる為、負の推

定値を0に 切 り上げるだけでも平均的なバイアスが減少する。 しかし明らかにこれだけでは不十分

であり、何 らかの追加的制約が必要だろう。例えばGood[61]の 提案 した平滑化は、一般に不偏性

を失わせ る事になる。そしてGoodが 示唆 したように、平滑化は間接的に寸法指標の構造を仮定す

る事 とも考えられる。平滑化の要求する構造制約が、母集団の真の構造と一致する場合のみ、不偏

となる。そのかわ り推定は、構造の要求する範囲に定まる。

このような、構造の仮定による一般性の喪失 と推定の安定に関する トレー ドオフは、統計学にお

ける典型的なジレンマである (例えばノンパラメ トリック法に関わる議論をあげる事が出来る)。

そのため如何に構造を分析にお りこむかについては、既存の文脈が大いに参考になるはずである。

我々は、超幾何分布に依存 した有限母集団解析の意味を探る所から始める事にしよう。

1.2 有限母集団解析

統計学の源流の一つは、国情記述の学問である。これは別の源流である古典的確率論とは、興味

の焦点を異にする。つま り現実の母集団に対する問題意識の強さが、前者を特徴付けるように思わ

れる。有限母集団解析は、このような実社会の必要性に応える事を目的としている。故に古くから

研究されなが らも依然 として統計学の重要な領域であり、例えば近年もLevy and Lemeshow[110],

Rao[141]等 、教科書が出版され続けている。なおSmith[189]が 言 うように、古典的確率論に依拠

する大標本理論では、仮想的な無限母集団を司る法則が直接的興味の対象である。そのため調査の

実務的要請 との関係は明かではない。従って有限母集団解析は、出自において大標本理論とは異な

る着想を持ちこんだように思われる。 しかしながら確率の援用 という枠組みが有る以上、相互に無

関係ではあ り得ない。本節ではこのような関連を見る事で、有限母集団解析の意味を考察する。

有限母集団 とは有限個の要素 (個体) の集合であり、各要素は一意に整数を用いて特定出来る。

この整数を 「ラベル」と呼ぶ。有限母集団を構成する個体のラベルの集合A={1,2,...,N}を 考え

よう。標本は、母集団から適当に抽出されたn個 体のラベル集合sn⊂Aで 表される。変数xに つい

て、ラベル λに対応する個体の値をxλで 表す。有限母集団解析の問題は、観測値{(λ,xλ):λ∈sn}

から適 当な関数 Φ(・)について、母集団の値X=(x1,...,xN) に関する量 Φ (X) の推測を行 う事で

ある。なお有限母集団からの標本抽出が無限母集団 と異なるのは、抽出部分を所与のラベルにて特

定できる事である。そのため抽出に関 し、ラベルに依存 した確率を導入できる。本稿で 「標本設

計」とは、q番 目にラベル λのついた個体を抽出する確率P(q,sq-1,λ),q=1,2,...,を 事前に定め

る事を言 う。ただ しs0=0で ある。なお本稿では観測 されたxに 依存する標本設計は考察 しない。

このような設計は実用の観点から重要でないが、情報量の評価について問題になる。

前節のGoodman等 の議論では、標本設計 として非復元単純無作為抽出を考えている。そしてあ

る推定量が、設計に依存して不偏 と主張された。有限母集団解析では、このような標本設計を利用

した推測が古典的である。 これは少なくとも、Neyman[123]ま で さかのぼる事が出来る。彼は有

為抽出と確率抽出を、標本平均の誤差の大小 とい う観点から比較 した。有為抽出は 「代表的標本」

に関する何らかの標本選別基準を持っているはずだが、その基準が母集団構造に適合 している場

合、確率抽出より望ましいかもしれない。 しか し通常、そのよ うな基準の適合度を評価する事は不

可能である。逆に確率抽出ならば、未知の母集団構造に依存せず信頼区間を構成できる。Neyman

は未知の母集団に関する標本の挙動の予測可能性に、確率抽出の有為抽出に対する優越の根拠を求
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めた。

このような古典的枠組みでの興味は (a) 推定量を固定して設計を選択、(b) 所与の設計の下で推

定量を選択、(c) 設計 と推定量の組を選択、のいずれかという事になる。Cassel et al.[29]がここで

の選択基準等に関する包括的議論を与えてお り、(b),(c) について今は議論 しない。(a) の場合、例

えば単純無作為抽出と系統抽出では、いずれが小 さな標本平均の分散を与えるだろ うか?系 統抽

出の場合、標本平均の分散はラベルのつけ方に依存す る。 しかし個体とラベルの対応関係につい

ては、特に知識を持っていないのが普通であろ う。このような状況は、ラベルに関して交換可能な

モデルとして記述できる。すなわち、個体 とラベルの全ての対応関係 (N!通 り) が同様に確から

しいと考えればよい。(Ericson[50]は 主観的ベイジアンの立場から、ラベルが個体について情報を

持っていない状態をこのようにモデル化する。) このよ うな場合、ラベルと個体の対応関係が変動

する事で生ずる標本平均の分散を評価出来る。Madow and Madow[114]は このように考えて、系

統抽出と単純無作為抽出が平均的に等 しい標本平均の分散を与えると述べた。

ラベルと個体の対応を確率的とみなすという事は、母集団を確率的とみなす事である。Cochran[38]

はより一般的に考えて、所与の母集団を母数が未知の無限母集団からの確率標本 とみなす事を提案

した。無限母集団から母集団を確率抽出すると考えた時、様々な母集団が実現可能である。そ して

所与の母集団は、その実現可能な母集団の一つとなる。故に実現可能な母集団に共通する性質が分

かれば、所与の母集団についても性質が明らかになる。つま り母集団の確率分布を仮定す るとい う

事は、所与の母集団を含むよ うな一群の母集団が分析の対象になるとい う事である。Cochranは

ここで仮定される無限母集団を、「超母集団 (Superpopulation)」 と呼んだ。超母集団モデルにつ

いては、イン ド学派の成果を踏まえた整理が分か りやすい(例 えばThompson[202]を 参照の事)。

超母集団の仮定とは、母集団の性質xを 確率ベ ク トルX=(X1,...,XN) の実現値 とみなす事で

ある。超母集団モデル とは、Xの 同時分布 ξの集合{ξ}で ある。例えばXの 分布を定義する関数

p(X;θ) の集合

{P(X:θ)|θ∈θ}

が 、超母集 団モデ ル とい う事 になる。

例1.6回 帰 モデ ル等 で は

Xh=α+βyh+∈h.h=1,...,N,

但 し∈hは 各h独 立に平均0・ 分散 σ2の 正規分布Nに 従 い、yhは 個 体hの 変数yの 値 、α.β.σ2

は未知母数 と考え る。 これは超母集 団モデル と して

を仮 定 した とい う事で ある。 ―

そもそもCochran[37]が 考えていたのは、系統抽出という標本設計が母集団の性質にどのように

依存するかという事である。もしいかなる母集団についても望ましいような設計 ・推定量が存在 し

ないなら、母集団への依存を評価するのは自然である。実際 (設計に依存する) 不偏推定量のクラ

スを考えて、どのような母集団についても最小の分散を与える不偏推定量は存在 しない。この事に

ついて、Basu[13]は 簡単な証明を与えている。またGodambe[58]は 広範な線形不偏推定量のクラ
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スについて、最良不偏推定量を考察 した。 しかしそこで提案 されたクラスでは、いかなる母集団に

ついても望ましい標本設計 ・推定量は存在 しない事が示される。その為母集団をモデルで限 り、特

定の設計 ・推定量が良い と示 した。Cochran以 後、Raj[140]等 が超母集団を明示して標本設計の比

較評価をしている。当初 「超母集団」が専門用語 として定着していったのは、このような文脈にお

いてであった。なおSmith[189]の 整理によれば、これらはNeyman流 解析の前提が一般的に過ぎ

る事を示唆する最 も初期の例とい う事になる。つまり少なくともある種の問題については、母集団

の性質を仮定 しない限 り、十分に鋭い結果を得る事が出来ないように見える。

このように超母集団は、ある有限母集団群の平均的性質を評価する為に導入 された。そ してこれ

は結果的に、有限母集団分析から有限性を取 り去るように働 く。言いかえれば、超母集団モデルを

仮定する事で有限母集団解析は、形式的に無限母集団解析 と同等になりうる。例えば{ξ}が 数個の

母数で定められる分布の集合ならば、まずその母数を推定する。そして ξが定まれば、興味の対象

の推測値 Φ (x) 等が得 られる。つまりξを推定しそれを用いて興味の対象を計算する、このような

方法をNeyman流 と区別 して 「予測アプローチ(Prediction Approach)」 とい う。この立場で書か

れた文献として、Cassel et al.[29], Bolfarine and Zacks[19], Valliant et al.[209]を挙げておく。

予測アプローチでは、標本は所与とみなされる。すなわち観測されなかった部分は、観測された

値が所与の条件付分布を用いて 「予測」される。 これに対 しNeyman流 では、標本と抽出されな

かった残 りの部分をつなぐ論理は、抽出されたかもしれない とい う可能性である。一度標本が観測

されて しまうと、古典的推測すなわち 「推定」は成立 しない。

例1.7 (Basu[13]) 母集団の値x1+…+xNを 推定するものとする。標本として(1, x1),...,(n, xn)

が観測 されたとしよう。条件付に考えてx1+…+xnが 既知なので、xn+1+…+xNの 推測問題

になる。観測された標本は、観測 されなかった部分 とどのような関係が有るのか?―

Godambe[59]等 の議論によれば、例1.7に おいてNeyman流 に考えた場合、母数は(x1,...,xN)

とみなす事ができる。 ここで確率は、ラベルについて付与されている事に注意すべきである。そ

して標本設計は、母数の値に依存 しない。すなわち母集団に対する仮定を置かない限り、全ての

x∈RNに ついてP (q、sq-1, λ) は定数である。この意味でラベルは、母数に関する情報を持ってい

ない。

このよ うな典型的状況で、Basu[12]は 最小十分統計量が (繰 り返 しを除いた) 観測値、すなわ

ちラベルとxの 組である事を指摘 している。一般に、母数に関する推測で差異を産まない情報は、

十分性の観点か ら等価である。つま りBasuの 結果 を解釈す ると、非復元で取る以上の標本設計

の工夫は情報縮約の観点か ら望めないとい う事になる。また尤度原理 (Birnbaum[16], Barnard et

al.[10]等を見よ) の立場からは、全ての標本設計は同等である。何故なら母数に関 して情報を持た

ない設計では、尤度関数が平らになる。そ して定数倍の尤度関数は 「統計的根拠」において同一視

されるので、尤度原理の支持者は標本設計に重大な価値を認めないのである。

ここまで、構造に関する仮定を用いない標本設計に対する経験的 ・原理的異論を見てきた。実際

効果的 とされ る標本設計は、母集団に関する既知の補助情報を利用す る。例えばSmith[189]に よ

れば、母集団に関する情報を明示的に取 りこんだ悪いデザインの推定量は、母集団に関する仮定を

用いない良いデザインの推定量を経験的に優越する。代表的な標本設計として層化抽出が挙げられ

るが、これは層内の同質性に関する既知の情報を利用する。 この場合Ericson[50]が 示唆す るよう

に、観測する値 と未知母数の間で、尤度 として表現されていない類似性をあてにしている。尤度原
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理の含意は、いかなる補助情報 も尤度に反映される形、すなわち確率モデルとして明示的に表現す

るべきだとい う事だろう。超母集団モデルは、方法としてこのような要請も満たす事が出来る。そ

してRoyall and Herson [144]曰 く、多くの標本調査での問題は便利かつ現実的に、適当な超母集団

モデル下の予測問題 として分析できる。

なお主観的ベイジアンの立場か らは、超母集団モデルは自然な仮定である。母集団を所与 とし

た標本抽出に関 して主観の介在する余地は無いので、問題は母集団の事前分布 となる。Ericson[50]

の定式化では、Xの 事前分布を次のように して求める。

ただ しF (θ) は (主観的な) 未知母数の事前分布である。 ここでp (X|θ) が、超母集団に対応する。

つまり今までの議論 との違いは、未知であった超母集団の母数に主観確率が付与される点である。

超母集団モデルそのものを事前分布 とみな して良いのではないかとも思 うが、Ericsonの 議論では

ラベルに関する交換可能性を母数 θ所与で各Xiが 独立同一分布に従 う事と考えている。すなわち

とするので、超母集団モデルを入れる意味がある。そ してこの事前分布の下で、(尤度原理を持 ち

出すまでも無 く) 標本から母集団に関す る事後分布の導出が可能となると主張されている。

Neymanは 母集団に関する偏見からの自衛 として、先見情報に依存 しない方法を導入 した。 しか

しその後の研究は、先見情報を利用する方向に進んでいる。問題は偏見と補助情報の区別を如何に

行 うかとい う事になる。これは 「代表的標本」が何かという問題 と同じ困難を抱えている。とはい

え各論の レベルで、使用する補助情報が真実から乖離 した場合の頑健性研究が行われている (例え

ばRoyall and Herson [144][145], Scott et al.[1561, Tam[201]を 見よ)。またおそらく補助情報の形

態の多様性から、各論をせざるを得ない。そ して超母集団モデルもまた、補助情報の形態の一つ と

して考える必要がある。

ここまでの議論を受けて、超母集団モデル ξの解釈を考えよう。原理的問題に触れた事からも分

かるように、唯一の答は存在 しない。確率に対する態度の違いによって、大きく三分類する。(a)

分布 ξは、実世界の確率的機構 ・過程を頻度的に記述する。(b) 分布 ξは主観的信念を表 した (ベ

イズ的) 事前分布である。(c) 分布 ξは、議論を明確にする為の単なる数学的道具にす ぎない。一

すなわちこの問題をつきつめると、統計学の基礎論に到達する。そ して基礎論は、本稿の視野を超

えるものである。これ らの一般的議論に代えて、次節で本稿における解釈を述べる事にする。

1.3 本 論 文 に つ い て

構造を仮定しない古典的アプローチが、寸法指標推測問題について実用に耐えない事を1.1節 で

説明 した。さらに前節の認識を踏まえて、我々は寸法指標推測問題についてどのようなアプローチ

を取るべきか。思 うにまず構造 として導入 したい先見知識を明らかに し、それを定式化するにふさ

わしい方法を考えるべきだろう。従って、応用分野に依存 した議論は避けられない。ここで探索的

データ解析がグラフの解釈を重視するように、我々の一義的認識は寸法指標のプロットからもた ら

される。
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図1.11 労 働 力調 査 よ り (例1.8)

例1.8 労働 力調査 (竹村[198])

関東周辺の9都 県における労働力調査 (1995年1月 分) の個票データか ら、竹村[198]は 匿名化の

程度を変えて7種 類のデータセ ットを作成 した。 レコー ド数nは27230で あ り、それぞれ寸法指

標が提供されている。

例1.8で 説 明 され てい るデ ー タセ ッ トにつ いて、縦軸 をlog (si+1) で 横 軸 をi-1と して描 い

た のが、図1.1で あ る。Case 1か ら7の 全て の場 合で、長 い右裾 が観 測で きる。そ してZipf [234].

Mandelbrot [115] 等 が 指摘す るよ うに、様々な分野の寸法指標 は例1-8と 同様 の傾 向を示す (他 に

5.4節 の 数値例 を参照の こと) の で あ る。

例 えば単語の使 用頻度、個人所得や都市 の人 口を、大 き さ順 に並べ る とす る。一般に、順序統計

量x(1)≧x(2)≧…≧x(n) で考 え よ う。 ここでr=1.2…nに つ いて、あ る定数Cが 存在 して

(1.10)

の よ うに書 ける とZipfは 主 張 した。様 々な分野 で この ようなデー タが観測 され る為、これ は 「Zipf

の 法 則」と呼ばれている。 この経験則は寸法指標 に関 して、以 下の よ うな含意 を持つ(Urzua [208])。

大 き さxの 事象 の相 対頻度 をf (x) と書 く。 この時大 き さxの 事象 の順位R (x)に つ いて、
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である。(1.10) が 成 立す るな らば、f(x)=c/n.1/x2と な る。 従って、寸法指標 に関 して

と主張 されてい る事 になる。 同様にPareto [131] は 、所 得分布 の研 究か ら

ただ しaは 適 当な定数、 としている。

残念なが らZipfの 法 則のあてはま りは常に良好 とは言えず、改善の試みが続け られている(Johnson

et al.[90]の11.20節 を見 よ) 。 従 ってlog Siがlogiに 比 例す る とい う仮 定 は強 す ぎるか も しれ な

い。故 に、よ り大 きな分布 のクラスを探 求の対象 とすべ きだ ろ う。例 えばZipfの 法 則 を分布 の凸

性 として理解すれ ば、 これが可能 とな る。

定義 寸法指標が

(1.11)

を満たす とき、凸であ る とい う。

定義 寸法指標が

(1.12)

を満たす とき、対数凸であるという。

例 えば (本 来 寸法指標は非負 の整数だ が) Si=1/i2で あ るな らば 、寸 法指標 は対数 凸で ある事

を示す こ とが出来 る。 なお 対数凸な らば凸で ある。 しか し凸性 は、一つ の可能性 に過 ぎない。 こ

こでは凸性 も含 めて経験的 に現れ る分布 の形状 を、厳密で はないが 「L字 型」 と形 容す る。 (なお

Simon [182] は これ を"J-shaped"と 呼 び 、Chen and Keller-McNulty [36]は"inverse-J shape"と

呼ぶ。) 応 用 局面では、 このよ うな先見知識 が利 用でき るだ ろ う。

とはいえ視野を応用の文脈に限る事で、本稿の主題は一般的な寸法指標推測問題ではなくなる。

この事は明記されるべきだろう。1.1節 で述べたように、一般的な寸法指標推測では不十分な精度

しか確保できていない。そのため議論をする余地が有るとい う事であった。これは直感的な意味で

情報の欠如が原因であり、構造追加の巧拙が議論の焦点になる。本稿では、応用分野の先見情報を

構造として追加する事に、一般性の喪失以上の意義を見ている事になる。そして本論文の目標は、

寸法指標推測応用問題で用いられる超母集団モデルの考察である。なおその他の寸法指標推測問題

へのアプローチは、ここでは追求 しない。しかし特にs以 外の情報が利用できる場合、複雑さを厭

わなければ推定を改善できるだろう。

個別応用分野の研究史は5章 でそれぞれ簡潔なサーベイを与えるが、近年の研究は盛んであると

は言えない。文脈の主流をなす統計的生態学モデルの理論的研究は、1980年 代には峠を超えたよ

うに見える。 しかし現在新 しい研究分野が、立ち上がる過程にある。Bethlehem et al. [15] は、個

票開示 リスクの超母集団モデルによる評価 とい う問題を提唱 した。そ して これが寸法指標推測問題

の一応用例だとい う事は、それほど広く知 られていない。故に個票開示 リスク評価の立場か ら包括

的に文脈を解釈 した文献は存在せず、他応用分野 との関連も十分明かにされていない。後に紹介 さ
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れる近年の著者等の研究は、これ らの疑問に答えようとするものである。本稿では更に各分野の文

献調査結果を、寸法指標推測問題 として統合する。特に知られていない最新の成果が各分野 と関連

している事を明らかにする事で、研究の活性化を計 りたい。

以下では私見を交え、分布形を限った超母集団モデルを応用す る意味を更に考察する。ここまで

の議論では、分布形 (L字) に関する先見知識を補助情報として使用するとい う事であった。そし

てこの先見知識が過去に繰 り返 し起きた事象に基づいていると考えれば、母集団を生成する確率メ

カニズムが同定の対象になるのは自然である。 この場合、Neyman流 の分析 とも自然に接続する。

しか しLehmann and Casella [108] の4章 で指摘 されているように、過去の構造が現在の問題 と共

通するかどうかの判断は"extrastatistical judgment"で ある。そのため補助情報が主観の記述だと

い う解釈 との差異は、極めて微妙である。だ とすると、ベイズ的解釈で良いかもしれない。

しかし漠然とした先見知識が事前分布 (この場合 ξ) として記述できるとは限らない。今回の問

題について言えば、我々の立脚点は 「L字」 とい う漠然 とした情報である。決 して特定の確率分布

だ とい う確信が有るわけではない。確かに事前分布は経験と利便性を勘案 して決めるものであり、

恣意的に選択 しても良いかもしれない。 しか し少なくとも、その母数に関する不確実性は分析の枠

組みに取 り入れるべきではないか。このように考えた場合、二つ方法が知られている。一つ 目がい

わゆる 「経験ベイズ」法で、母数をデータから推定する。この場合仮定される分布が頻度的裏付け

を持たない と、論理的整合性に疑問が残る。言いかえれば、主観を推定するのは奇妙である。なお

経験ベイズ法はモデルの誤特定について比較的頑健(Lehmann and Casella[108], Chap.4) と考え

られてお り、この点で望ましい。そしてもう一つの方法は、「階層的ベイズ」である。これは不確

実な母数が、主観によって定められる分布に従 うと考える。前節で言及 したEricsonに よる超母集

団モデルの解釈が、まさにこれに該当する。そこでは事前分布を主観的な (母数に関する) 混合分

布と考えていて、通常のべイズ法と本質的に変わらない。

結局ベイズか非ベイズかという 「踏絵」を踏まざるを得ない と思われる。本稿では、非ベイズの

枠組を採用する。すなわち、経験ベイズ法を用いる。なおBerger [14]が指摘するように、経験ベ

イズ法は母数の推定誤差を考慮 していない (この点は後に再考する) 。また階層ベイズはそのよう

な誤差を構造に取りこんでいる事になるが、その分計算が複雑である。著者は、利便性の観点か ら

前者を選択 したという事である。そもそもBergerも 言 うよ うに、事前分布の母数の誤特定の影響

は、事前分布の形状の誤特定に比べれば小 さい。なおBergerは 、他にもベイズ的方法論に関する

興味深い考察を与えている。

超母集団モデルアプローチの採用については、もう一つ別の論点がある。どのような補助情報が

使えるかという判断は、標本を見てから行 う事ではないか。少なくとも 「L字」という情報が使え

るかどうかは、標本の寸法指標構造sか ら見当をつける事が出来る (もし標本がL字 とかけ離れ

ていれば、本稿の方法は役立たずである) 。このように考えれば、予測アプローチが論理的に必然

となる。

著者の考える方法論では、L字 型のモデル集合を漠然 とした先見情報に対応するものとして提

供、データを見る事でL字 で良いと判断できるな ら、情報量基準等で集合の中からモデルを選択

す る。そして、選択 されたモデルによる推測を採用するとい うものである。なお 「推測」の詳細に

ついては3章 で考察 され る。

我々の前提であるL字 とい う曖昧な認識は、特定のモデルというよりモデルの集合によってより

正確に表されるのではないか。L字 という条件を満たすモデルを全て書き出す事は出来ないが、そ
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の中で使われた ・使えるモデルの リス トを示す事は出来る。著者のすべき事は リス トの整備だと考

える。なお実務家はリス トから適 当にモデルを取捨選択 して、集合を構成すれば良い。もちろんこ

のモデル集合の要素の数は、一つでも許 されるだろう (この場合モデル選択の議論は不要となる) 。

しかし直感的にはこの要素の数が多い方が、母集団に関する偏見について頑健 と思われる。なお著

者自身は、モデルは便宜的思考である以上、利便性 ・柔軟性の観点からモデル集合を構成する。 し

か しモデルは実機構の記述だと考えるので有れば、そのように解釈できるモデルのみ用いれば良

い。そ して選択 されたモデルの構造から、実機構について何 らかの洞察を得られるかもしれない。

さて、問題は固定 した集合からのモデル選択の方法である。選択のルールが妥当ならば、頑健な

枠組みになるはずである。なおモデル選択は統計学の重要な主題であり、他の文献で慎重に考察さ

れている。例えばAtkinson[7], Konishi and Kitagawa [106]を参照の事。Hoshino[80]で は現実の

個票データか ら寸法指標を推測す る際、赤池情報量基準 (AIC) をモデル選択基準として使用 した

が、これは一例で しかない。他に、ピアーソンのx2統 計量の使用例なども統計的生態学で散見 さ

れる。思 うにモデル選択基準は、デー タ分析者の責任において選択 され るしかない。

そもそも各応用分野での理論は、現実を抽象化 したものと考えられる。従って理論と現実の差に

関するいくつかの判断は、分析者の良識に任せざるをえない。本稿の問題について注意を喚起 して

おこう。まずL字 のような構造が繰 り返 されるとしても、せいぜい経験則でしかない。私見を述べ

れば、母集団の真の分布はそもそも特定出来ない。言いかえれば、実母集団における寸法指標の構

造がどのように生成されるかは、不可知である。表面的には中心極限定理を用いて説明する議論が

あるが、それは例えばどのように種が資源を分割するかという実構造の説明ではない。モデルを実

構造に対応 しているように解釈する事は出来る (そしてかなりの人々が解釈を重視 しているように

見える) かもしれないが、解釈が正 しいかどうかは誰にも分らない。

例えば後述 されるガンマのボアソン分布 (負の二項分布) は、多くの応用例を持つ基本的モデル

である。にも関わらず、Cassie [30] の主張するガンマ=ボ アソン分布の賢明な解釈は、経験的かつ

表面的な度数の記述である。何故ならAnscombe [6] が示すように、いくつかの異なる構造仮説か

らガンマ=ボ アソン分布モデルを導 く事が出来る。そして観測値sか らは、同 じ分布につながる

ような構造仮説は識別出来ない。特にBliss and Fisher [18] が指摘するように、相反する二つの構

造仮説から同じE (Si) の系列が生成 される例 さえ有る。またFeller[55]の2.4節 における、ロジス

ティック分布関数に関する警告を見よ。多くの相容れない理論モデルが同 じデータによって支持さ

れてきた実例が、ここにも紹介されている。もう一点注意 しておこう。分布のあてはまりが検定さ

れるとして、帰無仮説の受容は帰無仮説が正 しい事を必ず しも意味 しない。

要するに我々は、度数の表面的挙動か ら真の構造を特定できない。このように考えると、モデル

の解釈にこだわる意味は薄れる。そ して寸法指標の推測が一義的問題の場合、モデルに要求される

資質は、寸法指標の表面的挙動を柔軟に記述出来る事であって、実構造に関する解釈が出来る事で

はない。もちろん実構造に対応 しているモデルは柔軟な記述が出来るはずだが、柔軟なモデルを解

釈が分らないか らといって捨てる事はない。単に経験的に妥当であれば、考察する価値が有ると考

える。我々にとってモデルの価値は、標本と母集団の関係が明かになる事である。なお生態学分野

におけるモデルの記述統計学的使用を例に挙げたが、このような目的意識の下での分析手法は、必

ず しも寸法指標推測 という目的に適合 しない事も指摘 しておく。

結局、経験則を手もとのデータ、今回の事象に適用するか否かは統計学内の議論では決められな

い。どのようなモデル集合を作り、どのようにモデルを選択するか。利便性が個人的なものである
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以上、恣意性は必ず残って しまう。そして結果の解釈こそ万人の恣意に委ねられている。このよう

な中で我々の出来る事は、仮定から演繹の過程を明示する事である。超母集団モデルという形で仮

定を明示 して議論をすれば、最善が尽 くされたと考える。
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第2章 推測の方法論

本章では、ある超母集団モデル所与で寸法指標を推測する方法を考察 しよう。2.1節 では経験ベイ

ズ法の定式化、及び推測精度を議論する。2.2節 では本稿における標本分布の意味を明らかにする。

また2.3節 では、頻度のモデルと頻度の頻度 (寸法指標) モデルの関係について考察する。

2.1 推 測 の 精 度 に つ い て

まず1章 で議論 した方法論を、より具体的に記述 しよ う。標本データとしてS=(s1,…,sn)が

与えられたとする。また、このデータに適合するような超母集団モデルを選択 したとする。興味の

対象が適当なSiの 場合、推測値 とその精度についてどのように考えれば良いか。

大きさNが 既知の母集団に関する予測アプローチを試みる。この場合n個 体が観測されたもの

として、残 りのN-n個 体を推定対象 と考える。例えば観測された個体のラベルの集合

が得られたものとする。観測 されなかった部分のラベルの集合を

と書 く。つ ま り推 測は壷番号xl, 1∈rn, に つ いて行 われ る。 実現 している寸法指標は

と書けるので、予測アプローチを用いた寸法指標推測は

(2.1)

ただ しxlはl番 目の個 体 の推測 され た壷番 号、 とい う事 にな る。 ここでxl, l∈rn, は 、 観測値

xl, l∈Sn所 与 の条件 付分布P (∩l∈rn xl|∩l∈sn xl) か ら予測 され る。

しか し問題は、標本デー タ8に お いて壷番号を識別で きない事である。つ ま り(2.1)式 のI (xl=j)

の部 分 を評価出来 ない。従 って、標 準的な予測ア プローチ は適 用不可能 とい う事にな る。故に我々

は、予測量 を

(2.2)
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でお きか える事 にす る。 この よ うな推測 について意味 を検討 してお こ う。(2.2) 式 は 、 「新 たに大 き

さNの 母集団を (同 じ超母集団 か ら) 抽 出 した場合 の寸法指標si」 の 推測式 と形式的 に同等で あ

る。 つ ま り既 に観 測済み の値を 、推測値 でお きか えている。故 にこの ような場合 、xlを 条 件 付分

布P (∩l∈rn xl|∩l∈Sn xl) から推測 す るのは論理 的にお か しい。全 く新 たに母集団 を抽 出す ると して、

分布P (x1,…,xN;θ) か らxlを 得 るべ きで ある。 そ して標本Sは 、超母集 団 の母数 の推 定値 θを

得 る為に使 われ る。結 局、興味 の対象 が既 に抽出 され た母集団 だ として も、寸法指標推測 問題 で は

便 宜的 に別 問題 を考 えざるを得 ない と思 われ る。 もっ ともN>>nの 場 合、問題 の置 き換 え によ

る影 響 は限 られ る (そ もそ もN=nな らば超母集団 アプ ローチ を とらな くて良い)。 そ して (2.2)

式 の よ うに考 えれ ば、Fj=ΣNl=1 I (xi=j) と して

の よ うに問題 を単純 化出来 る。 つま り、Xlの 構 造まで遡 らな くて済む。本稿で は この よ うに考 え

て、頻度 のモデ ルP (F1,…,FJ;θ)、 ただ しθは母数 (ベ ク トル)、 を出発点 とす る。

予測尤度 アプローチ (Bolfarine and Zacks [19] の4章 を 見よ) の観 点か ら考 え方を整理 しよ う。

観 測値S=(S1,…,Sn) か ら未知母数 θと未知数Siを 推 測す ると考 える。未知 量の同時尤度関数 を

の よ うに表す。真 の興 味の対象Siの 予測尤度関数L (8i|8) は 、lsか ら θを除 く事 で得 られ る。こ こ

で θは局外母数であ り、これを除 く方法が異なれば異なる予測尤度関数 を得る。 ところがfrequentist

に とって、局外母数の問題 は非常 に厄介 であ る。例 えばBjornstad [17] で は 、局外母数 を除 く14通

り (!) の 考 え方が紹 介 され ている。 この ような状況で は、利便性 の観 点か ら手法を選ぶ の もやむ を

得ない と思われ る。従 って最 も単純 に考える と、θを最尤推定値 θ(S) で 置 き換 える事 になる。 この

よ うな方 法を 「推 定的 (Estimative) ア プ ローチ」 と言 う。す なわち、

と考 える。 しか しAitchison and Dunsmore [4] やButler [25] が 強調 す るよ うに、 この よ うな予測 尤

度は ミス リーデ ィングな まで に正確 になるだ ろ う。経験ベ イズ法が母数 の推 定誤差 を取 りこまない

の をBerger [14] が 批 判 した事 は既 に述べ たが、 これ は軌 を一 にす る指 摘で ある。 従って点 予測 は

ともか く、区間予測 の際は注意 が必要 とな る。

まず点予測か ら考え る事に しよ う。最大予測尤度予測 量は、LEstimative (Si|S) を最 大 化す るよ う

なSiで あ る。 また都 合 の良い事 に、標 本 とは独 立に大 き さNの 母集 団 を新 たに抽 出す る とい う

事なの で、Pθ(Si) のSiに 関す る最大化 を考えれ ば良い。 しか し必ず しもP (Si) が 容 易 に得 られ

るわ けではない。 また最尤予測値 が一意 に決 ま ると も限 らな い。 ここで我 々は決 定理論 的 に考 え

て、予測量Siの ベ イズ リスクを最 小化す る事 に しよ う。す なわち、 も し損失 関数 として 二乗誤差

(Si-Si) 2を 使 用す るな らば、 リスクEθ[(Si-Si)2]が 最 小になるよ うなSi*が 望 ま しい とす る。つ

ま りSi*=Eθ(Si) とす べ きであ る。 この時最小化 され た リスクは、分散V (Si):=E (Si2)-E2 (Si)

で あ る。なおP (Fj) を 用 いて表現 した寸法指標の一次 と二次のモ メン トは、以 下の通 りで あ る。

(2.3)
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(2.4)

故に我々はSか ら母数の推定値 θを得、

を予測値 と して用いる事にす る。以下 では この よ うに考えて、分布 に依存 したSiの モ メン トが示

され る。

問題 は区間予測 であ る。Bolfarine and Zacks [19] の5章 を 参考 に、Siの 予 測集合C (S) の 構 成 を

考 える。 まず θを 超母 集団モデルの母 数空間 と しよ う。定義 に素直に従 うと、0<α<1に つ い て

を満 たす よ うなCが 水準 (1-α) の信 頼予測集合 とい う事 になる。 これはSとSiの 同時分布 を考

えている。 また 区間予測 につ いては、許 容 (tolerance) 予 測 集合 とい う概 念 も有 る。 これ はS所 与

でのSiに 関す る条件付確率 に関する言明 と、 この条件付確率の 分布 に関す る言明 を区別す る。 具

体的 には、8所 与で (θに依存 して) Pθ(Si∈Cθ(S)|S)を 、Cθの 「被度 (coverage)」 とい う。 そ し

て被度 (1-γ) のCθに つ いて

を満 たす よ うなTを 、信頼係 数 (1-α)、 被度 (1-γ) の 許 容予測集 合 とい う。 しか し許容予測集

合 の概 念 は、一般的 とは言 い難 い。 故に実務 をに らんだ場合 、信頼予測集合 の構成 が重要 と思わ

れ る。

適 当なαを 所与 とす る。Pθ(Si) か ら、α2-α1=1-aと な るよ うに α1, α2分 位 点z (α1), z (α2)

を求 める。なおPθ(Si) が 解 析的 に求めがた い として も中心極限定理 が成立す る とみなせ ば、Siが

平 均Eθ(Si)、 分 散Vθ(Si) の 正 規分布 に従 う。 このよ うに して予測区間CEstimative=[z(α1), z(α2)]

を構 成 できる。信頼水 準をcl(θ)=Pθ(z(α1)≦Si≦z(α2)) と書 く。Cl(θ) が1-αに 近い保証は

無 いが、推定的アプ ローチの枠組みではそ のよ うにみ なす しかない。 しか し正確 に見 え過 ぎるとい

う指摘 の通 り、Bjornstad [17] で は 信頼水 準が大 き く1-αを 下 回る例が示 され てい る。正確 な区

間予測が必要な場合 は、 この よ うなアプ ローチ を用 いるべ きで はない。

母 数に関す る不確 実性 を反映するよ うに予測尤度 を構成すれ ば、 よ り正確 な区間予測が出来る可

能性 が有 る。Harris [73] に よ る推 定的アプ ローチ の拡張 を紹介 してお く。θ(S) の標 本 分布 の密 度を

fθ(・) と書く。 この場合 θの 変動 を考慮 に入 れたSiの 分 布 は

で表 され る。 しか しこれは母数 θに依存す るの で、標本 か ら得 た θで 置き換 えて利 用す る。 これ は

いわゆ るパ ラメ トリックブー トス トラ ップ法 (Efron [45]) で あ る。Siの 「ブー トス トラ ップ予測

分布 」は
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のように書ける。 もしfθ(θ) が解析的に評価出来ないとしても、所与の標本Sか らブー トス ト

ラップを用いて評価出来るだろう。 またHall et al. [71] は、推定的方法における被度の評価誤差

|Pθ(Si∈C)-Pθ0(Si∈C)| (ただしθ0は母数の真値) をブー トス トラップで修正 (calibration)す

る事 を提案 している。なおHall et al. によれば、精緻な予測尤度概念を用いても被度の評価誤差

は、ほとんど改善 されない。彼らの主張では、ブー トス トラップで修正をした推定的方法は精度と

利便性の点で現実的な選択肢である。モデルについて信頼予測区間は解析的に評価 しづらいが、実

際はブー トス トラップのような数値的方法で十分と考える。 これ以上の議論は分布の仮定に依存す

るので、ここでは扱わない。

なお区間推定に関す るここまでの議論は、モデル集合から特定のモデルを選択す る過程を考慮し

ていない。つまりモデルが一つ特定された後 (またはモデル集合の大きさが一の場合) の考え方を

示 している。残念ながら本稿では、モデル選択の不確実性を取り入れた区間推定を、十分に議論す

る余力が無い。ただそのような推定では、重度の複雑化は免れないだろう。事実上は、ブー トス ト

ラップのような数値的方法に頼らざるを得ないと思われる。 この議論は今後の課題としたい。

4章 ではモデルに依存 してSiの 期待値 と分散が示 されるが、分散を区間予測に使 う事は必ず し

も前提 とされていない。

2.2 母 集 団 と標 本

本節では以下の議論で使用 される標本設計、及び母集団分布 と標本分布の関係について一般的結

果を示 しておく。母集団が固定されている場合、「標本分布」は確率抽出の結果の変動である。 し

か し超母集団モデルアプローチでは、母集団が確率的に生成 される。そ して母集団が生成 されたと

い う条件付きで、標本設計を利用する。以下で 「標本分布」という用語は、標本の周辺分布を指す。

まず標本設計について、本節の記法は一章と同 じである。すなわちN個 体からなる母集団から

n個 の標本を抽出する。q番 目までに抽出された個体のラベルの集合をSqと 書く。q番 目の抽出で

ラベル λのついた個体が抽出される確率をP(q,sq-1,λ) と書く。設計一般の議論については、1.2

節の冒頭で挙げた教科書などを参照の事。特に生態学分野の標本設計については、別にSeber [157]

等を見よ。本稿では、母集団所与で以下の標本設計のいずれかを用いる。

定義 「非復 元単純無 作為抽 出」はq=1,…,nに つ いて

定義 「ベル ヌーイ抽 出」 では、q=1,…,Nに つ いて

但 しn0はNよ り小さい正の数である。

社会調査のように名簿が利用可能な場合は、標本が非復元単純無作為抽出 されたとみなすのは

自然な仮定である。それに対 しベルヌーイ抽 出では、標本数nが 期待値n0の 確率変数になる。統
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計的生態学では、単位時間内に光線などの しかけにはまった個体を観測す る場合が有る。 この時

標本数は偶然変動 とみなされるので、このような抽出方法を仮定するのが自然である。なおベル

ヌーイ抽出は、非復元単純無作為抽出の近似 として良く用いられている。呼称 についてはSarndal

et al. [153] に倣った。

現実には、複数の層から各個体が異なる確率で取られる場合も多い。しかし本稿では、全ての個

体が単層から等確率で取られるような設計を前提とする。これは結果の適用可能性を過度に制限す

るように見えるかもしれない。だが複層の場合でも各層の中では等確率で取られ る設計ならば、層

毎に単層等確率が前提の分析をして結果を統合すれば同じ事である。

次に母集団分布 と標本分布の関係について考察す る。確率変数Xi,i=1,…,N, が、それぞれ壷

番号 (1,2,…,J) を表す と仮定 しよう。すなわち実現値xi∈{1,…,J},i=1…,N, である。こ

の時寸法指標を評価するために、まず第j壷 内のボールの数

か ら考 える。 また標 本の ラベ ル集 合 と して 、sn={i1,…,in} が 得 られ た としよ う。

となる。まず母集団が固定されている場合の標本分布を評価 しよう。非復元単純無作為抽出の場合、

である。抽 出率n0/N0の ベ ルヌーイ抽 出の場合 は

である。標本抽出について(f1,…,fJ) は確率変数 と考えられているが、記法が煩雑になるので実

現値 と区別せずに記す。このような省略記法は、本論文を通 して用い られる。母集団が確率的だ と

して、標本の周辺分布は

(2.5)

と書 け る。本稿 では条件付 きでないP (f1,…,fJ) を 、 「標本分布 」と呼ぶ。所 与の超母集 団モデル

P (F1,…,FJ) か ら左辺 を明示的 に得 たいが、一般 に右辺 の評価 は簡 単 とは限 らない。利便性 の観

点か ら、計算が容易なモデ ルが望 まれ る。

も し標本 と母集 団が同 じ分布に従い、サイズに関する母数 のみ異なるのであれ ば便利 であ る。つ

ま りそれぞれ 、P (f1,…,fJ;θ,n) とP (F1,…,FJ:θ,N) で 表 され る (θは母数ベ ク トルに対応) な

ら ば良い。 この時 、母集 団モデルは標本抽出に関 して 「共役」 と呼ぶ 事にす る。共役 な分布族 の例

として、 「分割構造 (Partition structure: Kingman [1031)」 を持 つ分布 族が有 る。

分割 構造 について説明 しよ う。N個 のボールが確 率分布PNに 従 って、各壷に分配 されてい ると

す る。 ここで1個 のボール を1/Nの 確 率 で (一 様 に) 選 択 して取 り出す とす る。分割構 造が成立
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する場合 、残 りのN-1個 の ボール が分布PN-1に 従 う。分割構造 は再帰 的に、p1, p2, p3,…の よ

うな確 率分布列 として 定義 され る。 分割 構造 を寸 法指標 について言 い換 えれ ば、ΣNi=1 iti=Nを

満 たす全ての非負整数 の組 (t1, t2,…, tN) につ いて

が成立す る事である。Kingman [104] が 指 摘す るよ うに、分割構造 を持つ よ うなモデルな らば、PN

に 従 う母集 団か ら非復元単純無作為抽 出でn個 の標本 を取 った場合 、標本 分布はpnと な る。言い

かえれ ば無限母集団か ら直接n個 標本 を取 る際の分布 と、無限母集団 か ら取 られたN個 の母集 団

か ら非復元単純無 作為抽 出でn個 標 本 を取 る際の分布 が同 じとい う事 であ る。 このモデル は非復

元単純無作為抽 出に関 して共役 で あ り、(2.5) 式 の右辺 の評価 は問題 にな らない。

Takemura [199] は 、 共役性 の簡単 な十 分条件 を与えてい る。

命題2.1 (Takemura [199], Lemma 1) 個 体 の ラベル(1, 2, 3,…, N) の全 て (N!通 り) の 並 び替

え(i1,…, iN) につ い て母集 団分布 が不変 、す なわ ちP(x1,…, xN)=P(xi1,…, xiN) だ とす る。

この よ うな超母集 団モデルは非復元 単純無作為抽 出につ いて共役で ある。

命題2.1よ り、個体の ラベルが情報 を持 たない (交換 可能 な) モ デ ルで は非復 元単純無作為抽 出

の場合、所与のP (F1,…, FJ) のNに 依 存す る部 分 をnに お きか えれ ば、標本 分布P (f1,…, fJ)

を得 られ る。そ して応用 の際は、ラベル が情 報 を持たな いのが普 通であ る。本稿 では この よ うなモ

デルのみ扱 う。

例2.1頻 度 (F1, F2,…, FJ) が 多 項分布

(2.6)

但 しΣJi=1 λi=1、 に従 うとしよ う。 この時N個 の中か らn個 を非復 元単純無作為抽 出す る。 こ

こでN個 の個体を並び替えた と して も、母集団分布 (2.6) は不 変 である。従 って個体 のラベ ルは情

報 を持 たない。 故に命題2.1よ り、標本分布 は

のように書ける。―

次にベルヌーイ抽出の下での標本分布を考える。 この時周辺の標本数fjは 、所与のFjか ら確率

n0/N0で 抽出する二項分布に従 う。(2.5) 式のように考えて、容易に標本分布P (f1,…, fJ) が得 ら

れるようなP (F1,…, PJ) の条件を考えよう。ここで注意すべきなのは、N所 与で標本サイズnが

期待値N・n0/N0の 確率変数になる事である。従ってサイズ以外の形状を保存するような関係を

求めるな ら、母集団サイズが確率変数のモデルが必要になる。なお本稿では母集団サイズは既知の

情報である。それをNの 期待値 と考えて、E (N)=N0を 所与とする。この時標本サイズの期待値

はn0で ある。
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では、そのような都合の良い例を挙げよう。確率変数Xが 、平均N0λの ボアソン分布に従 うと

仮定する。 このようなXか ら抽出率n0/N0で ベルヌーイ抽出をして、結果として得 られる確率変

数をYと おく。

つま り、Yは 平均n0λの ボアソン分布に従 う。なお母関数 を用いた証明については例3.1を 見よ。

本稿で検討 され る頻度Fの 分布は混合ボアソン分布であ り、更にλを確率変数と考える(詳 しく

は3.1節 を見よ)。 このような場合、標本分布はN0をn0で おきかえて得 られる。言いかえれば、

混合ボアソン分布はベルヌーイ抽出について共役である。まとめると、以下の命題が成立する。

命題2.2確 率変数Xが 平均 λのポアソン分布に従い、また λがある確率分布に従 うとする。この

時、Xの 分布をF (X; N0, θ) と記述する。ただしθは、母数 (ベク トル) である。このようなX

から抽出率n0/N0で ベルヌーイ抽 出をして得 られるYは 、分布F (Y; n0, θ) に従 う。

要するにベルヌーイ抽出が自然な状況では、混合ポアソン分布のモデルが便利である。ただ先に

述べたようにベルヌーイ抽出と単純無作為抽出は、互いに近似的な関係にある。応用の際に厳密な

区別は必要無いかもしれない。

なお母集団サイズが確率変数のモデルで非復元単純無作為抽出を前提とするにはどうしたら良い

か。 このような場合、条件付母集団分布P (F1,…, PJ|N)か ら標本分布P (f1,…, fJ|n) を得ると

考える。必ずしもP (F1,…, FJ|N) が容易に評価出来るとは限らないが、サイズに関する条件付分

布 さえ得られれば、命題2.1が 利用できる。後に一部のモデルについて議論 されるだろう。

2.3 頻度 と寸法指標

ここまで寸法指標ではなく、頻度のモデルP (F1, F2,…, FJ) の標本分布を考察してきた。もし

Fjの 分布を決めると寸法指標の分布が一意に定まるな らば、寸法指標の標本分布を特別に考察す

る必要はない。以下ではそのような場合を示す。

単純に、各jに ついてFjが 互いに独立に同一な分布に従 うとしよう。この場合全てのjに つい

てP (Fj=y)=P (F=y) と表せ る。同時分布は

である。この場合組み合わせを考えて、寸法指標の分布

(2.7)
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が得 られる。これは無限項の多項分布である。つまりFjの 独立同一分布モデルでは、Fjの 分布か

ら寸法指標の分布が一意に定まる。そ して寸法指標の標本分布も、fjの 分布か ら一意に定まる。

次に寸法指標に関する極限定理を紹介 してお く。多項分布の任意の周辺分布は多項分布なので、

(2.7) において周辺Siは 二項分布に従 う。故に小数法則に対応する極限をとれば、Siの 分布はボア

ソン分布になるはずである。厳密に考えて、寸法指標 (S1, S2,…) の確率母関数は

となる。 も し適 当な非負 の実数ciに つ いて

(2.8)

ならば

で ある。 平均ciの ボ ア ソン分布の確 率母関数がexp ((z-1)ci) で表 され る事に注意す る と、以 下

の命題 が成 立す る。

命題2.3 (Engen [48]) 確 率 変数Fは 適 当な非負整数上の分布 に従 う。Fj,j=1,…,J, が 独 立かつ

同一にFの 分布 に従 い (2.8) が成 立する としよう。この時J→∞と すれば、寸法指標Si, i=1.2,…

の 極 限分布 は各i独 立 に平均ciの ボ ア ソン分布 であ る。

命題2.3の 成 立す る条件 (2.8) の意 味 は、E (Si) が 定 数に収束す るとい う事であ る。実は3.1節 で

明 らかに され るよ うに、Fが 非負整数 上の無限分解可能分布 に従 うな ら、条件 (2.8) を 満 たす よ う

な操 作が可能で ある。 この場合J→∞と い う極限 にお いて各セルでP (Fj>0)→0だ が 、命題

2.3よ り意味の有 るモデ ルが得 られ る。

命題2.3は 項 数が無限大の多項分布 か ら導 出 された が、有限項数 の場 合は以 下の よ うな結果 が知

られ ている。

命題2.4 (Johnson et al.[89], p.124) 多 項 分布 (2.6) に つ いて

とす る (λJ→1)。 この時N→∞と すれば、Fi, i=1,…,J-1. の 極 限分布は各i独 立 に平均

ciの ポ ア ソン分布 であ る。

命題2.4で 得 られるよ うな有限個の独立ボア ソン分布 か らなるモ デルは、「多重ボア ソン (multiple

Poisson) 分布 」 と呼ばれ ている。 多項 分布 (2.7) を (2.6) と比 較すれ ば、命題2.4が 命 題2.3の 有 限

項数版 となってい る事が分か る。
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頻度 (計数) デー タをモデルで記述する場合、非負整数上の離散分布を用いる事になる。3章 では、

このような分布によるモデ リング一般について議論をする。なお個別具体的な分布の下での寸法指

標推測については、次章で扱 う。3.1節 では、重要な離散分布のクラスである混合ボア ソン分布 と

複合ボアソン分布の関係をまとめておく。3.2節 では、度数が0の 集団をモデ リングする方法につ

いて述べる。

3.1 混合ポアソン分布 と複合ポアソン分布

実 は本稿 で取 り上げ る超 母集 団モデ ルは全 て、混合 ボア ソン (mixed Poisson) 分布 また はその

極 限 と関係 付 ける事が 出来 る。 従って個別 のモデ ルにつ いて議論 をす る前 に、混合 ボア ソン分布

の一般 的性 質 を確認 してお く。 なお 「混合 ボア ソン分布」 は、後述の 「複 合 (compound) ポ ア ソ

ン」 とは 区別 され る。た だGreenwood and Yule [65] 等 は 、"compound Poisson" を混 合 ポア ソン

の意 味で用いてい る。またSatterthwaite [154] に な らえば、複合 ボア ソンは "generalized Poisson"

と言 う。Godambe and Patil [60] で は "Poisson stopped sum" で あ る。 これ らの文脈 については 、

Feller [53] 及 びJohnson et al.[90](p.188, p.324) を見 よ。

2.1節 で は超 母集 団モデ ルの定義 に従い 、ボー ルiが 第xi壷 に所属す ると してxiは 確 率変数Xi

の 実 現値 と考えた。 離散的確率 を一般 に考 えれ ば、P (xi=の をi, jに 依 存す るよ うに定め るべ き

か も しれな い。 しか し応用 の際ラベルiは 情報 を持 たないので、確率P (xi=j) はjの み に依存す

る と考 える。す なわち全て のiに ついてP (Xi=j)=λj (ΣJj=1λj=1) とす る。 この場 合、母

集 団サ イズ所与 でN個 のボー ルを確 率 λj, j=1,…, J, でj番 目の壷に分配す るよ うな、多項分

布に なる。 つ ま り母集 団分布 は、以前例 にあげた (2.6) の よ うに書 ける。

なおKhmaladze [100] の 議 論 では 、多項 分布 の母数 (λ1, λ2,…, λJ) が ボ ールの総数Nに 依存 し

て変化す る。例 えばn個 の個 体がJ個 のセル に多項分布

に従 って分布す る と考 える。 この場合 λjれと λjNの 関 係 を仮定 しなけれ ば、母集 団に関す る推測

は 出来な い。Khmaladzeの 問 題 意識 は、(λ1n, λ2n,…, λJn) の推 測であ る。特 に興 味深 いの は次

の結果 だろ う。

命題3.1 (Khmaladze [100]) 以 下 で述べ る3条 件 は同値 となる。

・ 条件 (c1)
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・ 条件 (c2) あ るz<∞に ついて

・条件 (c3)

命 題3.1の 条 件 (c3) を解 釈す ると、λjnの 自然 な推定量fj/nが 必ず しも一致性 を持 たない とい う

事 である。この よ うな場合が "Large Number of Rare Events" と呼 ばれ る。もし母数 (λ1n,…,λJn)

がnに 依存せず固定 されてい るな ら、n→∞と すれ ば確率1で 各fj→∞で ある。従 ってs1→0

な ので条件 (c1) が 満 た され る事 はない。以 下では各 λjが 標本 数 に依 存 しな い として話 を進 める。

多項分布 (2.6) の 下 でj番 目の壷 に入 るボールの数の周辺分布 は、母数N, λjの 二項分布で ある。

す なわちj=1,…,Jに つ い て

(3.1)

である。 故に寸 法指標 の期待値 は (2.3) よ り、

であ る。特 に全 てのjに ついて λj=1/Jの 場 合 、

となる。なお全ての壷に入る確率が等 しい場合、寸法指標の同時確率は (4.61) で表 され、一般に

寸法指標の階乗モメン トは (4.62) のように評価出来る。

等確率多項分布の場合、

(3.2)

よ り 「L字 」の程度 を考察 しよ う。i=1,2,…と 増加す るにつれて (3.2) の 比 は

と単調に減少 してゆく。つまり各壷にボールが入る確率が等 しい多項分布の下で、平均的に寸法

指標は対数凸でない。対数凸でない寸法指標は、「L字」の記述においてはなだらか過ぎる事が多

い。少なくとも、平均的に寸法指標が対数凸となるモデルが必要である。 この場合一般に考えて、

母数 λjの変動を取 り扱 う必要がある。ここで一つの考え方は、(λ1…λJ) が数個の母数で記述

できるような分布に従 うとする事である。利便性の観点から (λ1,…λJ) の分布として良 く使用 さ

れるのが、ディリクレ分布である。この場合に混合分布 として得られる (F1, F2…FJ) の分布は

ディリクレ=多 項分布 (4.1節) と呼ばれる。
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多項分布モデルは異なるFj同 士で相関を持つ為、取 り扱いが必ず しも容易ではない。その為、

各Fjが 独立になるようなモデルも考えたい。 しかし周辺Fjの 分布を独立とした場合、総和 Σj Fj

すなわち母集団サイズNは 、確率変数になる。 この場合ベルヌーイ抽出の下で共役 となる分布が

望ましい。すなわち、命題2.2よ りFjは λj所与でボア ソン分布 に従 うとす るのが都合が良い。

これは多項分布モデルでFjが 従 う二項分布を、ボアソン分布で近似 していると解釈出来る。通常

」>>Nな ので、Fj>0と なるのは稀な事象であり、ボアソン近似は小数法則より正当化される。

つま りj=1,2,.…,Jに ついて周辺分布 (3.1) を、独立なボアソン分布

(3.3)

で近似するのが自然なモデルとい う事になる。なおここでも λjを確率変数 と考えて、混合ボアソ

ン分布を考える事が多い。Good [61]やSichel [174]は、同様な議論を用いて混合ボアソン分布の妥

当性を主張 している。また混合ボアソン分布は、分割表の解析に使われるボアソン対数線形モデル

と接続(Pauland Plackett [132] を見よ) 出来る点でも重要である。特に個票開示リスク評価分野

では、この切 り口は検討を要する。

加えて同質的集団における観測度数が、経験的にボアソン分布に近い事も重要である。Neyman [124]

は、同質的集団の度数をボアソン分布か二項分布 (これらの分布では分散が平均を上回 らない) で

記述する事は、検証 され る事を前提に 「非合理的ではない」と述べている。そ してボアソン分布の

あてはま りが不十分な集団を、非同質的であるとみなした。例えばWillmot [223] が指摘するよう

に、混合ボアソン分布の分散は平均より大きくなる (over dispersion) 。従って分散が平均より大き

い集団を非同質的 として扱 う事 と、整合的である。

ここでのアプローチは、λjの非同質性を別の分布で記述するとい う事である。つまり混合ボアソ

ン分布は、集団の集計的挙動に関す る 「十分柔軟な内挿式」の候補 として考えられると、Neyman

は主張する。なおNeymanは 「汚染 (contagion) 」とい う用語を、非同質的構造に用いている。た

だFeller [53] によれば、「汚染」 とい う用語は (a) 事象間の相関の形容と (b) 非同質性の形容で用い

られる事が有る。そ して混合ボアソン分布は、どちらのモデルとしても使われた実績がある。すな

わち構造 と表面的分布の対応が一意ではない。故に分布の表面的あてはま りから 「汚染」構造の有

無は判断できない と、Feller [53] は述べている。なお一章で考察 したように、我々のアプローチは

根拠を突き詰めると経験的あてはまりに依存する。従って以上の議論は、構造を問わない本稿の方

法論 と矛盾 しない。

なお頻度 (計数) データを説明す る有力な手法 として、ボアソン回帰がある (例えば興味深い応

用例を含むCameron and Trivedi [27] を参照の事) 。ボアソン回帰では、ある度数 (Fj) が従 うボア

ソン分布の平均母数 λjを適 当な変量で説明する。つまりjに 依存 した構造の違いをモデルに導入

している事になる。 これに対し本稿の方法論では、度数のレベル (λj) の散らば りを、同一分布か

らの実現値の散 らばりとみな している。各セルの属性の違いを同一分布からの実現値の散 らば りと

見なすなら、λjはjに 依存 しない。だとすれば、セルを同質的 (exchangeable) に扱 う本稿の方法

論で良い。逆にセルの属性所与で条件付きの推測をす るなら、ボアソン回帰の考え方が適切であ

る。本稿ではこれ以上考察 しないが、セルの属性を補助情報として用いれば、 (複雑になるとはい

え) 寸法指標の推測を改善できる可能性が有ろう。

混 合 ボア ソン分布 の 一般 的性 質 をい くつか述 べてお く。 ここで触れ られ ない性質 について は 、

Johnson et al. [90] の3章 ま たはHaight [70] 、Willmot [223] 等 を 見 よ。確率変数Fが 、平均 λの ボ
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ア ソン分布 に従 うと しよ う。 ここで混合す る分布 、すなわ ち λの 密 度関数 をf(λ)と す る.つ ま り

我々は分布

(3.4)

を考察する。λの分布をうまく選べば、「L字型」の記述が可能 となる。この時Fの 確率母関数は

(3.5)

の よ うになる (Gurland [68]) 。 なお 混合 した分布 のラプラース変換 は

である事が分かる。

Paul and Plackett [132] は一 般の混合 ボアソン分布 について、近似 を考 えている。す なわちE (λ) =

μと して、V(λ)=σ2が 小 さく高次 のモ メン トが無視 で きる場合 、

な の で 、1/y!・dyG(z)/d2y|z=0を 評 価 し て

(3.6)

ただし▽はyに 関する後方差分演算子(例 えば ▽y=y-(y-1))で ある。

混合ボアソン分布の利点として、ベルヌーイ抽出の下で標本分布が簡単に求め られ る事 (命題

2.2) の他、モメン トの導出が容易な事があげられる。Ottestad [130] によれば、混合ボアソン分布

のr次 階乗モメン トは、混合された分布の原点周 りのγ次モメン トになる。更に踏み込んだ結果を

以下に示す。

命題3.2 (Maceda [113]) 分 布 (3.4) につ いてモメ ン トが存在す る と して、

(3.7)

ただ しF(r)=F (F-1)…(F-r+1) で あ る。 また逆 に全ての次数rに つい て(3.7)が 成 立す る

な らば、 (3.4) で な けれ ばな らない。

命題3.2を 言いかえれば、階乗積率母関数が混合される分布の積率母関数 と等 しい事が混合ポア

ソン分布の必要十分条件 という事である。 (3.7) についてはE (F (r) 位λ) =のλrか ら両辺の期待値をと

れば、簡単に確認できる。

また混合ボアソン分布は、混合 され る分布が単峰ならば単峰になる。絶対連続な確率変数の密度

関数をf (x) としよう。 もしf (x) がx0の 右では単調減少、左では単調増加するよ うなx0が 存在

するなら、この確率変数は単峰な密度を持っ と言 う。また離散の場合を考えよう。まずZを 整数

の集合とする。集合{θ0+kθ|k∈Z}の 上で、kに 依存 して確率pkが 決まる確率変数を考察する。

もし椀 よりもkが 小さければpkが 単調に減少 し、大きければ単調に増加するよ うなk0が 存在す

るとしよう。このような確率変数を単峰格子変数 とい う。
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命 題3.3 (Holgate [78]) 分 布 (3.4) に つ いて 、密度f (λ) が 絶 対連続 かつ 単峰 、λ≧0だ とする。 こ

の時確 率変数Fは 、単峰格 子変数 にな る。

命題3.3よ り、L字 型の連続分布にボアソン分布を混合 した場合、L字 とい う形状は結果 として

得 られ る離散分布でも保たれ るように見える。

次に複合ボアソン分布について、Feller [54] の268ペ ージ以下の議論に従って話を進める。{Xz}Nl=1

が互いに独立に同一な正の整数上の分布に従 う確率変数列とする。

(3.8)

と書 く。もしNが 各Xlと は独立にボアソン分布に従 うなら、SNの 分布を 「(Xtを クラスター分

布 とす る) 複合ボアソン分布」と呼ぶ。仮にNが 平均 μのボアソン分布に従 うとしよ う。 この時

Xl.1=1,2,...,の 確 率 母 関 数 を

ただしpi=P(Xi=i)と 書 く。条件付期待値および確率母関数の畳み込みに関する性質を利用し

て、複合ボアソン分布の確率母関数は、

(3.9)

で表 され る。 同 じ事だ が、 この よ うな確 率母 関数 を持つ非負 整数上 の分布 を複合 ボア ソン分布 と

呼ぶ。

Steutel [193] が 、複 合ボア ソン分布 の必要条件 と十 分条 件をま とめてい る。そ の特徴 を一言で言

えば、裾が長 い分布 とい う事 にな る。特 にWarde and Katti [212] に よれ ば、非負整数上の分布に従

う確 率変数FがP(F=0)≠0,P(F=1)≠0を 満 たす と して、 も し{P(F=i)/P(F=i-1)}∞i=1

が 単 調非減 少系列 な らば、Fは 複 合ボア ソン分布 に従 う。故 に以下の命題が成立す る。

命題3.4Fj, j=1,2,…,J,が 互 いに独立 に同一 の非負整数上の分布 に従 うとす る。 またP(Fj=

0)≠0.P(Fj=1)≠0と す る。 この時 、も し平 均的 に 寸法指 標 が対 数凸(1.12)、 す な わ ち

{E(Si)/E(S,-1)}∞i=1が 単調 非減少 な らば、Fjの 分 布は複合ボ ア ソン分布 であ る。

命題3.4を 示 す には

に注意 して、Warde and Kattiの 十 分条件 を用 いれ ば良い。本命題 によれ ば、L字 を記述 出来 るモ

デル の多 くが複合 ボア ソン分布モデル とい う事 になる。

なお複 合 ボア ソン分布 は一般化 (generalized) ボ ア ソン分布 とも言われ る。 ボア ソン分布の確率

母 関数 をH(z)=exp(λ(z-1))で 表 そ う。 この時g(z)で 定 義 され る分布 を クラスター分布 とす る

複合 ボア ソン分布 の確 率母関数 は、H(g(2))で あ る。 この場合g (z)は 、 一般化す る(generalizing)

分 布 と呼ばれ る。 なお例3.1.3,2に 見 られ るよ うに、適 当な制約 を入れ なければ複合ボア ソン分布

は一意 に定 ま らない。 以下で はg(z) を正 の整 数上の分布 としよ う。
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例3.1ベ ル ヌ ー イ 抽 出 (Feller [54], p.268)

確 率変数Nが 平均 λの ボア ソン分布 に従 うとす る。 またNと 独 立に確 率変数Xl,l=1,2,…,N.

が 、 互い に独 立に同一な (非負 整数上の) 二項 分布

に従 うとする。Xlの 分布の確率母関数は

で あ り、 この場 合SN (3.8) の 確 率母関数 は

で ある。す なわち、平均 λの ボア ソン分布 に従 うNに 確率fの ベ ルヌーイ抽 出を適 用すれ ば、平

均fλの ボア ソン分布にな る事が示 された (命題2.2を 参 照せ よ) 。

正 の整数 上の分 布 にす る為、Xlが 従 う二項分布 か ら0を 切 り落 とそ う。 この場 合 、確 率1で

Xl=1と な る。 も しXl,l=1.2…N, が 互 いに独立 に確率1で1と な ると した ら、Nが 独 立な

平均 λ'の ボア ソン分布 に従 うとして、総和SNの 確 率母 関数 は

と な る 。 も しfλ=λ,な ら 、C(z)=H(z)で あ る 。 ―

例3.2 ボ ア ソン ・パ スカル分布 (Willmot [225] )

非負整数上の分布である負の二項分布 (パスカノヒ分布) の確率母関数は、

で表 される。これを一般化する分布 とする一般化ボアソン分布の確率母関数は

である。また負の二項分布のゼロ切 り落とし分布の確率母関数は

である。これを一般化する分布とする一般化ボアソン分布の確率母関数 を

で表す。 ここで も し

な ら ば 、C(z)のH(2)で あ る 。 ―
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複合ボア ソン分布の確率母関数 (3.9) を2の べき乗で展開すると、次のように書ける。

た だ しih.h=1,2…,は 正 の 整 数 で あ り、ti,i=1.2,……は 非 負 整 数 で あ る 。 ま た

従って確率変数Fが 複合ボアソン分布 (3.9) に従 う場合、確率関数は

とな る。 この結果 はJohnson et al.[90]の (9.44) 式 と同等であ る。また確率母 関数 を繰 り返 し微 分

す る事 で、確 率 関数 は漸 化式で表 され る。 同 じくJohnson et al. [90] (p.352) を見 よ。

ところで複合 ボア ソン分布 の確 率母関数は全て の 自然数nに ついて、

ただ しGn(z)も ま た複合 ボア ソン分布 の確 率母 関数 、 とな る事が分 か る。一般 に全て の 自然数n

に つ いて、 ある分布の特性 関数が別 の分布 の特性関数 のn乗 で表 され るな らば、 「無限分解 可能」

と言 う (例 え ばCramer[39]を 見 よ) 。 これ はつ ま りn回 の畳み込み で表 され る とい う事 であ る。

複合 ボア ソン分布 は無 限分解 可能で あ り、更にL6vyの 定 理 によれ ば、非負 整数上 の無 限分解 可能

分布 は、複合 ボア ソン分布 に限 られ る(Feller [54]の12.3節 、及 びJohnson et al. [90] (p.323) を 見

よ)。 これ を言い換 えた のが以 下の命 題で ある。

命題3.5 (Levyの 定理) 非負整数上の分布が無限分解可能である事の必要十分条件は、その確率

母関数G(z)が (3.9) のように書ける事である。

例 え ばNl.1=1.2.3, が 従 うボ ア ソ ン 分 布 の 平 均 をtlと し よ う。 こ の 時t3=t1+t2な ら ば 、

(3.10)
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が成立す る。 また このような性質が成立するのは、複合ボア ソン分布だけである。Herdan[76]の

経験では、任意の文法上の区分の中 (壷の部分集合の上) で単語の頻度分布は、それらを集計 した

場合 (全壷の上) の分布 と性質が大きく異ならない。Herdanは この事から、語数のモデルは複合

ポアソン分布でなければならないと主張 している。

興味深いのは、同時に混合ボアソン分布かつ複合ボアソン分布の場合が有るという事である。例

えばMaceda[113]は 、混合ポアソンかつ複合ポアソンとなる例が無限に作れる事を指摘 した。複

合ポアソン (3.8) について、非負確率変数Xi,i=1.2,...,の 階乗積率母関数を φ (2) とする。Nが

平均 μのボアソン分布に従 う時、SNの 階乗積率母関数は

FM (z)=exp(μ(φ(z)-1))

と書ける (先ほ どの確率母関数の導出 と同様)。 ここで適当な確率変数について、積率母関数を

ω (z) としよう。

M (z)=exp (μ(ω(z)-1))

も、この時積率母 関数 になる。命題3.2よ り、SNの 階 乗積率 母関数FM (z) が 積 率母関数M (z) に

等 しければ 、SNはM (z) に よって定義 され る分布で混 合 された ボア ソン分布で ある。そ して今度

は φ (2) を確 率母 関数 とみなせば、FM (2) は 確 率母 関数 とな る。つ ま りFM (z) に よ り、複 合ポア

ソン分布が定義 され る。 このよ うに考 えれ ばSNの 分 布 が、混合ボア ソンかつ複 合ボア ソン となっ

てい る事 が分かる (以 下 の例3.3を 参 照 の事)。 その他の例 につ いて はWillmot[223]を 見 よ。

例3.3負 の 二項 分布 (Willmot[223])

形状母数 α、尺度母数 βを持つガンマ分布の積率母関数は

Mgamma (z)=(1-βz)-α

で表 され る。確 率母関数Gと 階乗積率母関数FMの 間 にはFM (z)=G (1+z) とい う関係 が有る

(Johnson et al.[90],p.49) の で 、Mgamma (z) を 階 乗積率母 関数 とす る分布 の確 率母 関数 は

Gnb (z)=(1+β(1-z))-α

で与えられる事になる。これは負の二項分布 (ガンマ=ボ ア ソン混合分布) の確率母関数である。

この確率母関数を書き換えて、複合ボアソン表現を得る。すなわち

Gnb (z)=exp (μ(g(z)-1)),

ただ し

(3.11)

である。この場合g (z)は 対数級数分布
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ただしc=-(log(1/(1+β)))-1、 を定義する確率母関数になっている。すなわちGnb (z) とい う確

率母関数は、混合ポア ソン分布 (3.4) においてf (λ) がガンマ分布の場合、および対数級数分布を

クラスター分布 とす る複合ポアソン分布 を規定 している。

逆にg (z) を階乗積率母関数 とみなせば、その分布の確率母関数は

で表 され る。 ここで

G (z)=exp (μ (h (2)-1))

が、ガ ンマ 分布 の積率 母関数Mgamma (2)と 等 しい事 を確認 出来 る。―

実はMaceda[113]に よれば、混合ボアソン分布 (3.4) が複合ポア ソン、すなわち非負整数上で無

限分解可能な必要十分条件は、混合される分布が無限分解可能な事である。例えばガンマ分布は無

限分解可能であ り、ガンマ=ポ アソン分布も無限分解可能である。

任意の複合ポアソン分布は、各Siが 独立なポアソン分布に従 うとして、適当な Σ∞i=Siの 分

布で表す事が出来る。Xの 確率母関数が (3.9) で表されるとしよう。この時

と書 ける(Johnson et al.[90],p.323)。 平均 μpiの ボ ア ソン分布 に従 う確 率変数 をSiで 表 す。 ここ

でexp (μpi (zi-1))は 、i×Siの 確 率母関数 である。す なわ ち、寸 法指標Siが 平 均 μpiの ポ ア ソ

ン分布 に従 って いる時 に発生す る個体数i×Siの 分 布 と解釈 出来る。 そ してG (z) は 、 各i独 立 と

してi×Siの 総 和 の分布 を表す。 この よ うなSi,i=1.2,…, が そ れぞれ独立 なボア ソン分布 に従

うモデル は、 「畳み込み ボア ソン分布 (composed Poisson distributions)」 と呼ばれ る。

複合 ポア ソン分布 が畳み込み ポア ソン分布で表 され るとい う性質は、超母集 団モデル構築 で大 き

な意 味を持つ。Fj, j=1.2,....J.が 任 意 の非負整数上 の同一無限分解可能分布 に各j独 立に従 う

と しよ う。Fjの 分 布 の積率母 関数を (3.9) で 表 す。 この場合母集 団サイ ズNの 積率母 関数 は

exp (Jμ (g (z)-1))

となる。すなわち独立な ろFj総 和である母集団サイズNは 、やはり無限分解可能分布に従 う。従っ

て無限分解可能なFjで 構成 された母集団モデルにおいてNの 分布は、独立にボアソン分布に従 う

Siとiの 積の総和 とい う解釈が成立する。

例3.4負 の 二項分布 (例3.3よ り続 く)

例3.3に おいて、g(z)が 規定する分布は対数級数分布であった。従って負の二項分布の確率母関数

は以下のように書ける。
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ここでFj.j=1,…, J, が負の二項分布に従 うよ うな母集団モデルを考えよう。母集団サイズN

の挙動を求めるためにG (z) をJ回 畳み込む と、平均母数 μ=αlog (1+β) をJ倍 す る事になる

(負の二項分布が畳み込みに関して閉じているという事である)。 この場合Nの 分布はやはり無限

分解可能となり、各Siが 独立なポアソン分布に従 う場合の ΣiSiの 分布 とい う解釈が出来る。―

ではFjの 分布が無限分解可能でない場合に、Nの 分布は無限分解可能だろ うか。 もしNの 分

布が非負整数上の無限分解可能分布であるならば、前述のLevyの 定理よ りその確率母関数は (3.9)

のように書ける。 この時Fj,j=1.2….J, が互いに独立同一分布に従っているならば、その分布

の確率母関数は

(3.12)

となり、無限分解可能でなければならない。すなわち 「Nの 分布が無限分解可能ならば、Fjの 分

布は無限分解可能である。」この命題の対偶をとれば、「Fjの分布が無限分解可能でないな らば、

Nの 分布は無限分解可能でない。」とい う事になる。

しかしFjの 分布に無限分解可能性を仮定 していない命題2.3の 議論でも、仮定 (2.8) を満たせ

ばたたみこみボアソン分布が得 られるとい う事であった。 もしSi,i=1,2,...,が 互いに独立に平

均ciの ボア ソン分布に従 うなら、Nの 分布は確率母関数

(3.13)

で表 され る。 そ して もし Σ∞i=1 ci=C<∞な らば、

Cc (z)=exp (C (gc(z)-1)).

ただ し

と書き直す ことが出来る。ここで Σ∞i=1ci/C=1,ci≧0な ので、gc (z)は 確率母関数と考えられ

る。この場合、Nの 分布は無限分解可能である。これはあくまでも極限についての話なので、前

段落で述べた事 と矛盾はしない。ただ し命題2.3の 仮定 (2.8) と無限分解可能性の関係を考察 して

おくべきだろう。

任意のJに ついて

(3.14)

が 成 立 す る と し よ う。 た だ し 各ci.i=1.2.....は 非 負 の 定 数 で あ る 。 こ の 場 合 、
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である。すなわち (3.14) が成立する場合、Nの 期待値はJに 依存 しない。故に命題2.3の 仮定

(2.8) が成立すれば、J→∞と い う極限においてE (N) はJに 依存 しない。なお極限において、

Nの 分布の確率母関数はGc(z)で ある。これを微分してE (N)を 求めても、同じ結果が得 られる

(Satterthwaite[154]を 見よ)。

逆にE (N)を 定数 としてJ→∞と した場合、何が起こるのだろうか。 このような極限操作を、

以下では 「小数法則」と呼ぼ う (これは二項分布からポアソン分布を導出するのと同等な極限操作

である)。」→∞と い う操作は、Jが 非常に大きい場合の近似と解釈出来る。個票開示の分野では

ナイーブに決まるJが 非常に大きい (例えば佐井 ・竹村[149]で はJ=5.644×1012) ので、「小

数法則」の適用は妥当である。 また後述 され るが、モデルか らJへ の依存を除去する事には重要

な意義が有る。

条件 (2.8) を満たすモデルについてJ→∞な らばE (N) は定数になるので、そのようなモデル

について小数法則を適用した場合にはたたみ こみポアソン分布が得 られる。そもそもE (N) が定数

からば

であ り、右辺はJに 依存 してはならない。すなわち

でなければならない。だがこのような条件を満たす場合は、明らかに無数にある。従って意味のあ

る結果を得るには、より限定的に考える必要があろう。

E (N) がJの 変化について定数 となる場合として、Nの 分布がJに 依存せず変化 しない場合が

考えられ る。これはそもそもNの 分布が無限分解可能 とい う事に他ならない。例えばNの 確率母

関数が (3.9) ならば、Fjの 分布の確率母関数は (3.12) であり、無限分解可能 となる。実はLevyの

定理 より、Jに 依存 しないようなNの 分布は複合ボアソン分布に限 られる。すなわち、以下の命

題3.6が 成立する。

命題3.6 (Hoshino[82],Remark 1) Fj, j=1.2,…,J.が 互 いに独立 に同一の非負整数 上の分布 に

従 うとす る。 もしN=ΣJj=1Fjの 分 布 が全 てのJに ついて変化 しない とした ら、Fjお よびNの

分布 は複 合 ポア ソンに限 る。

従って、Fjが 非負整数上の無限分解可能分布に従 うようなモデルの挙動を明らかにする事は重

要である。今度はそのようなモデルについて、小数法則を適用しよう。 この時たたみこみポアソン

分布が得 られる (正確には、以下の命題3.7が 成 り立つ)。 ここではJμを 固定することが母集団

分布を固定すること、すなわちE (N) を定数 とす る事と等価である。

命題3.7 (Hoshino[82].Theorem 1)Fj,j=1.2……J, が 互 いに独 立に同一 の非負整数 上の分布 に

従 い、その確率母 関数 が (3.9) だ とす る。 ここでJμ=Aと して固定す る。J→∞(μ→0) の極

限で、Si.i=1.2.....は そ れ ぞれ独立に平均Apiの ポ ア ソン分布 に従 う。

混乱 しがちなので、注意 しておこう。式 (2.7) で示されるように、Jが 有限の時に寸法指標の同

時確率は、独立なポアソン分布の積ではない。確率変数XとYの 分布が等 しい ことをXd=Yと
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書 く。 そ して確率変数Tiが 、 平均Apiの ポ ア ソン分布 に従 うとす る。命 題3.7の 状 況で 、全ての

Jに つ いて

が成立す る。 しか しJ<∞に つ いて

とい う事である。ただしd≠は分布が異なる事を表す。

例3.5負 の 二項分布 (例3.3よ り続 く)

Fj,j=1.2,…,J, が確 率母関数Gnb (z) で表 され る負 の二項分布 に従 うとす る。g (z) は 対 数級 数

分布 の確 率母関数で 、θ=β/(1+β) とお けば

と な る 。 こ こ でJμ=Aを 固 定 して 、J→∞と す る 。 極 限 でSi,i=1.2,....は 互 い に 独 立 に 平 均

のポアソン分布に従 う (後述の対数級数モデル)。 ―

命題3.7の 重要性は、(適 当な正則条件を満たす) 任意のL字 型曲線を確率モデル として正当化

できる事にある。つま り本論文の方法論においてモデル構築は、パラメ トリックな曲線の構想に問

題を縮小できる。i=1,2,...に ついて、Siがciに 比例するような形状 を 「L字」として考えてい

るとしよう。曲線を連続関数f(・)と して考えているならば、ci=f (i) とすれば良い。ただ し

でない と母集団モデルとして意味がない。この時

であ り、(3.13) 以 下 の複 合ポア ソン分布 に関す る議論 を用 い ることが 出来る。F1,F2....,FJが 互

いに独立に同一分布 (3.13) に 従 う場合 、JC=Aを 固 定 してJ→∞と しよ う。命 題3.7よ り、極

限で各Siは 互 いに独立に平均Aci/Cの ポ ア ソン分布 に従 う。つ ま りE (Si) ∞ciと な って、望 ま し

い形 状が得 られた ことにな る。 しか も各Siが 独 立なポア ソン分布 に従 うとい う簡潔な構造 は、応

用 の際の数値評価 を容易 にす る。
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例3.6 Zipfモ デ ル (渋 谷 [169])

Zipf分 布 の確 率関数は

のように書ける。 この分布の確率母関数 は

とな る。X1, X2,...が 互 いに独立 にZipf分 布 に従 うとす る。 この時 (3.8) の 分 布、す なわちZipf

分 布 を クラスター分布 とす る複合 ポア ソン分布 は正の μに つ いて

とい う確率母 関数 で表 され る。Fj, j=1.2.....J, が 互 いに独 立に同一な この分布 に従 うとしよ う。

小数法則 の結果 として、

を満たす極限分布を得る。―

ではどのような 「L字型」の {ci} ∝i=1を用いるべ きだろうか。そのような系列は、適当に基準化

すれば正の整数上の分布になる。従って、既存の離散分布に関する研究成果を援用すれば良い。正

の整数上の分布のクラスとして、例えばベキ級数 (Power series) 分布が考えられる。確率関数が正

のベキ母数 θについて

(3.15)

ただ しax≧0で

の よ うに書 ける場合 にベ キ級 数分布 とい う。 詳 しくはJohnson et al.[90] の2.2節 を 参照せ よ。任

意のゼ ロ切 り落 としベキ級数分布 は、P (X=0)=0を 満 たす よ うなベキ級 数分布 である。従って、

正 の整 数上 の分布 として もベ キ級 数分布 を用い るこ とが出来 る。なおベ キ級 数分布 (3.15) の 確 率

母 関数 は、

のように書ける。例えば対数級数分布の確率母関数が (3.11) で与えられている。ここで

と見れば、対数級数分布がベキ級数分布のクラスに属することを確認できる。

ベキ級数分布のクラスは、多くの基本的離散分布を含む。従ってベキ級数分布のクラスの中で、

望ましい分布の選択を議論する事は重要である。もちろんこれは一章で考察 したように、データに

依存する。故にデータが特定の分布が要求する構造に近いか否かを、判断する事になる。ここで

もっとも簡潔かつ有効な方法として、データの図示について考察 しよう。



36  第3章 頻度データのモデリング

表3.1: 標 準ベ キ級数分布 の性 質 (Wani and Lo [211], Table 1)

Dubey [44] お よびOrd [128] は 、 あ るベキ級数 分布の確率 関数P (x) につ いて、

がxの 線形 関数 とな ると指摘 した。 この議論 を受 けてWani and Lo [211] は、 適 当な定数a, bに つ

いて

とな るベ キ級数分布 を 「標準ベ キ級数 (Standard power series) 分 布 」 と呼んだ。 この クラスには

少な くとも、二項分布 、ポア ソン分布、負の二項分布 、対数級数 分布 、拡 張負の二項分布 が所属 す

る。 これ らの分布 について、直線rx=ax+bの 切 片 と傾 きが満たす条件 を表3.1に ま とめてお く。

標準ベ キ級数 分布の確率 関数 について、P (x)=pxと 書 く。Si∝piを 視 覚的 に確認 す るには、

がiの 線形関数か否かを判断すればよい。実際は標本寸法指標 について

を縦軸、iを 横軸にとって図示する。si-1=0の 時は、例えばsi-1=1と すれば良いだろ う。線形
性の視覚的確認は厳密ではないが、費用対効果の優れた手法 と考える。また傾きと切片に関する制

約条件か ら、(最小二乗法を用いるまでもなく) その正負を見ればあてはめるべき分布の見当が付
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く。例えば表3.1に 示された分布の中で、切片と傾きが共に正で有 りうるのは負の二項分布のみで

ある。故にデータセット {(i, ρ,)｜i=1, 2,…} にあてはめた直線の傾き、切片が正ならば、負の二

項分布をクラスター分布 とする複合ポアソン分布から派生するモデルが有力な候補となる。

実は 「L字」の記述という観点から、標準ベキ級数分布の中でも使える分布を更に絞る事が出来

る。 これについては

について望ましい変化を考える方が分か りやすい。もし標本寸法指標を対数凸と考えるなら、定義

(1.12) より

でなければな らない。故に ρi=ai+bな らば、標本寸法指標が対数凸 とい う事は

と同値 となる。これが成立するには わが非正でなければならない。表3.1よ り二項分布 とポアソン

分布のbは 正である。従ってこれ らをクラスター分布 とする複合ポアソン分布から構成されるモデ

ルの極限では、(平均的に) 寸法指標は対数凸ではない。 「L字」の中でも歪みの強い対数凸のクラ

スは経験的に有力な候補なので、これを満た さない分布は適用可能性で劣る。また実データでは、

傾きaは しばしば正である。図3.1か ら3.7は 、例1.8の 労働力調査データセッ トについて、横軸

をi=2, 3,…、 縦軸をρiとしてプロットしたものである。それぞれ直線を当てはめた場合、切片

は0の 周辺で正か負か定かでない。しかし全ての場合に、右上が りの傾向が見られる。二項分布や

ポアソン分布の場合、傾きは非正である。従って これ らの分布 をクラスター分布 とす る複合ポアソ

ン分布を、本稿ではモデル として考察しない。

なお本節の冒頭で考察 した多項分布の場合、(3.2) を変形 してi=1, 2,…, Nに ついて

となる。これ をiに 関する線形関数 と見た場合、切片N/(L-1) は正である。従って既に確認 した

ように、この場合の寸法指標は平均的に対数凸ではない。

ここまで母集団サイズNが 確率変数となるモデ リングを、主に考察 してきた。次はNが 定数 と

なるモデ リングを考察する。標本抽出の名簿が固定 されている場合には、Nが 定数 とい う仮定は

期待値を制約す るよりもリアルである。 しかしこのようなモデルは、必然的に組み合わせ論的評価

を伴い、操作が容易 とは限らない。そもそもセル間の従属性がモデル構築を複雑にする為、各セル

で ろ が独立という母集団サイズが確率変数 となる場合を考察してきたのだった。以下ではNが 固

定されたモデル構築の一般的議論をする。 しか し、結果として得られるモデルが解析的に扱いやす

いか否かは個別的問題である。

母集団サイズが固定されたモデルを構築する一つの方法は、Nが 確率変数のモデルについて、N

所与の条件付分布を求める事である。つまりJが 有限のモデルならば

または
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図3.1: 労働 力調 査 より (竹 村 [198], Case 1)

図3.2: 労働 力調査 より (竹 村 [198], Case 2)

図3.3: 労働 力調査 よ り (竹村 [198], Case 3)
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図3.4: 労 働 力調査 よ り (竹 村 [198], Case 4)

図3.5: 労 働 力調査 よ り (竹 村 [198], Case 5)

図3.6: 労 働 力調査 よ り (竹 村 [198], Case 6)
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図3.7: 労 働 力調 査 より (竹 村 [198], Case7)

図3.8: 複 合 ポア ソン分布モデ ルの4形 態
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を評価する。それから畳み込みボアソン分布ではJ→∞と した結果、S0が 定義されていない。こ

の場合

を求めれば良い。このように考えれば、今までの議論を活かすことが出来る。すなわち複合ポアソ

ン分布によるモデ リングは、4通 り有 りえるという事であり、その関係を図3.8で 表す。なおS0の

取り扱いについては、次節で詳 しく検討する。

問題はNの 分布の評価である。一般にNの 確率関数の導出は、必ずしも容易ではない。 しかし

特にFjが 独立同一分布に従 う場合、確率母関数を用いる事で見通 しが良くなる。すなわちFjの

確率母関数がG (z) ならば、Nの 確率母関数はG (z) Jで あった。 ここでNの 確率関数評価が簡単

になるG (z) のクラスを考察 しよう。例えば適当な定数a, bを 用いてG (z) J=G (αz+b) と書ける

とする。この時Nの 分布は、Fjの 分布の位置とスケールを調整する事で得 られる。 この場合Fj

の確率関数が簡潔ならば、Nの 確率関数 も簡潔 となろう。 このよ うな性質を持つ非負整数上の分

布は有 りえるだろうか。

残念ながら、答えは否定的である。確率変数X0, X1,…, XJが 、互いに独立に同一の分布Rに

従 うとする。YJ=ΣJj=1Xjと 書 く。原点に集中 していない分布Rに ついて、各Jで

となるような定数aJ>0.bJが 存在すれば、Rは 「(広義に) 安定」と言 う。そ して特にbJ=0を

満たす安定な分布は、「狭義に安定」 と呼ばれ る。つまり安定分布の和の分布の評価は、その位置

とスケールを調整するだけで良い。なお狭義の安定分布の定義は

(3.16)

と同値で ある。 よ り詳 しくはFeller [55](p.167)、Uchaikin and Zolotarev [207](p.43) 等 を見 よ。容

易に確認できるよ うに、安定分布 は無限分解可能分布 のサブクラスであ る。 しか しFeller [55](p.167)

に よれ ば、全 ての安 定分布 は連続 である。故 に非負整数上 の (離散) 無 限 分解 可能分布 は、安定な

分布 を含 まないの である。

で は非負 整 数上 の無 限分解 可能 分布 に対 して 、別の適 当なサ ブ クラ スを考 え られ ないだ ろ う

か。Steutel and van Harn [195] は 、離 散 分布 の安 定性 を以 下 の よ うに考 察 した。 まず 非負整 数

上 の確率変 数F0が 、 確率母 関数G (z) で 定義 され る とす る。 また確 率変数Nj, j=1, 2,…, は 、

P (Nj=1)=1-P (Nj=0)=αを 満たす。 ここで全て独 立な確率 変数につい て

のよ うに定義す る。 このよ うに考 えれ ば、αoF0は 非 負 整数上 の分布 とな る。 また1oF0d=F0、

E (αoF0)=αE (F0) の よ うに 、スカ ラーの乗算 と同様 の性質 を持 つ。 この演算で定義 され る確率

変数 の確率母関数 は
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となる。非負整数上の分布Rに 従 う独立な確率変数F0d=F1d=F2に ついて

(3.17)

が成立す る場合 、Rは (狭義) 離 散安 定 と言 う。(3.17) 式 は 、連続の場合の定義式 (3.16) と並 行 してい

る事に注意すべ きである。Steutel and van Harn [195] のTheorem 3.2に よれば 、指数 γ (0<γ≦1)

の 離 散安 定分布は確率母 関数

ただし

(3.18)

で表 され る。離散安 定分布 を複 合ボア ソン とみ な した場合 、(3.18) 式 で 定義 され るクラスター分布

は 「渋谷分布」(Sibuya [163]) と呼 ばれ る。 その確 率関数 は0<γ≦1に ついて

とな る。

離散 安定分布 を用いたモデ リングを考察 しよ う。 各Fj, j=1, 2,…, J, が独 立に同一離散安 定分

布 に従 うとす る。 この時母集団サ イズ1Vの 確 率母 関数 は

で表 され る。 しか しここで

なので、Nの 期待値は γ=1 (ポアソン分布) の場合を除いて発散してしま う。従って離散安定分

布モデルにおいて、一般にはE (N)=N0と い う制約をおけないとい う事になる。 これでは母集団

寸法指標を推測する目的で使いにくい。もっともN所 与の条件付モデルなら目的に合致す るのだ

が、確率関数が簡潔に書ける場合は限 られている。すなわち γ=1, 1/2及 び γ→0の 場合のみ、

操作が容易なモデル となる。ただ各Fjが ボアソン分布 に従 うよ うなモデルは本節冒頭で議論 した

ように、経験的に観測 されるover dispersionの データを記述 しきれない。従って本稿では、γ=1

の場合は特に興味の対象 とならない。以下では離散安定分布を特殊ケースとして含むような一般化

された分布を考察する。 この議論の中で、γ=1/2と γ→0の 場合が取 り上げ られるだろ う。

先に複合ポアソンのクラスター分布がベキ級数分布の場合を考察 した。 この中で拡張負の二項分

布 (表1参 照) の確率母関数は

ただ し0<θ<1, 0<r<1で あ った。 ここで θ→1の 場合が渋谷分布 (3.18) に他 ならない (以下

では拡張負 の二項分布 の母数 空間に θ=1を 含 め る場合 も有 る)。 そ してr=1の 場 合 がボア ソン

分布であ る。従って拡 張負 の二項 分布を クラスター分布 とす る複 合ボア ソンの母集団モデル につい
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て挙動を明 らかにすれば、離散安定分布モデルの性質も特殊ケースとして理解できるだろう。4.12

節で詳述されるが、特にr=1/2の 拡張負の二項分布をクラスター分布 とす る複合ボアソン分布

は、逆ガウシアン分布による混合ボア ソン分布である。またr→0の 場合、クラスター分布として

が得 られる。これは対数級数分布 (表1参 照) であり、この場合複合ボアソンとして負の二項分布

が得 られ る (例3.3か ら例3.5を 見よ)。 逆ガウシアン=ポ アソン混合分布や負の二項分布で構成

され るモデルでは、N所 与で条件付分布の確率関数も明示的に求められ る。また、小数法則の適

用結果も簡潔に表現 され る。もともと母集団サイズの分布が容易に求められる場合を考察するとい

う事だったが、 目的は部分的には達成 された。

より一般的に考えて、ベキ級数分布 をクラスター分布 とする複合ポアソン分布モデルを仮定す

る。 このようなモデルについて、小数法則を適用した結果及びN所 与の条件付分布を確認 してお

こう。一般にFj, j=1, 2,…, J, が互いに独立に同一のベキ級数分布に従 う場合、そのべキ母数 θ

の十分統計量はNで ある。従って命題3.8に おいて、N所 与の条件付モデルは θに依存 しない。

命題3.8 (Hoshino [82], Theorem 2) 確率母関数

ただし

で定義されるベキ級数分布をクラスター分布 とする複合ボアソン分布の確率母関数を

と書 く。G (z) もま たベ キ級 数分布 となる。

Fj, j=1. 2,….J, が 互 いに独立 に同一のG (z) で 定 義 され る分布 に従 うとす る。 この時

た だ しb0=1か つbi+1=α (i+1)-1Σij=0 (i+1-j) ai+1-jbjで あ る。

母 集 団 サ イ ズN=ΣJj=1Fj所 与 で (F1, F2,…, FJ) の 条 件 付 分 布 は 次 式 で 表 さ れ る 。

(3,19)

ここでdNはd0=1か つdi+1=Jα (i+1)-1Σij=0 (i+1-j) ai+1-jdjと い う漸化式で定 まる。

も しJαがAで 固 定 されてい るな らば、J→∞と した時 に (3.19) の 極 限分布 は

で ある。
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命題3.8で 漸化式を用いて定義 したbi, diが 簡潔に表現出来るような場合が、便利なモデルとい

う事になる。これを確認するには、個別的な作業が避けられない。次章において、便利なモデルを

いくつか紹介 しよう。

さて、一般論から離れて具体的に混合ボアソン分布モデルを構築 してゆこう。以下では利便性の

観点から壷に関する交換可能性、すなわち各jに ついて λjが独立に同一の分布に従 う事を仮定す

る。故にj=1, 2,…, Jに ついて

(3.20)

とする。問題 は λの密度の仮定だが、「L字」とい う形状を記述す る為には、右に歪んだ分布が必

要である。まず λがガンマ分布に従 う場合、Fの 分布はガンマ=ボ アソン分布 (例3.3) であった。

λが対数正規分布に従 う場合は、Fの 分布を対数正規=ボ アソン分布 と言 う。ただしこの分布は、

解析的に扱いやすくはない。更に同様に考えて、(一般化) 逆ガウシアン=ポ アソン分布も使える。

これはガンマ=ポ アソン分布を特殊ケースとして含むような、一般化 された分布である。実はここ

で挙げた混合ボアソン分布は、全て複合ポア ソン分布でもある。故にこれ らの独立同一分布モデル

に小数法則 と条件付けを適用すれば、派生モデルを導出可能である (図3.8を 見よ)。

まずN所 与の条件付分布を見てゆこう。Sibuya et al.[170] によれば、ガンマ=ポ アソンモデルの

母集団サイズに関する条件付分布は、ディリクレ=多 項分布 (4.1節) になる。なおTakemura [199]

が言うように、ディリクレ=多 項分布の母集団サイズを負の二項分布に従 うように混合すると、当

然ながらガンマ=ポ アソンモデルを得られ る。同様に逆ガウシアン=ポ アソンモデル (4.5節) で母

集団サイズNを 所与とする場合 も評価出来、これを条件付逆ガウシアン=ポ アソン分布 (4.9節)

と呼ぶ。対数正規=ポ アソンモデル (4.3節) および一般化逆ガウシアン=ポ アソンモデル (4.4節)

の条件付分布は、特殊な場合を除いて簡潔な表現は知られていない。

次に、小数法則 (J→∞) を適用して導出されるモデルを示す。例3.5で 確認 したように、ガン

マ=ポ アソンモデルから対数級数モデル (4.6節) を得 られ る。なお後述されるように、対数級数分

布の解釈には幅が有る。本稿の解釈はAnscombe [6]によるものであり、必ず しも標準的なもので

はない。また我々は同様な極限操作を用いて、ディリクレ二多項分布 よりEwens分 布 (4.7節) を

導 く事が出来る。更に本稿は、Pitman分 布 (4.8節) を考察する。Pitman分 布 は、Ewens分 布 と

ディリク レ=多 項分布を特殊ケースとして含むような一般化 された分布である。また逆ガウシア

ン=ポ アソンモデルからも、小数法則による極限分布を導出可能である。対数級数分布 と対数級数

モデルの関係か ら類推 して、これを拡張負の二項モデル (4.10節) と呼ぶ。条件付逆ガウシアン=

ポアソン分布についても、小数法則が適用可能である。その極限分布 を、極限条件付逆ガウシア

ン=ポ アソン分布 (4.11節) と呼ぶ。

図3.8等 では条件付分布を求める操作 しか書き込まれていないが、Nに ついて適当な分布を混

合する逆操作 も可能である。 ここまでの説明から明らかなように、Ewens分 布の母集団サイズを

負の二項分布に従 うように混合すると、対数級数モデルが得 られる。また同様に、極限条件付逆ガ

ウシアン=ポ ア ソン分布の母集団サイズを逆ガウシアン=ポ アソン分布に従 うように混合すると、

拡張負の二項モデルが得 られる。モデル同士の関係については、図3.9及 び3.10と 、各節の説明

を参照の事。
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図3.9: 負 の 二項分布 によ るモデ リング (Hoshino and Takemura [85])

図3.10: 逆 ガ ウシアン=ボ ア ソン分布 よ るモデ リング (Hoshino [81])

3.2 度 数 が0の 集 団 に つ い て

前節の超母集団モデ リングでは、各セルで母集団の度数Fjが0か もしれないと考えた。 しか し

例えばFjがj番 目の種の個体数だとして、度数が0の 種はこの世に存在 しない事になる。そ して

母集団に存在 しない集団をモデルに取 り込む必要はない という批判は、十分考えられる。だ とし

た らろ が正の整数上の分布に従 うとみなし、J=Uと しても良いはずである。もし前節の一般

的議論がP (Fj=0) =0の 場合 も含むな ら、新たに検討を加えなくても良い。 しかしJohnson et

al.[90](p.352) などで指摘 されるように、Fjが 有限の期待値を持つ複合ボアソン分布に従 うならば、

P (Fj=0)>0で なければならない (逆にP (Fj=0) =0か つE (Fj)<∞な らば、FJの 分布 は

複合ボアソンではない)。 従って正の整数上の分布によるモデリングは、別に考察する必要が有る。

またJ>Uだ としても、Jが 正確な情報 として得られる場合は限 られている。(例 えば寄生虫の数

を宿主毎に調べるような場合、宿主の数がJで ある。 このような例外を除く。) もしS0=J-U

が曖昧ならば、その取 り扱いに工夫が入る余地があろ う。本節では度数0の 集団の扱いが前節 とは

異なるモデ リングについて、考察を加える。

非負整数上の分布をs0が 大きいデータに当てはめるとして、s0の み小 さくす る事であてはまり

が大きく改善する場合がある。例えば個票データを用いたHoshino [80] の実験では、s0が 多い時に

対数正規=ボ アソン分布のあてはま りは良くない。 この場合 (s1, s2,...) へのあてはま りを優先し

て対数正規=ボ アソン分布の母数を定めると、P (F=0) がs0/Jよ りもかなり小 さくなった。ま

たプランク トンの調査ではしばしばs0が 得られ、なおかつs0が 大きくなる。Pennington [133]の

議論では、このような場合頻度0の 一点分布を (対数正規分布に) 混合すれば、当てはま りが良く

なる。つま り割合 δでX=0、 残 り1-δで は対数正規分布 (X>0) に従 うような確率変数を考
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えてい る。Aitchison and Brown [3] は 、 この よ うなXの 分布 を △-分 布 と呼 んだ。

△-分 布 は、対数正規分布を ど うして も使いたい為 の工夫 に見え る (生態 学 では、個体数 の分布が

対数正規 曲線で記述出来る とい う主張 が有力 であった)。 しか し明か に対数正規分布以外 にも、この

ような調整 を施 す事 が出来る。△-分 布 の基本 的なアイデ アは、多す ぎるセ ル数 をJ*=(1-δ) Jと

み な して減 らす 事にある。つ ま り非負整数上 の分布 を 当て はめる時に正の整 数上の あて はま りを優

先、つ じつ まは度数0の 割合 で合わせ るとい う事で ある。一般 に考えて非負確率変数Xに ついて、

E (X|X≠0)=μ, V (X|X≠0)=σ2と す る。P (X≠0)=δ、E (X)=δμ, V (X)=δ (1-δ)μ2+δσ2

で ある。x1,…, xm,…, xnが 標 本デー タ、かつ最初 のm個 が非 零 とす る。 α (m),e (m), f (m) が そ れ

ぞれ μ, μ2, σ2の 不偏推 定量を表す。Aitchison [2] に よれば 、E (X), V (X) の 不 偏推 定量はそれぞれ

(α (0) が定 義 され ていない もの と して)

の よ うにな る。 またa (m) が μの 完備 十分 統計 量 な らば、(m/n, a (m)) は (δ,μ) の 完 備 十分統 計

量であ る事 も示 されて いる。 この場合cはMVUEで あ り、dに ついて も同様 の結果が成 立す る。

Pennington [133] の貢 献 は、

を指摘 した事、お よびg (m) がV (a (m)) の 不 偏推 定量 として、

をV (c) の不偏推定量として提案 した事である。特に △-分布に依存する結果は、Aitchison and

Brown [3] を見よ。またSmith [190] は、△-分布についてcの 厳密な分散を与えている。

△-分布を用いる場合、モデルのあてはま りはセル数を (1-δ) Jと して前節のようなモデ リング

をした場合と似るはずである。同様の結果 を得るために複雑な手順を踏む必要はないので、△-分

布を用いたモデ リングはこれ以上考察しない。代わ りに、モデルの当てはま りが良くなるようにJ

を減 らせば良い。例えば前述のHoshino [80] では、」を母数 と考えて対数正規=ボ アソン分布モデ

ルをあてはめている。すなわち、尤度が最大になるようにセル総数を選択 した。 しか しこのように

所与であるJを 適 当に調整 してしま うのは、批判を受けるかもしれない。

もしJに 関する事前知識が正確でなければ、△-分布のようなJの 調整は許容 しやすい。特に個

票開示 リスク評価問題では、ナイーブに決まるJよ りも真のJは 小さい とい う議論 (5.3節 で詳

述) がある。 もしJが 大きく定められているならば、Jを 減らす事で当てはま りが良くなるモデル

は、不当に低 く評価 されているとい う事になる。また語彙数の計測等、多 くの場合にs0は データ

として得 られない。つまりこの場合、Jは 定まらない。これ らの例は、Jを 固定する事に疑問を投

げかける。Wiliiams [222] が生態学における度数0の 集団の取 り扱いを議論 しているが、「標本数が

多くほぼ母集団をあまね くカバーしているような場合を除いて、度数0の 集団に関する正確な知識
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を 要 求す るモデル は使 用が難 しいJと 述べ ている。 もしこの よ うな不確実性 を考慮す るな らば、J

に 依存す る推 測は避 けるべきで ある。以 下ではJを モデル か ら消去す る方法 として、J=Uす な

わちS0=0の 場 合 と、J=∞す なわ ちS0=∞の 場合 を考察 しよ う。

本節 冒頭 で述べた とお り、各j独 立に ろ が正 の整数上の分布に従 うな らばJ=Uと な る。この場

合形式 的にはモデルか らJが 消え、今度はUの 情報確度が問題 になる。 これ で何 か変 わるのだろ う

か。 ここでは正の整数上の分布 の構成方法が問題 になる。例えばChen and Keller-McNulty [36] は、

Fj-1が 負 の二項分布に従 うとしている。 この場 合Fjは 、正 の整数上 の分布 であ る。つま り非負

整数上の確率変数 に1を 足せ ば、正の整数 上の確率変数が得 られ る。Chen and Keller-McNultyは

気 が付いて いないよ うだが、この方法 について は前節の議論 をわず かに修正す るだけで良い。つま

りF'j=Fj-1, j=1.2,…, U, が非 負整数上の分布 に従 うので、その総和N'=N-U=ΣUj=1F'j

も非 負整数上 の分布 である。要す るに、J'=U個 のセル上 で前 節 のモデ リングを利 用すれ ば良い。

そ してJ'個 のセル 上で度数がi,i=0, 1, 2,…, の セ ル数が、Si+1で あ る。故 に この方法に よるモ

デ リングは、特別 に議論す るまで もない。考察すべ きなのは、よ り伝統的なゼ ロ切 り落 と し分布に

よるモデ リングである。

生態学 、言語学 の分野では50が 得 られ なか った場合 、当ては めたい分布の度数0を 切 り落 とす

例が多 い。非負整数 上の分布 に従 う確率 変数Fに つ いて、ゼ ロ切 り落 と し分布 は確 率関数

で定義される。なおFの 確率母関数がG (z) の時P (F=0)=G (0) である事に注意すれば、Fの

ゼロ切 り落 とし分布の確率母関数は

(3.21)

で表 され る。ゼ ロ切 り落 とし分布が用い られた具体例 として、負の二項分布についてはSampford [150]、

対 数正規=ボ ア ソン分布 についてはBulmer [23]、 逆 ガ ウシア ン=ボ ア ソン分布 についてはOrd and

Whitmore [129]、Sichel [177]、 一 般化逆ガ ウシア ン=ボ ア ソン分 布 について はSichel [180]等 を挙げ

てお く。

しか し使われ てきた とはい うものの、ゼ ロ切 り落 と し分布 に よるモ デ リン グは利便性 に欠 ける。

確率変数Fが 期待値有 限の複合ボア ソン分布 に従い、Xが そ のゼ ロ切 り落 とし分布に従 うと しよ

う。 先 に述 べた とお り、Xの 分布 は複合 ボア ソンではない。 そ してX-1は 非 負 整数上の分布 と

なるが、複合 ボ ア ソンにな る とは限 らない。 例 えばボア ソン分布 は複合 ボア ソンである。 しか し

Kemp [97]に よれ ば、Fが ボ ア ソン分布 に従 う場合X-1の 分 布 は複合ボ ア ソンではない。故 に正

の整数上 の分布に よるモデ リングでは、前節 の一般論が必ず しも適 用できない。 また母集団分布が

正 の整数 上の分布だ と して も、非復元単純無 作為抽出 とベルヌー イ抽 出の下では、一般 に標本分布

は非負整数 上の分布 であ る。従 って、適 当な標 本抽 出法 につい てモデ ルが閉 じる とい う命 題2.1、

2.2の よ うな結果は、正の整数 上の分布 に よるモデ リングでは期待 できない。つま り超母集団モデ

ルに よる寸 法指標 の推 定を簡潔 だか らこそ採用す る本稿 の立場 では、J=Uと な るモデ リングは

意 味を持 たない。

更に問題 なのはs0が 得 られない場合 、非負 整数上の分布モ デル の母数 を、ゼ ロ切 り落 とし分布

の当ては めによ り 「推定」す るケー スで ある。最尤法の例 で説 明 しよ う。適 当なベルヌーイ抽 出の

結果、fj. j=1-2,…, J, が 各j独 立に P (fj=i) =Pi, i=0, 1, 2,…と い う分布 に従 うとす る。対
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数尤度は
⊂)0

2 - ∑silogpi + cons七･

i=0

となる｡ここでsoが未知な為､生態学などで切り落とし分布P(i)-pi/(1-po),i-1,2,…を当

てはめる例が見られるo　すなわちBを最大化する代わりに

CX⊃

l - ∑S'ilogpi -ulog(1 -po) +cons七･

日iiiiiiJ

を最大化するという事である(X2 -∑≡1((si一五(si))/E(si))2を最小化している場合が多い)o 2

とlの最大化が一致するのは

pSo -
(1 -po)u

の時だけであり､これは明らかに一般的でないo　この条件はp0-0なら満たされるが､この場合

u=Uとなって全く観測されなかった集団が無い事になってしまうo　このようなモデリングは事

実上､役に立たない｡またlを最大化して得られた母数の｢推定値｣の下で計算したpoをp-oとす

る. Bulmerl23]の対数正規-ポアソン分布モデルに関する議論にならえば､未知のJを

J=
u

1 -p-o

で推定出来るかもしれないo LかLp-oが依存する母数の｢推定値｣が望ましい性質を持たない以

上､ Bulmer等の議論には疑問が残るo Engenl49](p.101)は､対数正規-ポアソン分布の母数の推

定値が(同一母集団からのデータであるにも関わらず)標本数を変える事で変化する例を示してい

る.これはeとlの違いを意識していない事が原因かもしれない.

要するにJが有限の場合､母集団寸法指標を推定する為の情報としてβoを無視してはならない｡

応用局面では､しばしば何らかの理由で特定の大きさの寸法指標が重視される｡例えば個票開示

リスク評価では､個体数が小さなセル数が興味の対象である｡故にChen and Keller-McNulty【36]

やSkinnerand Holmes【185]は､負の二項分布のあてはまりを重視するあまり右裾のデータ(iが

大きいところのsi)を切り落とす事を推奨している.また生態学の例で､ (sl,82,-)という情報

を適当な分布で要約･記述する事が目的なら､ soを無視してゼロ切り落とし分布をあてはめても

良いだろうc Lかし母集団寸法指標を推測するには､特定の大きさの標本寸法指標の尤度-の貢献

を捨てるべきではない.結局不確実なJに依存しない推測の方法として､ Jが有限となるモデリン

グは適切ではない｡

前節において小数法則を適用する際､ Jを無限大とした.この極限操作によって､モデルのJ-

の依存が除去されている事に注目すべきである｡また小数法則の極限において､空でない各セルで

の度数は､以下で説明するようなゼロ切り落とし分布に従うと解釈出来るo　だとすれば､ J=oc

ではなくJ=Uとする理由は無い.

確率変数∫が複合ポアソン分布に従い､その確率母関数が
OC           CC

G(I)-exp(p(9(Zト1))･ 9(I)-∑zipi, ∑pi-1(pi≧0)･

i=1      i=1

で表されるとしよう｡ Kemp【97]によれば､

a(2:) - a(0)

芦二-0 1-a(0)
9(.i-) - 1irr! (3.22)
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つ ま りFの ゼ ロ切 り落 と し分布 (3.21) の極 限 が、クラスター分布g (z) で あ る。例 えば対数級数 分

布 は、負 の二項分布 のゼ ロ切 り落 と し分布の極限 と して得 られ る。また拡 張負 の二項 分布 の特殊 な

場 合 を、逆 ガ ウシア ン=ポ ア ソン分布 の極 限 と して得 る事 が出来 る。 渋谷 [169] のLemma 1に よ

れ ば、平均 λの ポア ソン分布 でゼ ロを打 ち切 りλ→0と すれ ば、確率1で1の 値 を とる分布 に退

化 す る。(3.8) 式 で 表 され る複 合ポ ア ソン分布 のNが 確 率1で1を とる確率変数 な らば、SNの 分

布 は クラスター分布 と同等 であ る。従 ってゼ ロ打 ち切 り複合 ポア ソン分布 において、平均母数 を0

とす る極 限 (3.22) は ク ラス ター分布 でなければな らない。

(3.22) 式 で表 され る関係は、命題3.7と 整 合的である。直感的に説 明 してみ よう。Fj, j=1, 2,...J,

が 独 立同一 にFの 分布 に従 う場合 、E (N) を 固 定 してJ→∞と すれ ば、Fの ゼ ロ切 り落 とし分布

は退化 しない。そ して μ→0と な るので、各 う が1以 上 とい う条件付分布 はg (z) で 定 まる。 こ

の場合極 限でFj=i, i=1, 2,...,と い う事象 の生起数Siの 平 均は、Piに 比 例す る。またセル数 が

無限 大でFj=i, i=1, 2,...,と い う事象 の確率が0に 近ければ 、二項分布のボ ア ソン近似 が成 立

す る。 これ をま とめた ものが、命題3.7で あ る。つ ま り複合 ポア ソン分布 に小数法則 を適 用 して得

られ るモ デルでは、各セルで度数のゼ ロ切 り落 とし分布が クラスター分布 に従 うとみな してい る事

にな る。

ゼ ロ切 り落 とし分布だけでなく、より一般的に考えて任意の正の整数上の分布を、複合ポア ソン

分布のクラスター分布 として用いる事が出来よう。この場合小数法則 (J→∞) の極限において、

空でない各セルの度数がその正の整数上の分布に従 うと解釈可能である。つまり正の整数上の分布

でモデ リングする場合、セル数を無限大とし、度数が1以 上の条件付分布 として用いるべきであ

る。このよ うなモデルはJに 依存 しないので、大変都合が良い。ただし応用時は、Jが 無限大とい

う暗黙の前提について検討が必須である。

本節の議論をまとめておく。前節で展開した複合ポアソン分布モデルの一般論は、非負整数上の

分布によるモデ リングと正の整数上の分布によるモデ リングを共に包含する。Jが 既知 (有限) な

らば、非負整数上の分布を用いてモデ リングすれば良い。またJが 未知ならば、正の整数上の分

布P (i)=pi, i=1, 2,...,に よるモデ リングが利用できる。ただし伝統的なJ=U<∞と する方

法ではな く、J=∞と して各Siが 独立なポア ソン分布、E (Si) ∞piと なるように構成すべきであ

る。 このようなモデルは母集団と標本の関係が単純なだけでなく、複合ポアソン分布モデルの極限

として正 当化される。また母集団サイズNの 分布を、容易に評価出来る。
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本章では寸法指標推測 に用い られ る超母集団モデル につ いて、個別の議論 をま とめる。各超母集団

モデルの、分布 に依存 した寸法指標の挙動が整理 され る。具体的 には、分布の導出、他分布 との関

係 、モ メン ト、母数推定 に関す る結果 が示 され る。 なおモデル に用い られ る分布の引数が満たす制

約 は、全 て共通で ある。母集 団 に関 してFj, j=1,2,...,J, は 非 負整数 であ り、(1.1), (1.2), (1.3)

を 満 たす。 また標本 に関 してfj, j=1.2,...,J, は非 負整数 であ り、(1.4), (1.5), (1.6) が成 立す る。

4.1デ ィ リク レ=多 項 モ デ ル

4.1.1定 義 等

母集団 が確率 的に生成 され ると して最 も直感 的な発想で は、各壷が (λ1,...,λJ) とい う確率 を持

つ よ うな多項分布 (2.6) を 考 える とい う事で あった。デ ィリクレ=多 項分布で は、各壷の確率 につ

いてデ ィ リク レ分布

を混合 す る。 なお λj, j=1,2,...,J, が互 いに独 立 に密度

のガ ンマ分 布 に従 う場 合、ΣJj=1λjを 一定 に したシ ンプ レックス上 の分布 がデ ィ リク レ分布 であ

る。 なお 本節の議論 全般 につ いては、Johnson et al. [89] の35.13.1節 、 及びTakemura [199] に詳

しい。

定義 デ ィ リク レ=多 項 モデル では母集団 サイ ズNば 定数 で あ り、γj>0,j=1,2,...,J, につ

いて

と定義 され る。なお壷 に関す る交換可能性 γ1=…=γJ=γを 仮 定すれば、γ>0に つ いて

(4.1)

となる。 この時寸法指標に関 して

(4.2)
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を得 る。

以 下では壷 に関 して 交換 可能なモデル (4.1) のみ 考察す る。 このモデ ルでは母集団サイ ズが固定

され てい るが 、Nが 負 の二項 分布 (4.14) に従 うとしよ う。 この場合 (4.1) に (4.14) を掛 けて、N

が確率 変数 とな るモデル (4.11)、 す なわ ちガ ンマ=ポ ア ソンモデル を得 られ る。逆 にガンマ=ポ ア

ソンモデル のNに 関す る条件付 分布 がデ ィ リク レ=多 項分布 で ある(Sibuya et al. [170])。 次 に

Jγ=1/β=θと お く。 ここで θを 固定 して 、J→∞,γ→0と い う小数法則 に対応 した極限操作

を考える。Watterson [216], Takemura [199] 等 の議論 によれ ば、結果 と してEwens分 布 (4.44) が 得

られ る。また1>を 固 定 して γ→∞の 時 、モデルは等確率多項分布 (4.61) に収 束す る。その他 の極

限についてはPaul and Plackett [132] を見 よ。 なおデ ィ リクレ=多 項 分布 は後に議論す るPitman

分布 の特殊 ケースであ る。

デ ィ リク レ=多 項分布 はベー タ=二 項分布 の 自然 な一般化で ある。Mosimann [119] に よ って導

出 され 、古 くか ら様 々な名 前で研究 されてい る。例 えばIshii and Hayakawa [86] で は 、多変数ベ ー

タ=二 項分布 と呼ばれて いる。実際多項分布 の周辺 二変数の分布は二項分布で あ り、デ ィ リク レ分

布の周辺二変数 の分布 はベー タ分布 であ る。 この事 か ら分か るよ うに、(4.1) で ち の周辺 分布 は、

二項分布Bin (N,λj) に つ い て λjが ベー タ分布Beta (γ,(J-1)γ) に 従 う。 すな わち、

(4.3)

である。なお (4.3) 式 は γが整数の時、負の超幾何分布である。また同様に考 えれ ば、j=1,2,...,J, l=

1,2,...,J (l≠j) につ いて

(4.4)

の よ うに書 け る。

4.1.2モ メ ン ト

本節 でも (4.1) 式 を 前提 とす る。確率 の総 和が1に な る事 を利用 して、階乗モ メン トを導出 出来

る。す なわ ち非負整数 の γj, j=1,2,...,N,に つ いて

(4.5)

但 し ΣJj=1γj=R(≦N),x(r)=x(x-1)…(x-r+1)x,[r]=x(x+1)…(x+r-1) で あ る。 な

お 壷 が 交 換 可 能 で な い 場 合 に つ い て も 同 様 な 議 論 が 出 来 る (Sibuya et al. [170])。 特 にj=1,...,J

について
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が 成 立す る。寸 法指標 について も同様 に評価可能 で、非負整数 のri,i=0,1,...,N, に つ いて

た だ しR=ΣNi=0iγi.γ=ΣNi=0γiと な る 。 ま た は (2.3) よ り (4.3) を 利 用 し て 、 特 に

と評価 出来 る。 また (2.4) と (4.4) よ り、分散 は

とな る。

4.1.3母 数 推 定

母数 γの 推 定につい ては、Mosimann [119], Takemura [199]等 で 議論 され ている。非復元単純無

作為抽 出で 、大 き さnの 標 本 が取 られ た とす る。 まず標本分布 は命題2.1よ り、以 下の よ うに書

ける。

(4.6)

まず最尤法 か ら考 察 しよ う。Levin and Reeds [109] は 、 尤度 関数 (4,6) を詳 細 に分析 した。最 も

重要 な結果 は、尤度が γに 関 して単峰 とい うGood [62]の 予 想 を証 明 した事 である。壷 に関 して交

換可能 な場合 につ いて、彼 らの結 果 を引用 してお く。

命題4.1 (Levin and Reeds [109], Theorem 1)(4.6) 式 の右辺 をl(γ) と書 く。尤度 関数l(γ) は 高 々

一つ極大 を とる。

と書 く。 も し有 限の γに つ いて

(4.7)

な らば、logl(γ) に 関 す る全 ての次数 の微 分係数 は (0,∞) で ち ょ うど一箇所0と な る。 も し条件

(4.7) が 満 た され ない な ら、いか なるlogl(γ) の 微 分係数 も (0,∞) で0と な らない。

命題4.1は 、 最尤推定値が極 大を求め るアル ゴ リズム で得 られ る事 を保証す る。Hoshino [80] は、

Vetterling et al. [210] の 一 変数関数極 大化 アル ゴ リズム を用 いて最尤解 を計 算 した。 または (4,6)

式 の 右辺 の対数 を取れ ば
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のように対数尤度が評価出来る。微分係数

が明かなので、ニ ュー トン=ラ フ ソン法な ど高速 に収束 す る数値解 法が利用 でき る。

次にモ メン ト法 を試す。(4.5) 式 と命 題2.1よ り、

であ る。 故に

の 時 、

で ある。Takemura [199]で は 、T=(γ+1)/(Jγ+1) を解 いて

を推定量としている。また標本分散を

(4.8)

と書 く。 この時

が成立す る。 ここで左辺 をn/(JγTakemura) で 近 似すれ ば、Bethlehem et al. [15] の推 定 量

(4.9)

を得る。ただし元々これは、ガンマ=ポ アソン分布の推定量として提案 された。他にMosimann [119]

は、多項分布とディリクレ=多 項分布の分散共分散行列の関係か ら、母数の推定を考察 している。

4.2ガ ンマ=ポ ア ソ ンモ デ ル

4.2.1定 義 等

ガ ンマ=ポ アソンモデル では、(3.20) 式 の λが ガ ンマ分布
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た だ しγ>0, β>0, に 従 うとみ なす。 なおガ ンマ 分布 につ いては、Johnson et al. [88] のChap-

17を 見 よ。混合 され た分布 はGreenwood and Yule [65] に よ れば

(4.10)

但 しp=1/(N0β+1), q=1-pで あ り、これ は負の二項分布で ある。負 の二項分布 の性質 につい

て はJohnson et al. [90] のChap.5を 見 よ。特 に γ=1の 時 、幾何分布 と言 う。

定義 ガンマ=ポ アソンモデルではNが 確率変数とな り、同時確率関数

(4.11)

で定義 され る(p=1/(N0β+1), q=1-p)。 こ こで γ, βは 正である。なお寸法指標で表せ ば

(4.12)

となる。なお期待値制約E(N)=N0を 満たすため、本稿では

γβ=1/J (4.13)

となる。

本モデル は個票開示 リス ク評価 の分野では、Bethlehem et al. [15] 以 来 「ポア ソン ・ガンマモデル」

と呼ばれ る。ガ ンマ=ポ ア ソンはモデル として古典的であ り、寸 法指標推測 に関 してもEngen [49]

に て 詳 しく解説 されてい る。

負の二項分布 が畳み込み に関 して閉 じてい る事か ら、母集 団サイズNの 分布 は負 の二項分布

(4.14)

但 しp=1/(N0β),q=1-Pに な る。 この 事か らSibuya et al. [170] は 、母集 団サイ ズNの 条件

付ガ ンマ=ポ ア ソンモデルP (S0,...,SN|N) が デ ィ リク レ=多 項モデル (4,2) に な る と指摘 す る。

なお この結果 は、壷 が交換 可能で ないモデ ルにつ いて も成 立す る。 またAnscombe [6] に よ る と、

Jγ=1/βを 固定 して γ→0 (J→∞) とす れば 、対数級数 モデル (4.43) が得 られ る。

ガンマ=ポ ア ソンモデル は母 数 γを 大 き くす る事 で、Siの モ ー ドがi≧2に あ るよ うなデ ー タ

も記述が出来 る。 この ようなデー タは 「L字 型」の仮定か ら外れ るが、統計的生態学 ・計 量言語 学

分野では時々あ らわれ る。従 って 「L字 型」の記述 に特化 したモデルにあてはま りで負 ける場 合は

多い と して も、母集団 に関す る事前知識 が曖昧 な場合 は本 モデル も適用 してみ るべ きである。
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4.2.2モ メ ン ト

周辺 の負 の二項 分布 (4.10) に つ いては階乗モ メン ト

が 、確 率の総和が1に なる事 を利 用 して導 出で きる。 ただ しrは 非負整 数 であ る。 もちろん命題

3.2を 用 いて、ガ ンマ 分布のモ メ ン トか ら求 めて も良い。E(N)=JE(F)=Jqγ/p=N0な の で、

確 かに母集 団サイズの制約 (4.13) を満 た してい る事が分 る。 また特 に

である。寸法指標 の期待値 は、(2.3) を利 用 して (4.10) か ら

(4.15)

と な る 。 ま た 分 散 はP (Fk=i, F1=i)=P(F=i)2な の で 、(2.4) よ り

である。

4.2.3母 数 推 定

負の二項分布 に関す る母数 の推定 は、古典的 な議論が充 実 してい る。 例えばJohnson et al. [90]

の5.8節 、Engen [49] の3.4節 を 見よ。 標本分布 については母集 団サイ ズがラ ンダムなので、抽 出

率n0/N0の ベ ル ヌーイ抽 出を利 用す る事 とす る。 この時命題2.2よ り

(4.16)

とな る事が分 る。(4.16) 式 か ら対数尤度 は

ここで最尤法 を考 え よ う。 期待値制約 (4.13) が 無 けれ ば、
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を数値的に解けば良い。二次の微分係数

が利用で きる。制約式 (4.13) の 下 では、 ラグランジュ乗数 法を用い るか 、β=1/(Jγ) を代 入 する

か して解 く事 がで きるだろ う。 代入 した場合 は

を解けば良い。なお

で ある。

次 に非復 元単純無 作為抽 出を考 えよ う。 この時4.2.1節 で 言及 した よ うに、P (F1,...,FJ|N) は

デ ィ リク レ=多 項モデル にな る。 この場 合命題2.1か らP (S0,...|n) は 、デ ィ リク レ=多 項モデル

(4.6) とな る。つ ま りこの場合母数 の推 定 は、4.1節 の 議論 に従 えば良い。 モメン ト推定量 (4.9) は

本 節 の議論 での反復数値解 法 にお いて、初期値 と して用い る事 も出来 るだ ろ う。

4.3 対数正規=ポ ア ソンモデル

4.3.1 定 義 等

対 数正 規=ポ ア ソンモデル では、(3.20) 式 の λが 対数正 規分布

ただ し-∞<M<∞, 0<V, に従 うとみなす。すなわちlogλは 平均M、 分散Vの 正規分布 に従

う。対数正規分布 は代表 的な右裾 の長い分布であ り、様 々な観測デー タの記述 に用 い られ る。なお対

数正規分布が良 く用い られ る事を、中心極限定理 により正当化す る場合が有 る (4.7.1節 のResidual

Allocation Modelに 関 す る議論 を見 よ)。 ただ し本論 文の立場 では、「L字 型」を生成 する構造 には

興味が無 い。対 数正規分布 につ いては、Johnson et al. [88] のChap.14、Crow and Shimizu [40]、

Aitchison and Brown [3] 等 を参 照の事。

結 局混合 され た分布 は

(4.17)
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とな り、解析的には都合 がよくない。応用の際は数値積分、または数表が必要で ある。例 えばAitchi-

son and Ho [5] で は 、エル ミー ト積分を用いて数値評 価 を してい る。数表 につ いてはGrundy [66],

Brown and Holgate [22] を参 照の事。 またBulmer [23] は 、y≧10に つ いて近似

(4.18)

が成 立す る と主張 して いる。 ただ しReid [142] は 自分 のデ ー タに関 し、 この近似 に否 定的で ある。

なお 本節の議論 は、Shaban [161] に大 部分含 まれ ている。

定義 対数正規=ポ アソンモデルの確率関数は、

(4.19)

で与 え られ る。 ただ しV>0, ∞>M>-∞と す る。 寸法指標 につ いて表せ ば

となる。本モデルでは、母集団サイズが確率変数 となる。従って期待値制約E(N)=N0を 満たす

ため、本稿では

(4.20)

とす る。

対数正規=ポ アソンモデルは、Siの モー ドがi≧2に あるようなデータも記述出来る。従って 「L

字型」を外れる場合にも適用可能である。以下では各Fjが 独立なモデルのみ考察す るが、Aitchison

and Ho [5] は多変数対数正規分布 と複数のポアソン分布の混合を考える事で、モデルに相関を導入

している。

対数正規=ポ アソン分布は、特に生態学分野で良く使われ る。例えばPreston [138] は、種 と個

体数の関係 を記述するのに、(切 り落とし) 対数正規分布がふ さわしいと主張する。対数正規=ポ

アソン分布の事をAnscombe [6] 等は、「離散対数正規分布」と呼ぶ。ただ しCassie [30] は、離散

的な生物データに対数正規曲線をあてはめて、これを 「離散対数正規分布」 と呼んでいる。 また

Anscombeは 対数正規=ポ アソン分布が単峰格子になると予想 したが、Holgate [78] に よって証明

された (命題3.3)。 研究史の解説は、Aitchison and Ho [5]を見よ。

なおThorin [203] によれば、対数正規分布は無限分解可能である。従って3.1節 で紹介 したMaceda

の議論から、対数正規=ポ アソン分布も無限分解可能と結論 される。 しか し確率母関数 の初等的な

表記は知られていない。

4.3.2モ メ ン ト

階乗モ メン トはBulmer [23] が 示 してい る。す なわち非負整 数 のrに ついて

(4.21)
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で あ る。特 に

E(F)=exp(M+V/2)

となる。 また

V(F)=exp(M+V/2)+exp(2M+2V)-exp(2M+V)

である。母集 団サイズNの 期待値 はJE (F) に な るので、制約 (4.20) を確 認 できる。寸法指標の期

待 値は (2.3), (4.17) を利 用 して

と 書 け る 。 分 散 は (2.4), (4.17) か ら

となる。異なるFj同 士が独立な事に注意。

4.3.3母 数 推 定

次に母数の推定を考察する。母集団サイズが確率変数のモデルについては、抽出率n0/N0の ベ

ルヌーイ抽出を適用するとい う事であった。 この場合命題2.2よ り標本分布は

ただ し

(4.22)

となる。

最尤法から考察 しよう。対数尤度は

の よ うに書 ける。

を数値的 に解 けば最 尤推 定値 が得 られ る。 ここでP(F=i)'の 評 価 が必要にな るが、Bulmer [23] に

よれ ば期 待値制約 が無い もの として、
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何故なら

いずれにしても数値積分は避けられない。なお期待値制約の下ではラグランジュ乗数法を用いれ

ば、数値解が得 られるだろう。すなわち連立方程式

および (4.22) を解 く。

非復元単純無作為抽 出の場合 はど うだ ろ うか。問題は標 本サイズn所 与 の尤度だが、P(n)は 解 析

的に捉 えがたい。故 に例 えばHoshino [80]で は 、nに つ いて正 規近似 を用 いてい る。すな わちnの

期待値no、 分 散T=J(exp(m+V/2)+exp(2m+2V)-exp(2m+V))か らP(n=no)=1/2πT

と評 価す る。 この場合

と考え る。 ここか ら期待値制約の下でHoshinoは 、Vetterling et al. [210]の 一 変数関数極 大化 アル

ゴ リズ ムを用いて最尤解 を求めた。

次にモ メン ト法 を考察す る。命題2.2と (4.21) よ り全て のjに つい て

ただ し乃 は標本での壷内ボール数である。fに 関する標本分散 (4.8) を利用 して、

を解けば推定量

を得 る。



4.4.一 般 化逆 ガ ウシア ン=ボ ア ソンモデル 61

4.4一 般化逆ガウシアン=ボ ア ソンモデル

4.4.1定 義 等

一般 化逆 ガ ウシ アン=ボ ア ソン (Generalized Inverse Gaussian=Poisson, GIGP) 分布 で は、

(3.20) 式 の λが γ次 一般化逆 ガ ウシア ン (GIG) 分布

(4.23)

に従 う。 但 し0<θ<1, α>0で 、Kγ(・) は γ次 第三種 変形 ベ ッセル 関数

(4.24)

ただ し

の ように定義 され る。Kγ(・)は 、文献 によっては 「第二種変形ベ ッセル 関数」 と呼ばれ る。(変 形)

ベ ッセル関数 に関す る結果 については、Watson [213], Jorgensen [91] のAppendix, Abramowitz and

Stegun [1] のChap.9等 を 見 よ。特 に漸化 式

(4.25)

は数値計算 の際、便利で あ る。GIG分 布 は ピアー ソン ・タイプ3分 布 とピアー ソン ・タイプ5分

布 の中間 と して、Good [61] が 導 入 した。 ただ しGoodは 、解 析 的に扱 いが たい と指摘 したのみ で

あ る。Jorgensen [91] がGIG分 布 に関す る詳 しい レビュー を与えてい る。 なおJorgensen [91] で は

GIG分 布 を対数正規 分布 で近似 して いる。 この事か ら示 唆 され る ように、GIG分 布 は 「L字 」 の

記述 に適す る。

Johnson et al. [88] (P.284) に よれば、 もしγ>0な ら ば α→0の 時 (4.23) は ガ ンマ分布 (ピ ァー

ソン ・タイ プ3)

に な る。γ≦0な らば、θ→1の 時 レシプロカル ・ガ ンマ 分布 (ピ ア ー ソン ・タイプ5、 またはイ

ンバーテ ィ ド ・ガ ンマ)

に なる。 γ=0の 場 合 、双 曲線分布 と言 う。特 に (4.23) 式 で γ=-1/2と した時 を逆ガ ウシアン

(lnverse Gaussian, IG) 分 布 と言 う。詳 しくは4.5節 を 参照 の こと。

混合 の結果であ るGIGP分 布 は

(4.26)

た だ し0<α.0<θ≦1,-∞<γ<∞、 とな る (Sichel [171])。 特 に γ=-1/2の 時 を逆 ガ ウシア

ン=ボ ア ソン (IGP) 分 布 と呼び、次節で扱 う。 一般 の γ、す なわち (4.26) につ いて漸化式
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が成 立す る (Sichel)。

定義 一般化逆ガウシアン=ボ アソンモデルは

(4.27)

で定義 され る。 ここで0<α,0<θ<1,-∞<γ<∞で あ る。なお母集団サイ ズは確 率変数 とな

る。寸法指標 について表せ ば

(4.28)

である。期待値制約E(N)=N0を 満たすため、本稿では

(4.29)

とす る。

GIGP分 布 につ いそはJohnson et al. [90] の11.15節 を 見 よ。IGP分 布 が比較的簡 単に数値 評価

出来 るのに対 し、一般 のGIGP分 布 の計算 は厄介で ある。Atkinson and Yeh [8] はGIGP分 布 で

γ=-3/2,-1/2,1/2に つ いて尤度 を評価 、三点を通 る唯一の放物線 で尤度 を近似す る事を提案 し

た。なおGIGP分 布 は 「Sichel分 布 」 とも呼ばれ 、Stein et al. [192] は 多 変数Sichel分 布 を考察 し

てい る。

例 えばWillmot [223] が 、GIGP分 布 の確 率母 関数 を示 してい る。 本稿 のパ ラメ トライゼー シ ョ

ンに合わせると

(4.30)

となる。 なお

とお けば、G(z):η(θz)/η(θ)で ある。 これはGIGP分 布 が (α,γを 固定すれ ば) ベ キ 級数分布で

ある事を意味す る。 さらに

と変形で きる。 ここで

もベキ級数分布の確率母関数になっている。故にGIGP分 布 も非負整数上の無限分解可能分布で

ある事が確認 された (3章 におけるLevyの 定理に関する議論を参照の事)。 ここでNの 分布の確

率母関数は
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とな ってベ キ級数 分布 であ るが、GIGP分 布 ではない。すなわ ち、GIGP分 布 は畳 み込みに関 して

閉 じて いない。J>1の 場 合、Nの 確 率関数の簡潔 な表現 は明 らかでな い。

なおHoshino [82] に よれ ば 、-1<γ<0の 時Jα-2γを 固定 してJ→∞(α→0)と い う小数

法則 をGIGPモ デ ル (4.27) に適 用す る と、拡張負 の二項モ デル (4.53) が得 られ る。 またγが 正

の場合 は 、α→0と す れ ばGIG分 布 が ガ ンマ分布 にな るので 、GIGP分 布 モデ ルは ガンマ=ポ

ア ソン (負 の 二項 分布) モ デ ル にな る。故に γ>0,α→0の 場合 、更に小数法則 を適 用 した極限

(J→∞.γ→0)は 対 数級数 モデルで ある。

GIGP分 布 は負の二項分布 を特殊 ケース として含 む事 か らも分か るよ うに、Siの モ ー ドがi≠1

と なるデー タも記 述出来 る。

4.4.2モ メ ン ト

命 題32か らGIGP分 布 の階乗 モ メン トは、GIG分 布 のr次 モ メン トを見れ ば 良い。Willmot

に よ る確率母 関数 (4.30) の 導 出 もこの関係 を利 用 してい る。Jorgensen [91] に よれ ば、非負整数 の

rに ついて

特にr=1の 場 合 をSichel [173] が 考 察 してお り、

寸法指 標の期待値 は (2.3) よ り

分散 も各壷独立な事に注意 して、形式的には (2.4) を用いて評価出来る。すなわち

4.4.3母 数 推 定

次に標本分布を考察する。母集団サイズが確率変数なので、抽出率n0/N0の ベルヌーイ抽出を

考えよう。 この時 (4.28) と命題2.2よ り、GIGPモ デルの標本分布は以下のように書ける。

期待値 制約 (4.29) に つ いて は
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となる。

GIGPモ デルの対数尤度は

なので、

ただ しRγ(ω)ニKγ+1(ω)/Kγ(ω)と す る。なお ここで

を用いた。同様に

従って尤度方程式

を解 けば、γ所 与の最尤解が得 られ る。ここで γ所与での最大対数尤度 を、L*(γ)=maxα.ξL(α、 ξ|γ)

で表す。Stein et al. [192]は 、 以下のアル ゴリズムで三母 数の最尤解 (γ*,α*,ξ*)が 得 られ る、ただ

しα*,ξ*に おいてL*(γ*)=L(α*,ξ*|γ*)、 と主張 してい る。

1.試 行 錯 誤 に よって 、L*(γ1)<L*(γ2)≧L*(γ3)と な る よ うな γ1<γ2<γ3を 見つ け る

(γ=-1/2は 通 常良い初期値)。gi=L*(γi),i=1,2,3,と お く。

2.三 点(γ1,g1),(γ2,g2),(γ3,g3)を 通 る二次式 の最 大値 を与 えるよ うな γ*を 計算。す なわ ち

3.g*=L*(γ*)を 計 算 。

4.・ も し γ1<γ*<γ2な ら ば:

Ifg*<g2,thenγ1←γ*Xg1←g*.Elseγ3←γ2.g3←g2,γ2←γ*,g2←g*.

・ も し γ2≦γ*<γ3な ら ば:

Ifg*<g2,thenγ3←γ*.g3←g*.Elseγ1←γ2.g1←g2,γ2←γ*,g2←g*.

・ も し γ*=γ2な ら ば:

γ*←.99γ2+.01γ3:ス テ ッ プ3へ 。

5.収 束 を確認。 も しγ3-γ1が 十分小 さけれ ば停止 し γ=γ*.Elseス テ ップ2へ 。

なお計算 精度に よっては、(g2-min (g1,g3))/min(g1・g3)が 十 分小 さいか確 認す る事 が推奨 されて

いる。 このアル ゴ リズムは極 大 を与 えるが、それ は必ず しも最大 と限 らない よ うに思 える。
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期待値制約 (4.29) 付きの最尤推定を考察 しよう。パラメ トライゼーションを合わせると、制約は

logJ+logξ+logKγ+1(ω)-logKγ(w)-logn0=0 (4,31)

の よ うに書 ける。(4.31)の 左 辺 をTと 書 けば

とな り、ラグランジュ乗数法が使 えるだろう。なお

は計算の際、便利である。

次に母集団サイズN所 与の場合を考える。GIGPモ デルについては一般にNの 確率が評価出来

ていないので、正規近似を用いるのが一つの考えだろう。Nは 独立なJ個 の確率変数の和なので、

3.4.2節 の結果を利用 して、分散も容易に評価出来る。すなわち

ここでNが 期 待値制約 (4.29) を満 たす として、P(N=N0)=1/2πV(N)の よ うに考 えれ ば良

い。 っま り

(4.32)

が近似的条件付GIGPモ デル という事になる。標本分布は命題2.1よ り、(4.32) の母集団に依存す

る量を標本のそれに置きかえれば良い。 ここから最尤解を数値的に評価出来る可能性が有る。

モメン ト推定については、どうしても変形ベ ッセル関数の数値的評価を伴 うと思われる。だとす

れば簡便性が無いため、本稿では考察 しない。

4.5逆 ガ ウ シ ア ン=ポ ア ソ ンモ デ ル

4.5.1定 義 等

逆ガウシアン (IG) 分布はGIG分 布で γ=-1/2と おいた特殊ケースである。密度関数は以下の

よ うに書ける。

(4.33)

但 し0<α.0<θ≦1でK-1/2(・)は-1/2次 第 三種 変形ベ ッセ ル関数であ る。

(4.34)
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が成立す るの で、(4.33) は

(4.35)

とも書 ける。

GIG分 布 の場合 、母 数 θ=1の 時 に分布 が退化す る。 しか しIG分 布 につ いては θ=1と 出 来

る。つ ま りGIG分 布 は γ=-1/2の 時 のみ、θ=1を 許 す。 なおGIG分 布 につ いて γが 負な ら、

θ→1の 時 は レシプ ロカル ・ガ ンマ分布 になる と述べた。(4.33) は θ=1の 時 、

と書 ける。 これ は レシプ ロカル ・ガ ンマ 分布 の密度 だが 、指 数1/2の 安 定分布 になって い る。な

お指数1/2の 安 定分布 は、Levy分 布 とも呼ばれ る (例 えばUchaikin and Zolotarev [207] を 見 よ)。

本稿 ではIGP分 布 のベ キ級数 分布 としての性 質 を用 い るた め、Sichelの パ ラメ トライゼ ーシ ョン

(4.33) を用 い る。IG分 布 の他 のパ ラメ トライゼー シ ョンについ てはJohnson et al. [88] (p.261) 等

を 見よ。 なおIG分 布 につ いては、Seshadri [159]の モ ノグラフが応 用 も含め て網羅 的であ る。また

Seshadri [158] は 、 指数族 とい う視点か らIG分 布 につい て議 論 してい る。Folks and Chhikara [57]

の レ ビュー以来 、IG分 布 は右 に歪んだデー タを記述す る分布 としてかな り研 究 されてい る (生存 時

間解析 、信頼性評価等)。 右に歪んだ分布 としては対数正規分布 が代表 的だが、Folks and Chhikara

に よ れば、IG分 布 は対数 正規 分布 よ りも挙動 を とらえやす く、代替 ・近似 的 に使用 で きる。 なお

IG分 布 の近似 につい ては、Mudholkar and Natarajan [121]に よ る、渋谷 [165]の 近 似 を含 む各種

手法 の総合的比較 を参照 の事。IG分 布 が対数正 規分布 に比べ て都合 が良い最大 の理 由は 、以下で

示 され るように混合 ボア ソン分布 が解析的 に扱 いやす い事 である。

IG分 布 でボア ソン分布 を混合す る、すなわ ち (3.20) 式 の λがIG分 布 (4.33) に従 う場合 、0<

α,0<θ≦1に つ いて逆ガ ウシア ン=ボ ア ソン (IGP) 分 布

(4.36)

を得 る (Holla [79])。 な お漸化式 (4.25) と初 期値 (4.34) よ り

が示 され る。や は りGIGP分 布 では θ≠1だ った事に注意。(4.36)は θ=1の 時 、指数1/2の 離 散

安定分布 (Steutel and van Harn [195])で あ る。 ところが安 定分布 の性質 か ら類推 され るよ うに、

この時E (F) は 無 限 となる。Nの 期待値 が有限でないモデル は、寸 法指標 の推測 には使 いづ らい。

従 ってモデル にお いては θ≠1と し、期待値制約 が入れ られ る よ うにす る。

定義GIGPモ デ ル (4.27) にお いて γ=-1/2の 時 を、逆 ガ ウシアン=ボ ア ソンモデル と呼ぶ。頻

度 の同時確率は

(4.37)
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とな る。 ただ し0≦α,0≦θ≦1で ある。寸 法指標 について は

とな る。 期待値制約 について は、GIGPモ デ ル の制約 (4.29) が 単 純化 され

と書 ける。

IGP分 布 については、Seshadri [159]の7.1節 の議論が詳 しい (また はJohnson et al. [90]の11.15

節 を 見 よ)。Shaban [160] はIGP分 布 と、そ の極 限 (レ シ プ ロカル ・ガンマ=ボ ア ソン分布お よび

ボア ソン分布) につ いて 、形 状の差異 を数 値的 に評価 、近似 と して差は小 さくない と結論 してい

る。 しか しOng [127] に よれ ば、 レシプ ロカル ・ガンマ=ボ アソン分布 に適 当な修正項 を付 け加 え

る事で、近似 の改善 がみ こめる と言 う。Shaban [161]で は 、対数正規=ボ ア ソン分布、Bulmerの 近

似 (4.18)、Paul and Plackettの 近 似 (3.6) とIG=ボ ア ソン分布 が数値的 に比較 され てお り、IGP

分布 は対数 正規=ボ ア ソン分布 と比較的近い場合が多 い とい う。 またTweedie [206] に よれ ば、IG

分 布 は正 の単峰絶対連続 な密 度関数 を持つ。故 に命 題3.3よ り、IGP分 布 は単峰格子 変数であ る。

Sankaran [152] がIGP分 布 の確率母 関数 を導 出 してい る。(3.5) 式 に おいて混合す る分布をIG分

布 (4.35) とす れ ば、確 率母関数

(4.38)

た だ し0<α,0≦θ≦1を 得 る。確 率の総和 が1と なる事 を前提 とす ればG(z)の 導 出は容 易だ

が 、直接的 に評価す るにはSpiegel [191] 等 を参 照の事。特性関数 についてはSichel [173] を 見 よ。 も

し θ≠1な らば

ただし

と書 き直す事 が出来 る。こ こでg(z)は 、拡張負の二項分布 (4.51) の γ=-1/2の 場 合の確 率母 関数

であ る。以上の議論 か ら、IGP分 布 は非負整数上 の無 限分解 可能分布 であ る事が分か る。従 って、

小数法則 の適 用でIGPモ デ ル か ら意味 のある極限分布 (γ=-1/2の 拡 張負 の二項モデル (4.53))

が 得 られ る。4.4節 と4.12節 の 議論 も参 照の こと。

ここで αθ=cを 固 定 して α→∞.θ→0と い う極限 を考 える。実は この時IGP分 布 の確率母 関

数 (4.38) は 、 平均c/2の ボ ア ソン分布の確率母 関数exp(c(z-1)/2)と 一 致す る。 何故 な ら、
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また確率母関数 (4.38) の形状か ら、IGP分 布がが畳み込みに関 して閉じている事が分る。故に

母集団サイズNの 分布は、少なくともIGP分 布の場合、明示的に評価出来る。すなわち

(4.39)

のよ うに、(4.36)式 で 母数 αをJαで 置 き換 えれば良い。

4.5.2モ メ ン ト

IGP分 布のr次 階乗モメン トはIG分 布のr次 モメン トに等 しい。GIGP分 布に関する議論の特

殊 ケース と して、

を得る。 もちろん (4.38) か ら求める事も出来る。

寸法指標の期待値はGIGPモ デルについての議論 より

である。

4.5.3母 数 推 定

母数推定もやは り、GIGPモ デルに関する議論の特殊ケースである。抽出率n0/N0の ベルヌー

イ抽出を仮定すると、IGPモ デルの標本分布は

ただ し期待値制約 が α=2n01-θ/(Jθ)の よ うにな る。

IGP分 布 に関す る最尤推定 については、例 えばSeshadri [159] で説 明 され ている。Sichel [175]は 、

最尤推 定量 (α,θ) の相 関を評価 した。そ して通常の応用 において これ らは強い負の相関 を持 ち うる

為、別のパ ラメ トライゼー シ ョンが妥 当か も しれ ない と述 べて いる。Stein et al. [192] は これ を受

けて、数値解の不安 定性 を避 けるため変数変換

を推奨 してい る。 この時 ω=(ξ2+α2)1/2-ξ=α1-θと お けば
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と書ける。 ここでξは γ=-1/2の 時、平均に比例する母数である。なおIGPモ デルではNが θ

の十分統計量となる。従って3.8節 で議論されるIGPモ デルのN所 与の条件付分布では、θが消

える。 しか し条件付IGP分 布は、実質的にIGP分 布の二母数の情報を持つ。故にIGP分 布の数

値的不安定性 を避けるには、条件付IGP分 布を用いると良い (Hoshino [83])。

Sichel [175]は θ=0.97と してシミュレーションでIGP分 布の推定量の効率を評価 した。なお現

実のデー タあてはめでは、多くの場合 θ≧.9に なると主張されている (これは右裾がかな り長い

事を意味す る)。シミュレーシ ョンの結果が示唆する事は以下の通 りである。すなわちα=0の 時

(つまり頻度0の 割合が多い場合) モ メン ト法の効率は悪い。標本数が非常に多い場合は別にして、

モメン ト法は変動係数が35%よ りも小さい時 (正規分布に近い) のみ望ましい。

標本分散 (4.8) を用いたモメント推定量は、以下の通 りになる。

(4.40)

Anscombe [6] によれば、観測 された頻度0の 標本割合が寸法指標の推定の効率性に大きく影響す

るとい う。Sichel [172] は、 この議論を受けたIGP分 布の推定量を提案 した。 これを利用すれば

(4.41)

ただしφ0は観測された頻度0の 標本割合s0/Jで ある。

4.6対 数級数モデル

4.6.1定 義 等

対数級数 分布の アイデ ィアは、Fisher et al. [56] の 有 名な論文 に遡 る。 この論文 は大 きな影響力

を持 ったが、一意 に とどま らない解釈 を許す事 で も知 られ ている (例 え ばJohnson et al. [90]の7

章 、Watterson [215] を見 よ)。 通常 「対数級数分布 」 とい えば、Holgate [77] の よ うな解釈 をす る。

す なわち負の 二項分布 (4.10) か ら度 数0を 切 り落 とした

について、γ→0の 極限を適用 した結果

(4.42)

ただ しc=-1/log(1-q)、 を さす。(な お 切 り落 と し負 の二項分布 につ いては 、Sampford [150],

Rider [143] 等 を見 よ。) しか しこの分布はF=0の 確 率を定義 してい ない為 、 自明な方法で空のセ

ル を許す超母集 団モデ ルを構 成で きない。

我 々は これ と区別 して 、Anscombe [6] の解 釈 によ るモデルを 「対数級数 モデル」 と呼ぶ。すなわ

ち対数級 数モデル はガ ンマ=ポ ア ソンモデル (4.12) にお いてJγ=1/βを 固定 し、J→∞.γ→0

とい う極限操 作 (小 数 法則) の 結 果 として得 られ る。3.2節 で 考察 したよ うに、 このモデルは無限
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大個 の各セル で、度数Fjの1以 上 とい う条件 付分布 が対数級数 分布 に従 ってい る と解 釈出来 る。

なお 対数級数モ デル につ いてN所 与 とした場合 、Ewensモ デ ル (4.44) を得 る。逆 にEwensモ デ

ルの母集 団サイ ズに負 の二項 分布 (4.14) を 混 合すれ ば、対数級 数モ デル を得 る。本 節の議 論 は、

Hoshino and Takemura [85]に 詳 しい。

定 義No>0,0<p<1,q=1-pに つ い て 、p=1/(N0β+1)、

とする。 この時母集団サイズが確率変数である対数級数モデルは

(4.43)

のよ うに定義 される。 この時期待値制約E(N)=N0を 満たす。

対数級数 モデ ルにおいて、Si,i=1,2,...,は 各i独 立に平均 λiの ボア ソン分布 に従 う。母集 団サ

イズNニ Σ∞i=1iSiは 確 率変数 であ り、負の二項 分布 (4.14) に従 う (Hoshino and Takemura [85]

を 見 よ)。 期待値 は以 下の様 に も評価 出来 る。

4.6.2モ メ ン ト

対数級数モデルでは、Siの モメン トはボアソン分布のそれである。従って良く知 られているよ

うに、階乗モメン トは非負整数のrに ついて

のよ うに書 ける。Johnson et al. [90]の4章 を見 よ。 なお各i独 立 であ り、特 に

E(Si)=λi,

V(Si)=λi,

4.6.3母 数 推 測

まず抽出率n0/N0の ベルヌーイ抽出を考えよう。命題2.2の 証明で確認 したように、ボア ソン

分布からのベルヌーイ標本はボアソン分布に従 う。従って対数級数モデルの標本分布も対数級数モ

デルであ り、母集団分布のN0をn0に 置き換えればよい。すなわち、以下の標本分布 を得る。
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ただ し

で ある。

従って対数尤度は

L=(n-u)logβ-(n+1/β)log(noβ+1)+const.

応用上はn=n0と みなす事に注意。 この時Lを βで微分して、最尤方程式を得る。すなわち最尤

推定量 βは、

-uβ+log(n0β+1)=0

の解を数値的に評価すれば良い。上式の左辺をもう一度微分 して

が得 られ るので 、ニュー トン=ラ フ ソン法等 が使 える。

モ メ ン ト推定量 の導出は、例 えば

とい う事か ら、

等が考えられる。

単純無作為抽出の場合はn所 与の分布、すなわちEwensモ デルの議論に従 う。

4.7Ewensモ デ ル

4.7.1定 義 等

Ewens分 布 は、"Multivariate Ewens Distribution"や"Ewens Sampling Formula"と も呼ばれ

る。 そ もそ もEwens [51]で は 、遺伝子 の複製 に関 して突然 変異が無作為 に起 きるモデル として提

唱 され た。壷モ デル と しての解 釈が可能 であ り、多様 な応 用がな され てい る。本分布 につ いては、

Johnson et al.[89]の41章 で 詳 しく解説 され てい る。

定義 母数 θ>0に ついて、母集団サイズNが 固定されたモデル

(4.44)

た だ し θ[N]=θ(θ+1)(θ+2)…(θ+N-1)、 をEwensモ デ ル とす る 。

Ewens分 布 は、後に取 り上げ るPitman分 布 (4.46) で母 数 αが0の 特殊ケースである。またデ ィ

リク レ=多 項 モデル (4.2) でJγ=θを 固定 し、J→∞,γ→0の 極 限を適用す ると、Ewens分 布

とな る。 もしくは対数級 数モデル (4.43) に お い て、母集 団サイズ所与 の条件付 モデルで ある。 関

連 して次 の命題 が成立す る。
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命題4.2 (Sibuya [166], Proposition 2.2) mを 固 定 した正 の有 限な整数 と してN→∞と すれ ば、

Ewens分 布 (4.44) の最 初のm個 の要 素 (S1,S2,...,Sm) は独 立な平均 (θ,θ/2,...,θ/m) の ボ ア ソ

ン分布 の同時分布 に収束す る。

命題4.2で の極 限分布 は、対数級数 モデル (4.43) で ベ キ級数母数qが1の 場合に近づ く。何故な

ら、Nの 期 待値が大 きな対数級数モ デル は裾 が長 く、ベ キ母数qが1と な る事 に対 応す る。 これ

とEwens分 布 の極 限が一致す るの は自然 であ る。 この命題 と並行 し、極 限CIGP分 布 につ いて命

題4.4が 得 られ る。

Ewens分 布 は"Residual Allocation Model (RAM)"と して構成 可能 で ある。(W1,W2,...) を

0≦wi≦1, i=1,2,...,と な る よ うな確 率変数列 とす る。Wi=1-Wiと 定 義す る。

(4.45)

と書 く。 この時 (P1,P2,...) は 、 第iグ ループ が割 合Piを 持 つ よ うな確率 的分類 を構成す る。 こ

こでPi=(1-P1-P2-…-Pi-1)Wi、 つ ま り余 りを割 り付 けてい るので、 この過程 が独 立な

Wiに よ って構成 され る場合、RAMと 呼 ばれ る。 ここでXj,j=1,...,N, は (P1,P2,...)所 与 で、

独立かつ 同一にP(Xj=iP1,P2,...)=Pi.i=1.2,...,と い う分布 に従 うとす る。 も しWjが 母

数 (1,θ) の ベ ー タ分布に従 う場 合、X1,...,XNの 寸 法指標の分布 は、Ewens分 布 とい う事 になる。

RAMの サ ーベイ につ いてはPitman [135]を 見 よ。

RAMで は

logPi=logW1+…+logWi-1+logWi

と書 ける。 ここで上式 の右辺 は確 率変数 の和で ある。故 に適 当な正則 条件 の下で 中心極 限定理 が

成 立 し、logPiは 正 規分布 に従 う。 すな わちPiは 多 くの場 合、対数正 規分布 とな る。 この議論 は

Halmos [72] に よ るが、多 くの著者 が中心極限 定理 を用 いて対数正規分 布 を正当化 して い る。例 え

ばBrown and Sanders [21]の 議 論 を見 よ。更 にFi=ΣNi=1I(Xj=i)の 周 辺 分布

は二項分布である。これは平均NPiの ボアソン分布で近似されるので、log(NPi)が 中心極限定理に

より正規分布に従う場合、周辺分布を対数正規=ポ アソン分布で近似するのは自然である。要するに

RAMと して構成される分布は、対数正規=ボ アソン分布 と同様の構造を背後に持つ (Hoshino [80])。

4.7.2モ メ ン ト

寸法指標 の同時階乗モメン トはSibuya [166] が 与 えてい る。すなわち非負整数のri,i=1,2,...,N,

について

た だ しr=ri+…+rN.R=ΣNi=1iri≦N。 特 に
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4.7.3母 数 推 測

Ewens分 布は分割構造を持つ事が知られている。また命題2.1の 前提条件 (個体のラベルに依存

しない事) も満たされ る。従って大きさNの 母集団からn個 の標本を非復元単純無作為抽出する

場合、標本分布は

のようになる。 この時対数尤度は以下の様に書ける。

L=ulogθ-log (θ+n-1)-log(θ+n-2)-…-logθ+const.

故に母数 θの最尤推定量は

の解 という事になる。二次の微分係数

を利用 してニュー トン=ラ フソン法等を用いれ ば良い。例 えばSibuya [164], Hoshino and Takemura [85]

を見 よ。 なおSibuya [164]が 指 摘す る よ うに、Ewens分 布 は指数分布族 に所属す るので尤度 方程 式

は-意 な解 を持つ。 また数値解 を求 め るための反復計算において、良好に収束す る。 なおuは 明 ら

か に母数 θの十分統計 量で ある。

簡 単なモ メン ト推 定量を挙 げ よう。E(s1)=9n/(θ+n-1)よ り

を導 く事が出来る。

4.8 Pitmanモ デ ル

4.8.1定 義 等

Pitman分 布 は、"Pitman Sampling Formula"と も呼 ばれ る。Pitman [134]が 、Ewens分 布 を

二母数 へ拡 張 した もので あ る。Ewensモ デ ル と同様 にRAMと して構成 可能 であ る。す なわ ち

Pitman [134]のConstruction 16に よれ ば、過程 (4.45) にお い て、Wiが 母 数 (1-α,θ+iα) のベ ー

タ分布 に従 う場合 、Pitman分 布 が導 出 され る。 この意 味で、対数 正規分布 と関連 を持つ。
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定義 母数0≦α<1,θ>-αま たはある自然数mに ついて α<0, θ=-mαを 満たすような組

み合わせについて、Pitmanモ デルは以下の様に定義される。すなわち固定された母集団サイズN

につ いて、

(4.46)

こ こ で θ[U:α]=θ(θ+α)…(θ+(U-1)α),θ[N]=θ(θ+1)…(θ+N-1), で あ る 。

も し αが0な らば、(4.46) はEwensモ デ ル の定義 (4.44) と一 致す る。 また α<0の 場 合 θ=

-Jα>0,γ=-α>0と お けば、(4.46) はデ ィ リク レ=多 項モデル (4.2) とな る。故 にPitmanモ

デ ル としては、0<α<1,θ>-αの 領域 が重要で ある。

4.8.2モ メ ン ト

Yamato and Sibuya [227]が 、 寸法指標 の 同時階乗モ メ ン トを評価 してい る。す なわち非負整数

のri,i=1,2,...,N, に つ いて

た だ しr=rl+…+rN,R=ΣNi=1iri≦N0特 に

とな る。

Hoshino [80] に よれ ば、α≠0の 時

と書 け る。 そ してN→∞の 時 Γ(θ+α+N-i)/Γ(θ+N)=Nα-iよ り、α≧0な らばN→∞

の時

であ る。故 に

(4.47)

が成立す る。
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4.8.3母 数 推 測

Pitman分 布はそもそも分割構造を満たすように構成 された (Pitman [134])。また分布が個体の

ラベルに依存 しない事からも、命題2.1が 適用出来る事が分かる。すなわち大きさNの 母集団か

らn個 の標本を非復元単純無作為抽出 した場合、標本分布は

のように書ける。

この時、対数尤度は

のように表される。従って最尤推定量は、以下の同時方程式の解である。

最尤解は数値的に評価する必要が有る。例 えばHoshino [80]は二次の微分係数

を利用 し、ニュー トン=ラ フソン法を用いた。なお最尤推定について、以下の命題が成立する。つ

ま り数値計算において収束する初期値を探索する場合、まずEwensモ デルの最尤推定値を求めれ

ば、その範囲を限定す る事が出来る。

命 題4.3 (Hoshino [80], Proposition 1) Pitrrtanモ デ ルの最尤推 定値 を α*,θ*と 書 く。Ewensモ デ

ルの最尤推 定値 を θEと す る。 この時 α*≦0で ない限 り、θ*<θEで ある。

Pitmanモ デ ル の母数空 間の うち、αが 非負の ケー スのみ考 えてみ よ う。す なわち、

0≦α<1.θ>-α

に母数空間を限る。最尤解がこの内点 (0<α<1)に 有るならば尤度方程式を解けば良いが、端点

に解が有る時は尤度方程式を満たさない。最尤解 α*=0と なるのはどのような場合だろうか。



76 第4章 超母集団モデル各論

手掛か りは、u≧2に つ いて

および

を利用す る。つま り

・(a)∂L/∂αは θ,αについて単調減少。

・(b)∂L/∂θは αに つい て単調減 少。

まず ∂L/∂α|α=0=0を 満 たす θ=θ0を 求 め る。

よ り、

但 しT=Σni=2 siΣi-1j=11/jな の で 、u=nの 時T=0に 注 意 。 こ こ で 単 調 性 (a) よ り

次 に ∂L/∂θ|α=0:0と な る θ=θ1を 考える。 θ1は

の解である。先ほどの結果より

なので、 この時 α*≠0で ある。つ ま りα*=0の 必 要 条件 と して 、θ0≦θ1が 言 える。

次に

が言 える。(α=0の 時 、Pitman分 布 はEwens分 布 に退 化す る。Ewens分 布 は指数族 に属す るか

ら上 の単調性 を満 たす。 もちろん直接 に ∂L/∂θ|α=0,θ=θ1-∂L/∂θ|α=0.θ=θ1+δ>0を 示 せ る。)だ

とす る と、単調性 (b) よ り



4.9.条 件 付 逆ガ ウシアン=ボ ア ソン (CIGP) モ デ ル 77

な の で、

θ*≦θ1

が言 え る。 また θ0<θ1の 時、θ*≦θ0ま たは θ*=θ1の いずれか とな る。つ ま りθ0≦θ≦θ1に

つ いて、∂L/∂α≦0な ので α=0が 最 適で ある。 だ とすれば、θ=θ1の 時の尤 度を上回 らない。

次 に近似的モ メン ト推定量 を紹 介す る。

た だ しc=s1(s1-1)/s2。 導 出 はHoshino [80]のAppendixを 見 よ 。 ま たnが 大 き い 時 に 、(4.47)

よ り

が使 えるかもしれない。

4.9条 件付逆ガウシアン=ボ アソン (CIGP) モデル

4.9.1定 義 等

Hoshino [83]は 、逆 ガウシア ン=ボ ア ソンモデル (4.37) の母 集団サイズNを 固定 した条件付分布

をCIGP分 布 と呼ぶ。すなわ ち (4.37) を母 集団サイ ズの確率 (4.39) で わ れば、CIGP分 布 を得 る。

定義 母数 α>0に ついて、母集団サイズN所 与のCIGPモ デルは以下の様に定義される。

同値だが、寸法指標については

(4.48)

と書 ける。

逆 にCIGP分 布 (4-48) の集 団サイ ズNが 分布 (4.39) に従 うよ うな混合 をす れば、IGPモ デ ル

(4.37) を得 る。 またJα=Aを 固 定 し、J→∞,α→0と い う極 限を とれ ば、極 限CIGP分 布

(4.54) とな る。

4.9.2 モ メ ン ト

寸法指標 の同時階乗モ メン トのみ考察す る。Hoshino [83] に よれ ば、非負整数のrj, j=1.2,...,N.

に つ い て

(4.49)
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ただ しr=ΣNj=rj(≦J),R=ΣNj=1jrj(≦N),と な る.特 に

またHoshino [83] に よれば、N→ ∞ とい う極 限にお いて

なおj=1,2,...に つ いて、 も しSj≧1な らば

さもなければSj:0か つSjP(S0,...,SN|N):0で あ る。従 ってj=1.2,...に つ いて

とい う関係が成立す る。

4.9.3母 数 推 測

CIGP分 布 の母数 推 測 では 、(G) IGP分 布 に 関す る議論 で用 い た技 法 がか な り使 え る。 なお

Hoshino [83] が指 摘 す るよ うに、CIGP分 布 は個 体の ラベル に依 存 しない。 故に命題2.1よ り、分
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布 (4.48) に従 う大きさNの 母集団か らn個 の標本を非復元単純無作為抽出した場合、標本分布は

以下の様になる。

対数尤度は以下の様 に表 される。

ここで

ただ しRγ(α)=Kγ+1(α)/=Kγ(α)と な る。最 尤推定量は尤度方程 式dL/dα=0の 解 で ある。

二次 の微分係数 は

となる。

モメン ト推定については、変形ベッセル関数の評価が問題になる。すなわち厳密な推定量は計算

上不便である。従ってHoshino [83] は、IGP分 布のモメン ト推定量を利用して近似的モメン ト推定

量を提案 した。(4.40) からθの推定量を消去すれば、近似的推定量

を得 る。 ただ しvは 標 本分散 (4.8) で あ る。

またsoを 用 いたIGP分 布 の推 定量 (4.41) に 対 応 して

が提案 された。Hoshino [83] による実データへの当てはめでは、後者の近似的推定値が前者より最

尤推定値に近い傾向が見られた。

4.10拡 張 負 の 二 項 モ デ ル

4.10.1定 義 等

ガンマ=ボ ア ソン分布 モデル での寸法指標Siの 期 待値 (4.15) は、負 の二項分布 (4.10) のP(F=i)

にJを か けた もので あった。 こ こで期待値制約 (4.13) よ り、J=1/γβを 代入す ると

(4.50)
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を得 る。 対数級 数モデルで は γ→0の 挙動 を考察 したが、Engen [46] は (4.50) 式 の Г(1+γ) に 着

目 し、i≧1な らば-1<γ<0と 出来 る と指摘 した (生 態 学 の文脈 だったの で、S0は 考 慮 されて

い ない)。 そ して このよ うなモデルを、「拡 張負 の二項 (Extended Negative Binomial, ENB) モ デ

ル」 と呼ぶ。 しか し寸法指標 の同時分布 は与 えられず、ENBモ デ ル の着想は次 のかた ちで利 用 さ

れ てきた。 すなわ ち-1<γ<0, 0<θ≦1に ついて 、確 率関数

(4.51)

を持 つ分布 を、 「拡張 (切 り落 とし) 負 の 二項 分布 」(extended truncated negative binomial dis-

tribution) と呼 ぶ。確 率関数 (4.51) は 、y=iな らばENBモ デ ル の下で のSiの 期 待値 (4.50) に

比 例 す る。 この分布 は、ENBモ デ ル とは区別 しなけれ ばな らない.よ り詳 しくはEngen [49]、 ま

た はJohnson et al.[90] の5.12.2節 を 見 よ。なお θが1の 時、拡 張切 り落 とし負 の二項分布 は渋谷

分布 (Sibuya[163]) で あ る。(4.51) の確 率母 関数は

のように書けるo渋 谷分布の確率母関数は

なので、g(z)=gs(θZ)/gs(θ) とい う関係が成立する。す なわち拡張切 り落 と し負のこ項分布 は、ベ

キ級数分布化 した渋谷分布 である。ただ し渋谷 分布 は期 待値が発 散 して しま うので、母集 団モデル

として使 いづ らい。なお ッが正 の時 、(4.51) はSampford [150] の切 り落 とし負の二項分布 で ある。

Sichel [180] に よれ ば、拡 張切 り落 と し負 の二項分布 の歪度 は対数 級数 分布 と対数正 規=ボ ア ソ

ン分布 の間になる。従 って、多 くの観測 データを記述す るのに都 合が 良い と言 う。経験的 に拡張切

り落 とし負 の二項分布 が集 団を良く記述す るとい う主張 は、例えばそ もそ もEngen [46]に も見 られ

る。Hoshino [82]で も議 論 された よ うに、γが-1に 近 づ くとP (F=1) の 割 合 が増加 す る。 従 って

小集 団が支配的な (γ=0に 対応 する対数級 数曲線 よ りも歪んだ) デ ー タでは 、拡張負 の二項分布

が有 力であ る。

(4.50) で θ=N0β/(N0β+1) とお いて、γ=-1/2と す る と

(4.52)

のよ うに書 ける。逆 ガ ウシアン=ボ ア ソンモデル に小数 法則 を適用す る と、各Si独 立 に平均母数

(4.52) の ボ ア ソン分布 に従 うモデル が得 られ る (Hoshino [81])。 これ をENBモ デ ル の特殊 ケー ス

として考 えれば 、制約 (4.50) を満 たすモデル が自然 に得 られ る。 実際 、IGPモ デ ル を一般 化 した

GIGPモ デ ルに小数法則 を適用すれ ば、一般 のENBモ デ ル が得 られ る (Hoshino [82])。

定 義 -1<γ(γ≠0), 0<θ<1に つ いて、母集団サイ ズNが 確率変数 であ る拡張負 の二項モデ

ル は次の よ うに定義 され る。

(4.53)
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ただし

であ る。なおE(N)=N0と な る。特 に-1<γ<0の み 考え る場合は、そ のよ うに明示す る。

ENBモ デルでは、3.2節 で考察 した ように、無限大個のセルが有るとして各度数Fjが1以 上と

い う条件付分布が拡張 (切り落 とし) 負の二項分布に従っていると解釈出来る。θ=1の 場合は母

集団サイズが有限の期待値を持たないので、母数空間か ら除いている。

4.10.2 モ メ ン ト

Siが ボア ソン分布に従 う事より、非負整数のrに ついて

の よ うに書 ける。Johnson et al.[90] の4章 を 見 よ。なお 各i独 立であ り、特に

4.10.3 母 数 推 測

ENBモ デルでは母集団サイズが確率変数なので、ベルヌーイ抽出が用いられる。抽出率がn0/N0

の場合、標本分布は以下の様に表 され る。

ただし

である。従って対数尤度は

のように書ける。

対数尤度について、一次の微分係数は以下の式で与えられる。
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また二次の微分係数は以下の式で与えられる。

最尤推定は、同時方程式 ∂L/∂θ=∂L/∂γ=0を 解 けば良い。ただ し応用の際はn0をnの 実現

値で置きかえるので、n=n0と なる。 この時尤度方程式は簡略化されて、以下の様になる。

単純なモメン ト推定では、非線型方程式を解く必要が有る。従って利便性の点で益がないので、

本稿では考察しない。なおEngen [46] は様々な推定法について考察 し、擬似モメン ト推定を推奨 し

ている。

ENBモ デルからの非復元単純無作為抽出は、N所 与の条件付分布で考えれば良い。4.12節 でこ

れを考察する。 しかしγ=-1/2の 場合 (極限CIGP分 布) を除いて、利便性 に欠けるように思 う。

4.11 極 限CIGPモ デ ル

4.11.1 定義等

Hoshino [81] は 、CIGP分 布 (4.48) に 小 数 法則 を適用 した。 す なわ ちJα=Aと お き、J→

∞. α→0と した。 ここで得 られ た分布 を、極限CIGP (LCIGP) 分 布 と呼ぶ事 にす る。
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定義 母 数A>0に つ いて、LCIGPモ デ ルは次の よ うに表 され る。

(4.54)

なお本モデルでは、母集団サイズNは 固定されている。

LCIGP分 布は、拡張負の二項モデル (4.53) でγ=-1/2と した時の母集団サイズ条件付き分布

でもある。Ewens分 布でN→∞と した場合に有限項の対数級数モデルが得 られる (命題4.2) よ

うに、極限CIGP分 布についてもN→∞で 有限項の拡張負の二項分布モデルが得 られ る。命題

として述べれば次のようになる。

命題4.4有 限 で正の整数mを 固定す る。LCIGP分 布 (4.54) の最初のm要 素である (S1,S2,...,Sm)

はN→∞の 時i=1,2,...,mに つ いて独立な平均

のボアソン分布の同時分布に収束する。

命題4.4の μiは 、ENBモ デル (4.53) で γ=-1/2, θ=1と した場合 のE (Si) に 他 な らない。 本

命題 は、Sibuya [166] に よ る命 題4.2の 証 明 と同様 に示す事 が出来 る。4.11.2節 で 示 されてい るよ

うに、m項 の 同時 階乗モ メン トE(Пmi=1S(ri)i)は

た だ しri, i=1,2,...,m, は 非 負 整 数 、 と な る 。 こ こ でIsmail [87] の 公 式

を用いればN→∞の 時

となる。 つま りすべ ての次数ri, i=1,2,...,m, につ いて同時階乗モ メン トが独立 なボア ソン分布

の同時階乗モ メン トに収束す るの で、分布収束 が示 された。

4.11.2 モ メ ン ト

Hoshino [81] に よれ ば、寸法指 標 の同時階乗モ メン トは非負整 数の γi, i=1,2,...,N,に つ いて

次式 で与え られ る。

(4.55)

ただし  で あ る。
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特 にi=1,2,...,Nに つ い て

Hoshino [81] はP(U) を 求 めてい るので

(4.56)

と評価 できる。 ここで条件付 のモ メ ン トを評価 しよ う。 非負整数 のri, i=1,2,...,N, に つ いて

た だ しr=ΣNi=1ri(≦U), R=ΣNi=1iri(≦N) で あ り、

であ る。最後 の式 で ΣS∈S(N-R.U-r)P(S|U-r)=1を 用 いた。特 に

なので
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で ある。 従ってN, Uが 大 きい時 には

であ り、これ は拡張 (切 り落 とし) 負 の二項分布 (4.51) で γ=-1/2, θ=1と した場合の確率P(F=

i) と等 しい。先ほ ど示 した (S1,S2,...,Sm) の独 立ボア ソン同時分布への収束 と整合的な結果である。

またE(Si|U)/Uの 極 限 は、Pitman分 布 (4.46) で母 数 α=1/2の 場 合のlimN→∞E(Si)/E(U) と等

しい ((4.47) 式 を 見よ)。 実は α=1/2のPitman分 布 のU所 与の条件付分布P(S1,S2,...,SN|U, N)

は (4.56) の よ うに書 ける。従 ってSi/Uが 一 致す るのは偶然で はない。 これ について は、4.12節 で

よ り詳 しく議論す る.

4.11.3 母 数 推 測

本モデルでは母集団サイズが固定されている。故に命題2.1が 利用出来る。非復元単純無作為抽

出の場合、大きさnの 標本分布は次のように書ける。

従って対数尤度Lは 次式で表 され る。

対数尤度について一次の微分係数は以下の通 り。

ただ しRγ(ω)=Kγ+1(ω)/Kγ(ω)で ある。変形ベ ッセル 関数 の微分 に関 しては、GIGP分 布 (3. 4. 3

節) で の議論 を参照 の事。最尤推 定量 は、∂L/∂A=0の 解 である。 これを解 くには二次の微分係数

を用いて、ニュー トン=ラ フソン法が利用できる。極限CIGP分 布は指数族に所属するので、最尤

推定の挙動は良好である。なお 冠は母数Aの 十分統計量である。

極限CIGP分 布について厳密なモメン ト推定量は、変形ベ ッセル関数の評価を伴い実用的では

ない。従ってHoshino [81] は、近似的なモメン ト推定量

を提 案 した。 しか し現実のデー タでは4S2/S1は1よ り大 き くな りうる。 この場合推定値 は虚数 と

な り、非合理 であ る。 その よ うな場合 は、uをAの 推定値 とすれ ば良いだ ろ う。

4.12 条 件 付 拡 張 負 の 二 項 モ デ ル と 関 連 す る 分 布 に つ い て

ENBモ デル (4.53) において、γは-1か ら0ま での値をとりうる。γ=-1/2の 場合については、

N所 与の条件付分布として既に極限CIGP分 布 (4.54) の性質を議論 した。しかしγ≠-1/2に つい
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ては、拡張負の二項モデルの条件付分布 を考察 していない。そのような条件付分布は、極限CIGP

分布を特殊ケースとして含む一般化された分布になるはずである。またそのような分布は、小数法

則の極限として表れるはずである。故に-1<γ<0に 対応する、一般化されたCIGP分 布も考え

られる。だとすれば、一般化されたCIGP分 布を条件付分布 とする、一般化されたIGP分 布モデ

ルはどのように書けるだろうか (図3.8, 4.1参 照の事)。

実はそのような一般化IGPモ デルは、複数有 りえる。一般にE (N) を固定 してJ→∞と いう制

約を満たす系列は、極限が同一だ としても出発点は複数有 りえる。一例を挙げよう。4.4節 で検討

したGIGP分 布モデル (4.27) は、小数法則を適用する事で拡張負の二項モデルが得られる。 しか

し小数法則の適用前 と後で、Nの 分布が変化す る。ここでNの 分布が変化 しないとすれば、GIGP

分布 とは別の一般化されたIGP分 布を得ることが出来る。すなわち、拡張負の二項分布をクラス

ター分布 とする複合ボア ソンである。

Hoshino [82] のProposition 1に よれば、そのような一般化 されたIGP分 布の確率母関数は次式

で表 される。

(4.57)

た だ し0<α, 0<θ<1, -1<γ<0で あ る。 この分布 を本稿 ではKatti and Gurland [96] に な ら

い 、ボア ソン ・パスカル分布 と呼ぶ (例3.2も 参 照 の事)。 もしγが 正 ならば、この分布 は負の二項

分布 を クラスター分布 とす る複合 ボア ソンで あ り、Skellam [183] は これ を一般化Polya-Aeppli分

布 と呼ぶ。 ここで実は-1<γ<0と 出 来 る事 を指摘 したのは、Willmot [225] の 貢 献で ある。

Fj, j=1,2,...,J,が 互 いに独立に (4.57) で 定 義 され る分布に従 うとす る。 ここでNの 分布 が固

定 されてい るな らば、J→∞ (α→0) の極 限で拡張負 の二項 モデル が得 られ る。 もし θ=1な ら

ば、(4.57) は離 散安定分布の確率母関数である。3.1節 で議論 した ように、離散安 定分布 は γ=-1

の 場 合 を除 き有限の期待値 を持 たない (つ ま りE (Fj)=∞)。 この場合は母集 団モデル と して役 に

立 たないので、θ=1を 母 数空間 か ら除 いて ある。IGP分 布 が指 数1/2の 離 散安 定分布 を特殊 ケー

ス として含む事 に着 目すれば 、(4.57) は 一 般の離散安定 分布 に対応す る 自然な一般化 であ る。

なおボア ソン ・パス カル分布 (4.57) につ いて、γ→-1の 極 限 で

とな る。 これは平 均 αθの ボ ア ソン分布 の確 率母 関数 であ る。 なお (4.57) は γ=-1の 時 もプ ロ

パ ーな確率母 関数だが 、ENBモ デ ルでは γ=-1と 出 来ない為に母数空 間か らγ=-1を 除 いて

い る。 また γ→-0の 場 合

なので、αγ=νが 負 の定数 にな るよ うに α→+∞ (γ→-0) とす れ ば

ただし
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とな り、極 限分布 は負の二項分布 であ る。

問題 は、(4.57) の 確 率関数が γ=-1, -1/2, 0の 場 合 を除 いて解析的 に取 り扱い にくい事である。

同様 に一般化CIGP分 布 、一般化極限CIGP分 布 の確率 関数 も これ らの場合 を除いて複雑 である。

Hoshino [82] のProposition 2に よれ ば、確率変数Fが ボア ソン ・パスカル分布 (4.57) に 従 う場合 、

た だ しB (i;α,γ) は漸 化 式で定義 され る。 す なわちB (0;α,γ)=1か つ

とな る。一般 化CIGP分 布 は

または

(4.58)

である。そ して一般化極限CIGP分 布、すなわち拡張負の二項モデルのN所 与の条件付分布は

A>0に ついて

(4.59)

と書 ける。 これ らの結果は命題3.8か ら導 く事が 出来 る。拡張負 の二項 分布 がベ キ級数 分布 なので

ボア ソン ・パスカル分布 もベ キ級数分布 とな り、N所 与の条件付分布 (4.58),(4.59) は べ キ母数 θに

依存 しない。

まず一般化CIGP分 布 (4.58) か ら考察す る。特殊 な場合 を除いてB (i;α,γ) の評 価が簡単ではな

いが 、少 な くと も階 乗モ メン トは以 下の よ うに評価 出来 る。 非負整数ri, i=1,2,...,N, に つ いて

r=ΣNi=1ri, R=ΣNi=1iri(R≦N) とす る 。 な おn(R)=n(n-1)…(n-R+1) で あ る 。 こ の 時

ただし
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であ る。 ここで

なので、一般化CIGP分 布の階乗モメン トは

(4.60)

であ る。 なお γ=-1/2の 場 合 は (4.49) 式 の よ うに書 ける。 特 に

一般化CIGP分 布 (4.58) は γ=-1の 場合、(条 件付 き) ボアソンモデルになり、寸法指標の同

時確率は

(4.61)

の よ うに書 ける。 これ は等確 率多項 分布 に他 な らない。(4.61) 式 がデ ィ リク レ=多 項 分布 (4.2) に

対 す るある極限操作の結果 として得 られ る事を確認 してお こ う。デ ィ リク レ=多 項分布 は、一般化

CIGP分 布 につ いて γ→0 (αγ=ν) と して得 られ る。 そ して更に-ν→∞と い う極 限 を とれ ば、

(4.61) に な る。なおNが ベ キ級数母数 αθの 十 分統計量 なの で、(4.61) 式 は α, θに 依存せ ず、柔

軟 なモデル ではない。 ただ し寸法指標 の階乗 モ メン トは明示的 に評価 出来 て、

(4.62)

となる (等確 率 多項 分布 のモ メン ト)。

一般化極 限CIGP分 布 (4.59) は、 γを 定数 とみ なせ ば指数族 に所属 し、 その十分統 計量はUで

あ る (Remark 2, Hoshino [82])。 ま た γ=-αと 置 け ば、(4.59) は

(4.63)
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と書 き直す ことが出 来る。 特に α=1/2 (LCIGP分 布) の場 合 、

ただ しC (N, U, α) はC-ナ ンバー (Charalambides [31]) で あ る。C-ナ ンバー は一般化 されたス ター

リング数 であ り、付録Bで 簡 単に性 質が述べ られて い る。 この よ うに書 けば、LCIGP分 布 の定義

式 (4.54) にお ける変形ベ ッセル 関数 は、Nを 分割す る組み合 わせ を数 え上 げた結果で ある事 が一

層 明 らか となる。(4.63) 式 をPitman分 布 (4.46) と比 較 すれば、(4.59) のU所 与 の条件 付分布が、

Pitman分 布 のそれ と同 じ事 が分か る。厳密 に これ を示 す には、Uの 確率 関数 を評価すれ ば良い。

Pitman [136]、Yamato et al.[228] がPitman分 布 の下 でのUの 挙動 を評価 (詳 し くは大和 [226] を

見 よ) して お り、 これ等 と同様 に考え ることが 出来る。すな わち

な の で 、Charalambides and Singh [35] の (3.24) 式 (付 録 の (B.4) 式 を 見 よ) か ら

(4.64)

特 に γ=-1/2の 場 合、Hoshino [82] に よれ ば

とな る。 また γ→0の 場合 はEwensモ デ ルで あ り、 この場合

ただ し|s(N, U)|は 符 号な し第一種ス ター リン グ数で ある (Ewens [51])。

結 局、一般化極 限CIGP分 布 (4.59) の 下 では

(4.65)

ただ し α=-γと な る。特 に α=1/2の 場 合は (4.56) 式 で 与 え られ た。参考 の為 に、Pitman分 布

(4.46) の 下 での び の分布 はPitman [136] に よれば

と書け る。従 ってPitman分 布 の下で も(4.65)が 成 立す る。 ちなみ に ΣNU=1P(U)=1を 利 用すれ

ば、(4.64) か ら

(4.66)
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た だ しc(N, U, -γ) は 符 号 な しのC-ナ ンバー であ る (付録 の (B.6) 式 参 照)。 ここで

と書 けば、

で ある。Charalambides [32][33] はCNαに つ いてN→∞と α→±∞の 極 限を明 らかに して い

る。 しか しこれ らの極 限は、いずれ も我 々の問題意識で は興味 の対象にな らない。 なおB (i; α, γ)

は 、一般化 されたIGP分 布 (4.57) をベ キ級数 分布 と見て 、ベ キ級 数母関数

をθについて展開した係数である。すなわち

この よ うに η (θ) をB (i; α, γ) の母 関数 とみな した展 開は、Carlitz [28] の (3.13) 式 に 見 られ る。 ま

たCharalambides and Singh [35] の (3.19) 式 (付録 の (B.5) 式 を 見 よ) を利 用すれ ば、直接 (4.66)

を得 られ る。

一般 化極限CIGP分 布 (4.59) の 下 で、 寸法指標 の階乗モ メン トは一般化CIGP分 布 の場合 と同

様 に評 価出来 る。 非負整数 のri, i=1,2,...,N, につ いてr=ΣNi=1ri, R=ΣNi=1ir,(≦N), とす

る。 この時

ただ し

で ある。 こ こで
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なので一般化LCIGP分 布の階乗モ メン ト

が示 され た。 ここで γ=-1/2の 場 合は (4.55) 式 を 見よ。 特に

一般化極限CIGP分 布 (4.59) は γ=-1の 場 合 、退化 して しま う。拡張負の二項 モデルで γ=-1

と出 来 なか った事 に注意 すべ きだ ろ う。 一般 化CIGP分 布 で γ=-1と お いた場合 の多項分布

(4.61) は

の よ うに書 き直す事が 出来 る。 ここでJ→∞と すれば、U=Nで ない限 り退化す る事が分か る。

U所 与 の条件付 一般化極 限CIGP分 布 または条件付Pitman分 布 (4.65) に つ いて 階乗 モメン ト

を確認 してお こ う。α=1/2の 場 合 を既 に4.11.2節 で 求 めてお り、同様に評価 出来る。す なわ ち非

負整 数の γi, i=1, 2,...,N, に つ いてr=ΣNi=1ri (≦U), R=ΣNi=1iri (≦N) とす る。 この時

と書 け る。特 に

と な る 。

命 題4.2と 命 題4.4か ら 類 推 し て 、 一 般 化 極 限CIGP分 布 の 最 初 のm要 素 で あ る (S1, S2,...,Sm)

はN→∞の 時i=1, 2,...,mに つ い て 独 立 な 平 均

のボア ソン分布の同時分布に収束する事が予想 される。条件

が満たされればこの予想は証明され るが、今後の課題 とする。
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図4.1: ポ ア ソン ・パスカル分布 によるモ デ リング (Hoshino [82])

一般化CIGP分 布 と一般化極限CIGP分 布に関する母数推定は、未だ議論がなされていない。そ

して残念ながら、簡潔にな りそ うにない。特に一般化極限CIGP分 布はU所 与での挙動がPitman

分布と一致するので、寸法指標の推定値がPitman分 布のそれと似る事が予想 され る。Pitman分

布の最尤推定は簡単なので、苦労 して一般化極限CIGP分 布をあてはめる意味は無いか もしれな

い。本節の考察は、理論的な興味の範囲を出ない可能性がある。
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本節では寸法指標推測の応用問題について考察す る。主な応用分野は統計的生態学、計量言語学、

統計的開示制限だが、前二者については リファレンスとも言 うべき文献が存在する。従って統計的

生態学 (5.1節) と計量言語学 (5.2節) に関する記述は、簡単なものにとどまる。それよりも、統

計的開示制限の文脈を詳 しく説明 しよう (5.3節)。 また本節の最後 (5.4節) では、実データにモ

デルを当てはめた数値例を示す。

5.1 統 計的生態学

統計的生態学では、種の "abundance" が興味の対象となる。これは必ず しも個体数を意味せず、

Tokeshi [204] によれば、ニッチ (生態学的地位) やバイオマス等にも用いられる。この "abundance"

を記述す るモデルとして、混合ボアソン分布が重要な役割を果たしてきた。ただ し近年、統計的生

態学においてabundanceモ デルは余 り注 目を浴びていないよ うだ。比較的新 しい教科書 (Ludwig

and Reynolds [111] やYoung and Young [230]) によれば、abundanceを 計る究極の目的は生態学

的共同体の構造に関する仮説を立てる事にある。しかし個体数の表面的挙動から実体的構造を同定

する能力が不足 している (例えば混合ボアソンかつ複合ボアソンとなる分布ではどちらが構造式だ

ろうか? )の で、abundanceモ デルをあてはめて得 られる洞察は限られる。従って、実体への興味

が優越する以上、計数データのモデ リングと異なるアプローチが重要性を増すのは自然な事であ

る。なお群集生態学の問題意識を知る為に、木本 ・武田 [101] を参考にした。

生態学分野における混合ボアソン分布の解釈を確認 しよう。まず伝統的にポアソン分布は、単位

時間あた りの標本抽出機構の記述 とみな される。J種 が存在するとして、j番 目の種のabundance

を λjと書 く。観測された第j種 の標本数fjは 、平均 λjのボアソン分布からの実現値とみなす。

そして (λ1,...,λJ) は、連続な確率分布に従 うと考える。

ただabundanceの 分布は、連続ではおかしいという議論が有る。Holgate [77] 等の主張によれば、

連続分布が表す無限母集団からの抽出というモデ リングは、種の数が有限だ という事実に 「矛盾」

する。ただモデルを実機構の記述とみなさなければ、このような批判は意味を持たない。また λで

表されるabundanceを 、生物群集の利用する資源量 (ニ ッチ) のように母集団個体数を間接的に

規定する量と考えれば、連続分布で記述 しても構わないだろう。しかし有限の集団を無限 とみなす

事への批判は無視できない。λは一単位時間当たりの観測数の平均なので、t期 間観測すれば、tλ

が観測個体数の平均 とされ る。 しかし長 く観測すれば、追加的に観測される標本は徐々に減ってゆ

くのではないだろうか。つまりtが 大きい時、観測個体数の平均はtλを 下回ると思われる。この

ような食い違いは、有限母集団を無限母集団で近似 しているから起きる。ボアソン分布を抽出メカ

ニズム と解釈 して良いのは、限 られた場合だろう。
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本稿の方法論では、混合ボアソンの λの分布に実機構もしくはニッチのような理論上の解釈は

無い。そ してボア ソン分布は、二項分布の近似 として無限母集団からの抽出に対応する。そ して観

測の為の抽出をボアソン分布 と切 り離すことで、例えば非復元無作為抽出と整合的なモデルを用意

できる。母集団寸法指標を標本から推測する場合、無限母集団からの抽出とは別に標本設計を考え

た方が目的合理である。一方、生態学ではデータの記述が重視 されてきたように見える。

なお生態学では繰 り返 し標本を取る事が珍 しくないので、推測をλ1,...,λJ所与ですべ きか否

かが問題になる。つまり標本が、P (fj|λj) かP (fj) のどちらに従 うかが問題になる。Engen [48] に

よれば、生態学の論文ではどちらの場合も有るが、条件付の方が現実に近いと主張 されている。た

だ本稿では、複数標本からの推測は議論 しない。

Fisher et al.[56] がマレー半島の蝶のデータに対数級数分布を当てはめて以来、統計的生態学では

様々な分布がabundanceの 記述に用い られてきた。なお古典的応用例については、Engen [49] が詳

しい。中でも重要なモデルはPreston [138] の対数正規=ボ アソン分布である。Dennis and Patil [42]

は、対数正規分布の生態学での応用に関するレビューを与えている。一般に大標本では、対数級数

分布よりも対数正規曲線が良くあてはまると考えられているようだ。なおKempton and Taylor [98]

は対数級数分布と対数正規=ボ アソン分布を様々な生物データにあてはめて比較 した。そこでは種

の構成が経年変化 しない静態的環境では対数級数分布が、動態的環境では対数正規二ボアソン分布

のあてはまりが良かった事を報告 している。Myers and Pepin [122] は、対数正規、ワイブル、ガン

マ分布の生物データへのあてはまりを尤度比統計量、残差x2統 計量で比較 した。彼 らのデータで

は、ワイブルやガンマが良いケースも多い。特に昆虫の先行研究で、対数正規が必ずしも良くない

ケースをあげている。また同論文では、観測値が0の 種を含むような対数正規分布 (△-分布) につ

いて、観測値非零の種が対数正規性を持つとい う仮定に関する頑健性をシミュレーションで評価 し

ている。具体的にはq-p個 の対数正規標本 とp個 の他分布標本を混合、q個 の標本から推定を行

う。ここで言 う他分布 とは、所与の対数正規分布 と同じ期待値 ・分散を持つワイブル、ガンマ、ま

たは標準正規乱数 冠を変換 した

の分布である。ただしσ, θは正の母数 とする。これ らは対数正規の母数空間の大部分で形状が似て

いるが、よ り歪みが少ないので選択 された。推定量の標本平均と標本分散について相対バイアスと

効率を評価 した結果、対数正規を前提 にした推定量は仮定からの乖離に大変敏感であった。

他に比較的新 しい応用を挙げておく。Ord and Whitmore [129] は、(切 り落とし) IGP分 布をい

くつかの生物データセ ットにあてはめている。またSichel [180] は、(切 り落 とし) GIGP分 布のあ

てはまりが良好 と主張 している。

なお近年のabundance推 測の議論については、Schwarz and Seber [155] のレビュー論文が詳し

い。生態学分野の標本設計 (確率抽出法) は複雑な場合が多く、同論文のまとめ方は標本設計別に

文脈を整理するとい うものである。なお超母集団モデルによる推測についてはほとんど触れ られて

いない。また新しい文献 として、Haas and Stokes [69] を挙げてお く。彼 らはジャックナイフを使っ

てUの 推定を試みている。ただ推定量を簡素化する為に母集団に関する仮定 (SN/U=U) を用い

てお り、分析の意義に疑問が残る。
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5.2 計 量 言 語 学

計量文献学及び計量言語学等においては、特定の単語が文章中に何度現れたかとい う計数デー

タを取 り扱 う。 これらの分野の問題意識は、竹内他 [200] における解説が研究史も含めて分かり易

い。なお初期の議論は、Yule [232] に尽きる。また近年の成果についても、Baayen [9] が議論をまと

めている。従って本節で新 しく述べるべき事は、ほ とんど無い。

これ らの分野での寸法指標推測応用例を説明 しておこう。ある言語の語彙数がJ語 であるとす

る。 ここで第j語 が、抽出されたある作家の文章中にfj個 出て くると考える。例えば母集団は、

抽出された文章を含む作品全体と考えられ る。一度だけ使われる単語 (文法用語で 「臨時語」) は
"hapax legomenon (pl.-na)" と呼ばれ るが、その母集団中の総数S1は 興味の対象となる。なお二

度使われる言葉は "dis legomena"、 三度は "tris legomena" である。そして作家が長く書けば知っ

ている全ての言葉を使 うとして、その語彙数はlimN→∞Uで ある。

統計的生態学と計量言語学の関連は古 くから意識 されていた。故に混合ボアソン分布の使われ方

も似ている。本分野での混合ボアソン分布の平均母数 λjの解釈は、文章の単位長あたりの第j語 出

現頻度の平均である。文章長Nは 、無限にいくらでも近づける事が出来るだろう。従って生態学の

ような母集団の有限性はあてはまらない。しかし語彙数Uは 有限と考えられるので、limN→∞E (U)

が有限のモデルが望ましいようだ。

Williams [221] は、1900年 以前の単語長分布に関する先駆的な研究 (Mendenhall [118] 等) を再

発見 して報告 している。 しか し言語データの統計学的分析は、Yule [231] がその端緒に見える。な

お言語データは、右裾が重い とい う特徴は共有するが、モー ドが1で はない例 も見られる。GIGP

分布は、このような例も記述出来ると主張されている。例 えばSichelの 一連の論文 [177][178] で

は、GIGP分 布による語彙データの記述を議論 している。またSichel [179] は、ある分野の論文が

雑誌に掲載された頻度の分布に、最小X2法 を用いて0切 り落 としGIGP分 布を当てはめている。

この場合の最尤推定にっいては、基本的にStein et al.[192] の方法に従って、Heller [74] が検討 し

ている。またPrice [139] は、語彙数の学習による増加曲線を、GIGP分 布で記述 している。

5.3 統計的開示制限

官庁統計などで、集計される前の調査票を個票と呼ぶ。今のところ日本で一般公開されている官

庁統計は、集計結果のみである。 しかし集計により調査は本来持っている情報を一部失 う為、分析

の目的によっては個票データが必須 となる。ただ し個票レベルの分析には、「目的外申請」をする

必要がある。これは非常に煩雑な手続 きを要求 され、誰もが実質的に可能 というわけではない。ま

た分析は、申請 した範囲でしか行えない。この場合特に問題なのは、探索的データ解析が不可能な

事である。 このように 日本の官庁統計個票データについては、利用の制限が大きい。

しか しいかなる集団にも同 じデータを提供 して独自解釈を保証する事は、民主主義的政治過程に

不可欠だという主張が存在す る (Dale et al,[41], p.8)。 この立場からは、個票への差別的アクセス

制限は許容 されない。また統計は利用される事に存在意義がある。多様なデータ分析を促進する事

で、新 しい知見を誘発する事が期待 される。このような社会的利益が有るからこそ、多額の公費に

より統計は維持 されているのである。逆に税金で賄われているからこそ、データへの要求に答える

べきである。そして統計の利用を通 してデータの質に関心を持つ者が増えれば、フィー ドバックを
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産み統計の改善にもつながるだろう。このような好循環を阻む現行制度は、問題が有ると言わざる

を得ない。

個票を公開していない究極的な要因は、匿名性が確保できないと、調査が存立 しえないとい う所

にある。法的な問題もあるが、調査客体が調査に不信感を抱 くと、回答拒否や虚偽回答につなが

る。 このようなデータは利用価値がない。従って匿名性 を危 うくする事は、万人の利益に反する。

故に匿名性を事実上確保できる範囲で、個票を公開する事を考えたい。集計結果のみ公表する事

が、調査の匿名性の必要条件ではないのである。実際アメリカ ・カナダでは、国勢調査の一部個票

データが一般に提供されている (ヨーロッパでは国毎に対応が違 うが、詳 しくはDale et al.[41] を

見よ)。 また各国統計当局で、個票提供について研究が積み重ねられている。 これらの成果をまと

めたWillenborg and de Waal [217][219] は、基本的な文献である。他に関係論文を編集 したDoyle

et al.[43] も挙げておこう。邦文の解説では竹村 [197] が参考になる。よ り詳 しくは松田他 [117] を

参照すべきだろう。

ある個票が、特定の調査客体のものだ と明らかになる事を、「個体識別 (identification)」または

「個体開示 (disclosure)」とい う。「(個票) 開示 リスク」 とは、そのような危険性の事である。統計

的開示制限分野での寸法指標推測問題は、個票開示 リスクの評価に関わる。

ある統計調査で、個体の同定 ・識別に役立つ情報を含む項目がL個 有るとしよう。そのような

項 目を 「キー変数」とい う。調査項 目の中には、個体の識別に使えないものも存在する。例えば事

業所の特定品目在庫などは、外からはうかがい知れない。 リスク評価については、そのよ うな項 目

は無視 して良い。第l, l=1, 2,...,L, 変数について、実現値はcl個 のカテゴリーに分類 されるだ

ろう。例えば性別なら、男と女の二分類 (c=2) になる。個票データセ ットは第lキ ー変数が第l

フィール ドを構成 し、調査客体 (統計単位) 毎にレコー ドをつくる。調査客体は通常個人や世帯、

事業所である。

ではどのようなデータセットが危険と考えられるか。極端なケースとして、名前や住所を含むよ

うなデータセットが挙げられる。 この場合調査客体の特定は容易であ り、このようなリスクは明ら

かに許容出来ない。何故 「名前」や 「住所」をデータとして含んではならないのかとい うと、特定

の名前や住所 という条件を満たす個体が母集団において非常に少ないからである。小さいグループ

の中から個体を特定するのは、比較的容易かもしれない。一般に考えて、キー変数の特定の組み合

わせ条件を満たす個体が少なければ、その個体群は比較的危険 と考えられる。キー変数について組

み合わせの総数は各カテゴリー数の積、すなわちc1×…×cLで あり、これをJと 書 く。 この組

み合わせのそれぞれを 「セル」と呼び、各個体はいずれかのセルに所属する。母集団において第j

セルに所属する個体数をFjと 書 く (j=1, 2,..., J)。 ここでFjが 小さければ小さい程、そのセ

ルに所属する個体データの公開はより危険 という事である。

なおJ個 の中には度数Fjが 必ず0と なるセルも有 り、「構造的ゼロ (structural zero)」 と呼ばれ

る。例えば年齢10で 配偶者有 りとい う条件を満たす個体は存在 しない。従って、真のJは ナイー

ブに決まるJか ら構造的ゼロセルを引いた数だと主張される場合が有る。 これ をJに 関す る不確

実性 と考えれば、Jに 依存 しないモデ リングが推奨 される。

直感的に考えて、調査客体の情報を粗くすればそのデータセ ットはより安全になる。そのよう

なデータ修正 (editing) については、い くつか選択肢が有る。任意の変数の組について、全ての レ

コー ドに同じ修正をす る場合 「大域的 (global)」とい う。そ うでなければ 「局所的 (local)」と呼

ぶ。以下では大域的修正のみ考える。また修正の技術としては、「隠蔽 (suppression)」 と 「再符号
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化 (recoding)」 を考える。前者は変数の組 を、公開対象から外 して しまう。 「名前」などは大域的

隠蔽の自明な対象である。再符号化を説明しよう。 これは変数のカテゴリーを再編成する事を言

う。 「学歴」を例にとる。「大卒」と 「大学院卒」が分けて調査 されていても、再符号化して両者を

同一のカテ ゴリー、すなわ ち 「大卒以上」で扱 える。また再符号化には、数値の丸め等も含まれ

る。隠蔽はその変数のカテ ゴリー数を1に する事 と解釈出来るので、再符号化の極端なケースと

同等である。なお再符号化を進める事で、危険性は単調に減少す るはずである。セルの大きさをリ

スクの指標 とすれば、これをうまく説明出来る。つまり再符号化によるカテゴリー数clの 減少は、

」の減少を意味す る。 この時、セルあた りの個体数は増 える方向で変化する。

以上の議論から、セルの大きさは リスクの指標 としてふ さわしい性質を持っている事が理解 され

る。従って個票データセットの各レコー ドが所属するセルの大きさは、開示 リスクに関して重要な

情報 と考え られている。 しかしFjは 標本調査では未知であり、標本データか ら推測する必要があ

る。標本でのセル内個体数をfjと 書 く。標本サイズと母集団サイズは、それぞれ

とする。本分野では、n, Nは 所与で固定 して考えるのが 自然である。

ここまで述べれば寸法指標推測問題 との接続は明らかだろ う。一章 (例5) で示 したように、小

さなFjの 推定は難 しい。故に本分野ではJ個 のセル内で、どのFjが 小 さいかを問題にしない。

そのかわり母集団寸法指標を推測 し、小さなセルの数が多ければ危険 と考える。特に母集団で一意

な事が知 られている個体のデータが公開されると、理屈 としては個体識別が可能である。故にS1

は 「母集団一意 (population unique)」 と呼ばれ、 リスクの指標 として米国 ・英国の統計当局が用

いている。例えばMarsh et al.[116] を見よ。また、二意な事が知られている個体の レコー ドが公

開されたとしよう。 このレコー ドで表 される属性を持つ二者は、自分が公開されているのでなけれ

ば他方が公開されている事が分かる。論理的帰結として識別が可能なケースは、この二つである。

しかし母集団で一意や二意な事が知られている個体は、非常に稀である。従って一意や二意の個体

の公開が、即危険とい う事にはならない。最低限言えるのは、S1やS2が 大きいようなデータはよ

り危険だ という事である。またS3以 下なら即安全とも言い切れない。

このように考えると、ある母集団の リスクを寸法指標の重み付き和で表すのは自然である。すな

わち リスクを

(5.1)

た だ しwi, i=1,..., N, は 非 負 、 の よ うに 考 え れ ば 計 測 可 能 な 概 念 と な る 。 例 え ばBethlehem et

al.[15] は

の 逆 数 を "resolution" と 呼 び 、 リ ス ク の 指 標 と し て 用 い て い る 。 ま たGreenberg and Zayatz [64]

で は 、 エ ン ト ロ ピ ー か ら 類 推 し て
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が用いられた。母集団一意のみ考慮す る場合は、w1=1, w2=w3=…=0で ある。またデー タ

が公開される個体数をmと しよう。 これはサブサンプ リングの結果、標本サイズ (n) よ り小 さ

くなる場合も考えている。 この時、母集団で大きさF=1の セルに所属する標本中の個体数は、

S1m/Nと 考えるのが尤もらしい。一般に、母集団で大きさiの セルに所属する標本個体数は

で推 定できる。カナ ダの統計 当局が用 いてい る リスクの指標 は、母集団一意 な個 体の標 本一意 に 占

め る割 合で あ り (例 え ばSkinner et al.[188] を 見 よ)、 同様 に考 えて

と推 定 され る。私見 を述べれ ば、 リスク(5.1)の 重 みwiの 選 択 は利便性の観点 か ら行 えば良い。そ

して許容でき るリス クの範囲 は、重みの付 け方 に依存 して決 まる。推 定問題 と して重要 なのは、母

集団の寸法指標 を与え る事で ある。

個票デー タセ ッ ト公 開の際 は、デー タを編集 して リス クを評価 す る とい う試 行錯 誤 の結 果 とし

て 、デー タの粗 さ と リス クのバ ランスを取 る事 にな る。 なお リス クの許容 度 は、デー タの配布 形

態 、情報 の価値 ・有用性、外部デ ータベ ースの充実度等 、様 々な要因 を考慮 に入れて決 定 され る。

個別 の状 況にひ どく依存す る事 もあ り、本稿 では これ以 上議論 しない。

次 に個票開示 リスク推測 におけ る超 母集団モデルの利用 について、文脈 を整理 してお く。以 下の

議論 は星野 [84] の サ ーベイ を再録 した。 なお応用について はS1、 す なわ ち母集 団一意 の推定 が大

部 分を しめ る。

本 分野ではBethlehem et al.[15] が ガ ンマ=ポ ア ソンモデル (4.11) を超 母集 団モデル と して利 用

したのが嚆矢 とな る。佐井 [147] はJとN0の 大 小関係 につい て場合分 けを し、ガ ンマ=ポ ア ソン

モデルの挙動を解析 した。 また佐 井 [148] で は 、ガ ンマ=ポ ア ソンモデル を利用 して リス ク評価 を

議論 してい る。 しか し、ガ ンマ=ポ ア ソンモデル の評判 は芳 しくない。Zayatz [233] は ガ ンマ=ポ

ア ソンモデル をコル モ ゴロフ=ス ミル ノブ検定 にかけたが、有為に当てはま りを欠 くと報告 してい

る。Skinneretal.[188]は ガ ンマ=ポ ア ソンモデルがS1を 過 小推定する とし、モデルの限界 ではな

いか と指摘 した。小 さなセル が支配的 なデー タセ ッ トは 、経験 的にガ ンマ=ポ ア ソンモ デル で記

述 しきれ ない よ うであ る。Hoshino [80] はPitmanモ デ ルの含意 として 、ガ ンマ=ポ ア ソンモデル

は安全 (つ ま りS1/U=0) な デ ー タセ ッ トしか記述で きないだろ う、 と述 べてい る。一意 な個体割

合が無視 できないデ ー タセ ッ トが興味 の対象 だ とすれ ば、ガ ンマ=ポ ア ソンモデ ル が不十分 とい

う評価 を受 けてい るの は納得 で きる。 それか らガ ンマ=ポ ア ソンモデル を修正す る試 み を紹 介す

る。確率変数Xが 負 の二項 分布 に従 う時、Chen and Keller-McNulty [36] はX+1の 分 布 をSlide

Negative Binomialと 呼 ぶ。彼 らはFjの 分 布 をSNBと 仮 定、S1の 推 定が改善 され た と報告す る。

佐井 ・竹村 [149] で は 、セル 間に相 関が有 る場 合を考察 した。

他 に当然、ガ ンマ=ポ ア ソン以外 のモデル も使用 され ている. Skinner and Holmes [185] は 、対数

級数分布 (4.42) お よび対数正規=ポ ア ソン分布 (4.17) を 、米国及びイ タ リアのセ ンサスデー タへ 当

て はめてい る.こ こでは対数正規=ポ ア ソン分布 の当ては ま りが 良好で あった. な おSkinner and

Holmes [186] は 、対 数正規=ポ ア ソンモデル (4.19) の 母 数 を対数線形モデルで記述す る事 を考察 し

て いる. Hoshino and Takemura [85] は 対 数級 数モデル (4.43) を 再 発見 し、母数推 測 を議 論 した.

またTakemura [199] は 、デ ィ リク レ=多 項モデル (4.2) を提 案 した. Omori [126] は デ ィ リク レ=多
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項 モデルを仮 定 し、母集 団一意の事後確率を議論 した. Ewensモ デ ル (4.44) はTakemura [199] で言

及 されて いるが、同分布 の使 用はSamuels [151] に も 見 られ る。Hoshino [80] は対 数正規=ポ ア ソン

モデル、Ewensモ デ ル、デ ィリク レ=多 項モデル、Pitmanモ デ ル (4.46) を1995年 の 労働 力調査の

デー タにあて はめた。AICに よ る比較で は、Pitmanモ デ ルが優越す る結果 となった。Hoshino [83]

で はCIGPモ デ ル (4.48) を 、佐 井 ・竹村 [149] が 用 いた労働力調査デー タ (詳細 は例5.3を 見 よ)

に あて はめてい る。

5.4 数 値 例

本節 では統計 的生態学、計 量言語学 、個票開示 リス ク評価 分野の実デー タに対 し、超母集団モデ

ル を当てはめてみ る。 また同一母集 団か ら繰 り返 し標本 を抽 出 し、母集 団一意 (S1) の推 定値の変

動 を数値 的に確認 しよ う。 そ して実験結 果に対す る考察 を、本論文 の結 語に代 える。

例5.1し らみ のデ ータ (Williams [222])

Williams [222] は 、 一人 の頭 に しらみが何匹観測 され たか とい う計数デー タを、寸法指標 の形で与

えて いる。観測対象 の人数 はJ=1083で あ り、 しらみ が一匹以上観 測 された 人数 はu=461、 観

測 され た しらみ の総 数はn=7442で あ った。

Stein et al.[192] は 、 このデー タにIGP分 布 を当てはめた。Hoshino [83] は 、 同デ ー タに関す る

CIGP分 布 のあては ま りがIGP分 布 と同等であ る と報告 した。 しか しこれ らのあては ま りは悪 く

見 える。

同デー タのs0を 無視 してENBモ デル を最尤法によってあてはめた所 、γENB=0.003801, θENB=

0.985454と な った。AICは383.53で あ る。推 定 された γENBは わず かなが ら正であ り、γENB=

-1/2の 場 合に相 当す るIGP分 布 やCIGPモ デ ルのあては まりが悪 い事が理解できる。次に γENB→

0の 場合 に相 当す るEwensモ デ ル をあてはめ た。最尤法 に より θEwens=108.56を 得 た。AICは

366.55と な り、ENBモ デ ル よ り好 ま しい。 これ らの推 定値の下で計算 したE(Si), i=1, 2,..., 30,

と元 デー タを、表5.1に ま とめてあ る。ENBモ デ ル とEwensモ デ ルの あてはま りは、かな り近 く

見える。

このデー タで試 しにPitmanモ デ ル の最尤解 を求 めよ うとしたが、α>0の 領 域 で探 索 して収束

しなかった。おそ らくENBモ デ ル を当てはめた場 合の 今が負 になるデー タでな ければ、α>0に

解 が無い と思 われ る。 なおデ ィ リク レ=多 項モデ ルをあては めると、母数の推定値 γDMは 無 限大

とな り、多項分布 が選択 され る。―

例5.2名 詞 の出現回数 (Yule [232])

Thomas a Kempisに よ る "De Imitatione Christi" とい うテキス ト (ラテ ン語) にお いて 、i回 出

現 した名詞の数 を Yule [232](p.10) は 寸 法指標si, i=1, 2,..., 418, で 与 えてい る。名詞 の出現回数

の総 和nは8225、 出現 した名詞 の総 数uは1168で あ った。

まずENBモ デ ルを最尤法 で あてはめた所 、母数の推 定値 として 今ENB=-0.380079, θENB=

0.987631を 得 た。AICは377.37で あ る。γENBの 推 定値 が負なので、Pitmanモ デ ル を当てはめ

てみ よ う。最尤法 の結果、α Pitman=0.379796, θPitman=103.083368を 推 定値 として得 た。AIC
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表5.1: し らみのデー タ (例5.1)

表5.2: 名 詞 の出現回数 (例5.2)

は363.79と な り、ENBモ デ ル のそれ を優越 す る。 理論通 り、γENB=-αPitmanと な ってい る。

これ らのモデル のあてはま りと元デー タ (一 部) は 、表5.2に ま とめて ある。や は りENBモ デ ル

とPitmanモ デ ル が、同等のE (si) を生 ず る よ うに見 え る。―

例5.1と5.2で は 、ENBモ デ ル がN所 与 のモデル にAICで 負 けて いる。N所 与 のモデル では

裾がSNで 打 ち切 られ るの に対 し、畳み込み ボア ソン分布モデル では {Si}∞i=N+1の 尤 度へ の寄与

も無視 できないので はないか。

例5.3労 働 力調査 (佐井 ・竹村 [149])

佐 井 ・竹村 [149] は1997年12月 に集 め られ た労働力調 査のデー タを匿名化 し、寸法指標 デー タを

算 出 した。 中でも山形県 のデ ータについて 、標本数 はn=908、 総 セル数 はJ=5.644×1012で

あ った。
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既 に述べ たよ うに、Hoshino [83] がCIGPモ デ ル を同デー タに あて はめている。 そこでは言及 さ

れていないが、AICは39.35で あ った。今回s0を 無 視 してPitmanモ デ ル をあてはめた ところ、最

尤推定値 として αPitman=0.813124, θPiman=650.343448を 得 た。AICは31.76と な る。従って

母数の数 の違い を考慮 して も、Pitmanモ デ ルがCIGPモ デ ル に優越す る。元デ ータ とこれ らのモ

デル の最尤推定値 の下でのE (si), i=1, 2,..., 6, お よび Σ908i=7E (si) が 、表5.3に ま とめ られ てい

る。確 かにPitmanモ デ ルが 、よ り望ま しい よ うに見 える。―

例5.1か ら5.3ま では、各モデルの標本データへのあてはま りを比較 してみた。 これ らの例で

は (Ewensモ デルを特殊ケースとして含む) Pitmanモ デルが良くあてはまるように見える。今度

はPitmanモ デルを用いて、超母集団モデル による母集団寸法指標の推測を、数値的に評価 して

みよう。例5.2の データを、仮に母集団と考える (つまりN=8225と する)。そ して非復元単純

無作為抽出で得た標本寸法指標データから、母集団寸法指標S1=520を 推測 してみる。標本数は

n=100, 400, 800, 1600, 6400と し、それぞれ1000回 ずつ抽出を行ってPitmanモ デルによるS1の

推定値 (S1) の分布を見る。表5.4に 、それぞれ五数要約値を示す。図5.1か ら5.5は 、各度数分布

のヒス トグラムである。

これらの実験で推定値S1は 、真の値520よ りも大きめに分布 しているようだ。そもそも全数調

査の場合でさえ、Pitmanモ デルは540.39と 過大な推定値を与える。ただしバイアスは、標本数の

増加につれて縮小している。現実の母集団の構造がモデル通 りならばバイアスは存在 しないが、そ

のような事は有り得ない。この実験が示唆するのは、応用の際、標本抽出率に依存 して推定バイア

スが変化するかもしれないとい う事である。また標本抽出率が低いと、推定はモデルを用いても不

安定に見える。 これは抽出による標本寸法指標の変動が非常に大きい事が原因だろう。モデルによ

る推定は、標本寸法指標の変動が小さければ安定的 (標本数が6400の 場合を見よ) である。 しか

し標本寸法指標 自体が母集団寸法指標に比べて 「極端」ならば、大きく外れるように見える。

1.2節 で議論 したように、Neymanは 確率抽出を母集団に対する偏見からの防御 と位置づけた。

しか し寸法指標推測問題では、母集団に関する先見情報を利用 しない限 り、実用的な結果が得 られ

ない。故に予測アプローチを採用 し、先見情報を超母集団モデルで記述するとい う事であった。そ

こでは尤度としてモデルの良 し悪 しが表れる。一方伝統的な有限母集団解析では、標本設計の工夫

が興味の焦点となる。そ して標本設計上の工夫は、母集団を推定する際に尤度の差として現れな

い。その為予測アプローチと親和的な尤度原理の立場からは、そのような工夫は無意味である。

しか しこのように一度否定された標本設計は、その重要性をやは り否定できない。数値実験で観

測されたよ うに、「極端」な標本か らの推測は極端な結論につながる。母集団寸法指標の構造を保

持 した平均的標本を得る為の設計は、極めて大切である。

超母集団モデルを用いて母集団寸法指標を推測す る場合、標本は所与 とした。もし標本が所与な

らば、抽出機構に注意が払われな くて当然である。 しか し標本が所与でなく、標本と推定値の同時

分布を議論の基礎 とするならば、標本設計は大きな影響を及ぼす。例えば非復元単純無作為抽出よ

りも 「良い」設計が用いられていれば、本節の数値実験でS1の レンジは狭くなっていたはずだ。

(ただ しS1の 導出は、非復元単純無作為抽出に依存 していた事に注意すべきだろ う。厳密 に考えれ

ば、用いられた設計に応 じたS1を 求めるべきかもしれない。 しか しこの場合、利便性は大きく損

なわれ る。)
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既に考察 したように、尤度原理の立場では全ての情報は確率モデル として記述 されるべきであ

る。しかしモデルは便宜的思考であるのに、利便性を損なうような複雑化は現実的だろうか。標本

設計は、確率モデルとして表現 しにくい情報を利用する手段 として意味がある。特に寸法指標推測

問題では、標本の情報が極めて不足 している。従って良い推定の為には、どのような情報 ももらさ

ず利用するしかない。標本設計の段階か らコン トロール出来るとして、「良い」標本が得 られ るよ

うな設計をすれば十分報われる事であろう。では、寸法指標推測問題において 「良い」設計とは何

だろ うか。面 白い問題 と思 うが、もはや展開す る余力が無い。今後の研究課題 とする。
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表5.3: 労働 力調査 (例5.3)

表5.4: S1の 分布 (1000回 繰 り返 し)

図5.1: Pitmanモ デ ル によるS1 (n=100)
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図5.2: Pitmanモ デ ル に よ るS1 (n=400)

図5.3: Pitmanモ デ ル に よ るS1 (n=800)
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図5.4: Pitmanモ テ ル に よ るS1 (n=1600)

図5.5: Pitmanモ デ ル に よ るS1 (n=6400)
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付 録A 寸法指標の不偏推定量

Goodman [63] はサイズ既知の有限母集団について、Uの 不偏推定量 (1.7) 式を示 した。以下ではそ

の考え方を説明する。非復元単純無作為抽出を前提 とした場合、

但 しq=maxjFjで あ る。 こ こで

ならば

左辺は

ここで

を 示 す に は 、a=0, 1, 2,...に つ い て

(A. 1)

を示せば良い。帰納的に考えれば、以下の式を示せば良い事になる。
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左 辺は (A. 1) よ り

となっ て示 され た。 この時、

となる。Σaisiは すなわち、Uの 不偏推定量である。

Engen [49] の定理2.1は 、同じく非復元単純無作為抽出の場合、寸法指標の不偏推定量を明らか

にしている。すなわち、もしi≦nな らば唯一の不偏推定量が存在 して (1.9) 式のように書ける。

なおi>nな らばSiの 不偏推定量は存在 しない。証明は次の通 りである。まず超幾何分布の性質

よ り、

なので、

となる。 これ は

と同値である。 ここで解は

で与えられるので、不偏推定量は

のよ うにな る。 これ は (1.9) 式 と同等 である。
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付 録B ス ター リング数 とC-ナ ンバー

スターリング数は、階乗をベキ乗に展開する際に現れる係数である。有限差分の議論で階乗が占め

る位置 を、連続関数の場合はベキ乗が占める。従ってCharalambides and Singh [35] 日く、スター

リング数は有限と無限の間で微積分学の橋渡 し役をつとめる。同文献はスター リング数とその一般

化に関する詳細なレヴューであ り、その中でC-ナ ンバーも説明されている。ここでは、本論文と

密接に関係する部分を紹介する。

任意のtに ついて

の 時 、

と書 く。 係 数s (n, k) を 第 一 種 ス タ ー リ ン グ 数 と 呼 び 、S (n, k) を 第 二 種 ス ター リ ン グ 数 と呼 ぶ 。 ま た

t [n]=t(t+1)(t+2)…(t+n-1), n=1, 2,...,t[0]=1,

な ら ば 、t[n]=(-1)n(-t)(n) に 注 意 す る と

である。すなわち

|s(n, k)|=(-1) n-ks (n, k).

また

よ り 、ij∈{1, 2,...,η-1}, j=1, 2,..., n-k, に つ い て

た だ し 和 は 、 正 の 整 数 {1, 2,..., n-1} の 全 て の 組 み 合 わ せ {i1, i2,..., in-k} に つ い て と ら れ て

い る 。 ま た {1, 2,..., n-1}＼{i1, i2,..., ik-1} がn-k個 の 整 数 の 組 に な る 事 に 注 意 す れ ば 、

ij∈{1, 2,..., n-1} ラブ=1, 2,..., k-1, に つ い て
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が成立する。

なのでtの 係数を比較 して

または

(B. 1)

を得 る。同様に

なので

(B. 2)

である。(B. 1) を書 き換 える と

同様 に (B. 2) よ り

ここでunの 係 数 を比較す る と、

および

ただ しri≧1, i=1, 2,..., k, を得 る。 ここで (r1, r2,..., rk) の組 み合わせ は、 自然数nをk個 の

自然数 の和で表す全て の場合 を尽 くして いる。 この事に注意 して寸法指標 で読み替 え ると、
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ただし

を得 る。

C-ナ ンバー は、k=0, 1, 2,..., n, n=0, 1, 2,...,に つ いて実数s (複 素 数で も可) を パ ラメー タ

とす る数 であ り、一般 化 され た階乗 の係数 である。C (n, k, s) と表 記 され、任意 のtに ついて

で定義 され る。明らかに

で あ る 。 特 にToscano [205], Yamato et al. [228] に よ れ ば

で ある。 定義 よ り

この関係 を利用して

(B. 3)

を得る。何故な ら

(B. 3)式 の 右辺 において、(1+u) s-1=Σi=1 (si) uiと展 開、unの 係 数 を比較すれ ば

ただ しri≧1. i=1, 2,....kを 得 る。 この式を寸法指標で読 み替 える と

(B. 4)



114

で あ る。 また (B. 3) よ り

(B. 5)

が 言え る。

なお

(B. 6)

と書けば、スター リング数の符号を消 した議論 と同様に

が成立す る。Carlitz [28] はc (n, k, s) s-kの 挙 動 の他 、多 くの関連す る話題 を議論 してい る。

Charalambides [34] に よれ ば、任意 のs≠0に つい て漸化式

C (n+1, k, s)=(sk-n)C (n, k, s)+sC (n, k-1. s),

た だ しC (0, 0, s)=1, C (0, n. s)=0 (n>0), C (0, k, s)=0 (k>0) が 成 立 す る。 ま た は

c (n+1, k, s)=(n-ks) c (n, k, s)+sc (n, k-1, s),

ただ しc (0, 0, s)=1, c (n, 0, s)=0 (n>0), c (0, k, s)=0 (k>0)、 と も書 ける。

(一般化) ス ター リング数 の典型的 な統計学 的応用 として、(切 り落 と し) ベ キ級数 分布の畳み

込みの問題 が有 る。ベ キ級数分布 (3.15) に確 率変数F1, F2,..., FJが 従 う場合 、母数 θの 完備 十

分統 計量はN=F1+F2+…+FJで あ る。従 って θの一様最小分散 不偏推 定量の構築 は、Nの

分布 の導 出に帰 着す る (例 え ばLehmann and Casella [108]を 見 よ)。 そ して確 率関数 を導出す る

際、ベ キ級数 の母 関数 η (θ) Jをθにつ いて無 限級 数展 開す る事にな る。 この場 合、び の係 数 と し

て 自然に (一般 化) ス ター リング数 が現れ る。 詳 しくはCacoullos and Charalambides [26]、 及 び

Charalambides and Singh [35] の7節 を参照 の こと。
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