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� 概要

� 準備

��� マルコフ決定過程と強化学習

この章では強化学習の基礎となるマルコフ決定過程と、強化学習の代表と

して �学習について述べる。本論文ではマルコフ決定過程から�学習にい

たるのと同様の道筋で決定過程化した単純文法からその下での �学習を定義

する。

��� マルコフ決定過程

確率変数の列を ��� ��� � � � とし、それらのとりうる値の有限集合を � !

���� � � � � ����� とする。�� の実現値 �� � � を時刻 �における状態と呼ぶ。

有限状態のマルコフ連鎖とは、����の確率分布が ��のみに依存する確率

過程で、時刻 �での状態を �� として、

	 "���� ! ������� ! ��� � � � � �� ! ��# ! 	 "���� ! ������� ! ��#

が満たされる。斉時マルコフ連鎖とは、時間に対して一様なマルコフ連鎖で、

任意の �で 	 "���� ! �� ��� ! ��# ! 	 "�� ! �� ��� ! ��# が成り立つもの

で、	 "�� ! �� ��� ! ��# を遷移確率とよび、	�� であらわす。

有限状態かつ有限行動のマルコフ決定過程 "�$�%�& ���'('�� �����(( ) 以

下���#とは、有限状態のマルコフ連鎖に「行動」と「報酬」の概念を付け

加えたもので、次の �つ組 ���
��� 	 � を持つ確率過程である。
� � ) 状態の有限集合

� 
 ) 行動の有限集合

� � ) 報酬 � � � � 
 	 �

� 	 ) 遷移確率 � � � � 
 	 *�� �+、任意の �� � � および � � 
 に対

して、 �
����

	 "��� �� � �# ! �

�の元をとりうる値としてもつ確率変数の列を��� ��� � � � とし、
 の元を

とりうる値としてもつ確率変数の列を�� �� � � � とする。�の実現値 �� � 


を時刻 �における行動と呼ぶ。

	 "���� ! ������� ! ��� � ! ��� � � � � �� ! ��� � ! ��#

! 	 "�� ! ������� ! ��� � ! ��# ! 	 "��� ����� ��#

をみたす。

�



以下 ��� �� � � 、� � 
 に対して、�"��� �� � �#を ���"�#、	 "��� �� � �#を

	��"�#と書くことにする。

各状態と時刻に対し、そこでの行動決定すること、すなわち、
 ! �� 	 
�
として、列 "��� ��� � � � #,�� � 
を方策という。方策に対するマルコフ連鎖

を � ! ��"��#とすることで決めることができる。

	 "���� ! �� ��� ! ��� � � � � �� ! ��# ! 	 "���� ! �� ��� ! ��# ! 	��"��"��##

である。成分が 	��"��"��##の ��� � ���行列を ��に関する遷移確率行列とい

い、	 "��#であらわす。また、任意の �で �� ! ��のとき、静的方策という。

このとき、��� ��� � � � は斉時マルコフ連鎖になる。状態 �� の方策 �におけ

る残り �ステップの報酬期待値とは、方策によってきまるマルコフ連鎖に対

する次の期待値

��"�� �# ! ��
� ��
���

�����"��� ����� ��"��##
���� ! ��

�
であり、��"�# ! -' '�.��� ��"�� �#を価値という。� � *�� �+は定数で、割
引率とよばれる。� "�� �#を各成分が ��"�� �#のベクトル、�"��# を 各成分

が
����
��� 	��"��#��� "��#のベクトルとすると、

� "�� �# !

��
���

����	 "��# � � �	 "����#�"��#

と書ける。また、��� ) �
��� 	 ���� を ���"�# ! �"��# / �	 "��#�で定義す

ると、

� "�� �# ! ��� � � ����"�#
がなりたつ。

�	�	� 最適方策

状態 �� における最適価値は、� �
� ! (�0������� ��"�#で定義される。ま

た、� ) ���� 	 ���� を � "�# !  $1��� ��"�#とおく。全ての状態における

最適価値を価値としてもつ方策を最適方策というが、最適方策が存在するか

どうかについては、次の命題が成り立つ *
+ *
+。命題 割引率 �が � � �を満

たすとする。このとき、

�� � � は ���� における � の唯一の不動点である。

�� 任意の � � ���� および � � 
について、-' ��� � �"�# ! � � および

-' ��� � ��"�# ! � "�#が成り立つ。

�� 静的方策 "��� ��� � � � #が最適方策であることの必要十分条件は���"�
�# !

� � である。

� "�# ! �をベルマン最適方程式という。

�



�	�	� エピソード型

���がエピソード型であるとは、ある �� � �に対して、	 "��� ��� �# ! �、

�"��� ��� �# ! �が任意の �で成立することである。このような �� のことを

終状態という。また、ある � � 
または静的方策 �� ! "�� �� � � � #が適正で
あるとは、任意の �� � � について -' ���*	 "�#

�+�� ! �である。すなわち、

どんな状態からスタートしても終状態に収束するということである。

最適方策の存在について、次の命題が成り立つ *
+ *
+。命題 エピソード型

の���を考える。適正な静的方策が存在し、適正でない全ての静的方策に

は価値が��となる状態が存在するとする。このとき、
�� � � は �� � ���� ��� ! �� における � の唯一の不動点である。

�� 任意の � � ���� について、-' ��� � �"�# ! � � が成り立つ。

�� 静的方策 "��� ��� � � � #が最適方策であることの必要十分条件は� �� "�
�# !

� � である。

��� �学習

強化学習の目的は、形式的には、マルコフ決定過程において、時刻 �まで

の状態と報酬の履歴を入力とし、時刻 �での行動を出力として、オンライン

で最適方策を求めることである。

最適行動価値�� ) ����
 	 �は、� ! �"��#として、��"�� �# ! *��"�
�#+�

で定義される。ベルマン最適方程式はつぎと同値である。

��"�� �# ! ��"�# /

����
���

	��"�# '�
���

��"�� �#

�学習は、�"��#を次のような繰り返しで求めるオンライン学習である。

�"��#が求まったら、最適方策��"�#は $�2 $1	����� ��
	"��#で与えられる。

��� � の実現値を ��� ,�� として、

�"��� ��# )! "����"��� ��##�"��� ��#/��"��� ��#

�
�������"��# / � $1

���
�"����� �#

�
"�#

ただし、�� は学習のステップサイズパラメータをあらわす確率変数であり、

	 "��"�� �# ! ��"��� �# ! "��� �## ! �および、
��
��� ��"��� ��#

� ��および、��
��� ��"��� ��# !�を満たすものとする。
これを満たす例としては、たとえば、��� � �� � � 
 で、

��
��� 	 "�� !

�� �� ! �# ! � が満たされるときに、時刻 �までに �� で �を選んだ回数を

��"�� �#として、��"�� �# !
�

����
	�
ととったときなどである。

次の定理が成り立つ *�+。定理 �学習の更新式 �を繰り返せば次の条件う

ちどれか一つを満たせば最適行動価値に概収束する。

�



�� � � � のとき。

�� エピソード型で全ての方策が適正であるとき。

�� 前節の仮定および��"�� �#が有界である確率が �のとき。

��� 正例からの学習

��� 記号の定義等

空集合を�、空列を �、自然数全体、整数全体、実数全体をそれぞれ�����

とする。

文脈自由文法は �つの組み ���3� �� ��で定義される。
� � ) 非終端記号の有限集合

� 3 ) 終端記号の有限集合
� � ) 生成規則の有限集合

� � ) 開始記号,� � �

また、文脈自由文法 �による言語を �"�#であらわす。

簡潔に表現するため、特に定義なく出てきた文字の場合、次のものをあら

わしていることとする。

� ��  � �� � ) 終端記号

� !� �� "� # ) 終端記号の有限列

� $�%���& ) 非終端記号

� �� '� �� Æ ) 非終端記号の有限列

� 4�5 ) 非終端記号または終端記号の有限列

生成規則を $	 ��のようにあらわし、�回の最左導出を ���'のように

あらわし、�回を含む任意回の最左導出を �
�� �� のようにあらわすとする。

定義 文脈自由文法� ! �3� ���� ��と �	 ! �3	� �	� � 	� �	�が同型である
とは、以下が成り立つことを言う。

�� 3 ! 3	

�� 全単射 ( ) � 	 � 	 が存在する。

�� �	 ! �("$#	 ("4# � $	 4 � ��
�� �	 ! ("�#

�と �	 が同型であることを� � �	 であらわす。

定義 文脈自由文法� ! �3� ���� ��が既約であるとは、全ての非終端記号
$ � � に対して、�

�� �$#
�� �"#なる導出が存在することである。

定義 文脈自由文法� ! ���3� �� ��がグライバッハ標準形であるとは、全
ての生成規則が $	 ��の形をしているものをいう。

�



また、グライバッハ標準形の文脈自由文法 � ! ���3� �� �� に対して、
6 ) �	 �を

6")# ! ") � �に出てくる非終端記号の個数#� �

で定義する。

��� 単純文法

定義 ��� � ! ���3� �� ��が、単純文法 "�' 0-� ��$  �� ) 以下 ��#
であるとは、以下の条件を満たすときをいう。

�� �はグライバッハ標準形である

�� 任意のルール $	 ���% 	  ' � �について、$ ! % かつ � !  なら

ば � ! '

定義から、��は、文字列のプリフィックスだけから、後続の非終端記号の

列が一意に定まる性質を持つ文法であるといえる。

本論文では、��のサブクラスのうち、次の �つをあつかう。

� 右固有単純文法 "
'2�7���'8�� �' 0-� ��$  $� ) 以下
��#のクラス

� 無重複単純文法 "��� �-7'0-'�$7'&� �' 0-� ��$  $� ) 以下 ����#
のクラス

� 無重複右固有単純文法 "��� �-7'0-'�$7'&� 
'2�7���'8�� �' 0-� ��$ �
 $� ) 以下 ��
��#のクラス

定義 
��は、上の ��の条件 "�#および次の条件を満たす文法である。

�� 任意のルール $	 ���% 	  ' � �について、� !  ならば � ! '

この条件は ��の条件 "�#を強くしたものであり、
��のクラスは ��のク

ラスに含まれる。

����および ��
��については後述する。

��� 正の例からの学習

本論文では、正の例からの学習についてのみ扱う。ここでいう学習とは、

直感的に言うと、ある一連のデータを使って、そのデータの元となった文法

と等価な文法を言い当てることである "図 �参照#。正の例とは、ある文法を

元にして、その文法によって導出される文の列で、かつその文法によって導

出される文が全てが出てくる列である。

�



定義 文法 �に対する正の例 �とは、全射

� ) � 	 �"�#

である。

�における正の例全体の集合を&� ! �� ) � 	 �"�#��は全射 �とおく。
定義 � をある文法クラスとする。アルゴリズム $ ) �"!�� � � � � !�#�!� �

3�� � �
*��(  �� 	 �が正の例 �を入力として文法�	に収束するとは、ある�� � �
があって、任意の � � �� にたいして、$"�"�#� � � � � �"�## ! �	 が成立するこ

とである。

定義 ある文法クラス � が学習可能とは、� に含まれる任意の文法 �に対

して、�の任意の正の例を入力としたとき、�"�	# ! �"�#となるような�	

に収束するアルゴリズムが存在することである。

次のことが分かっている。定理"吉仲# 
��のクラスは学習可能である。さ

らに、ステップあたりの計算量は+"�3�������	#以下である。ここで、�は、
サンプル文字列の長さの総和である。定理"吉仲# ����のクラスは学習可能

である。

G A
w1,w2, ...

G’

図 �) 正の例からの学習

��	 
��固有の性質

定義 , ) 3� 	 �が準同型とは次が成立つことである。

�� 任意の �� " � 3� に対して、,"�"# ! ,"�# / ,""#

�� ,"�# ! �

定義 既約な 
�� � ! ���3� �� ��に対して、準同型写像 6� ) 3� 	 �

が、$	 �� � �に対して、6�"�# ! ��� � �とすることで定義できる。6�
を �の形状"(�$0�#とよぶ。

6�"�#は文字列 �を導出することによる非終端記号の数の収支をあらわし

ている。すなわち、�
�� *�+�' ならば ���/6�"�# ! �'�が成り立つ。

�



定義 既約な 
�� � ! ���3� �� ��に対して、写像 9� ) 3� 	 �が次のよ

うに定義される。

�� 9�"�# ! �

�� 任意の � � 3� に対して、9�"�# !  $1�� � 6�"�	#��	は �の真プリ

フィックス �

導出の途中で非終端記号の数が �個になったらそれ以上は導出できないの

で、�を導出するには最低 � / "�6�"�	## 個の非終端記号が必要である。つ
まり、9�"�#は文字列 �を導出するために最低限必要な非終端記号の数をあ

らわしている。すなわち、�
�� *�+�' ならば ��� � 9�"�#が成り立つ。

以下、
��が一つしかないときやどの文法についてか明らかなときは、下

付き文字を省略して単に6や 9と書くことにする。

定義 
�� � ! ���3� �� ��が標準形であるとは、�が既約かつ次が成立

することである。任意の $ 	 �$� � � �$
�� � � に対して、� ! � ならば

$� ! $�、かつ任意の $	 �$� � � �$
��� % 	  %� � � �%
��� � �に対して、

� !  ならば �$�� � � � � $
��� � �%�� � � � � %
���� ! �。
全ての既約な
��は標準形で書くができる。すなわち、任意の
�� �に

対して、�"�# ! �"�	#かつ6� ! 6�� となる標準形である�	 が存在する。

なお、あとで確率化した文法を考えるが、その場合標準形に直すことで元の

確率文法と潜在的な表現能力が異なってくる。

補題 � � 3� とする。また、準同型写像 �6 ) 3� 	 �を任意の � � 3に対
して �6"�# � ��であるものとする。このとき、任意の � � �について、

�� �6"�# ! ��
�� �9"�# ! � : ただし �9の定義は �9"�# ! �、�9"�# !  $1��� �6"�	#��	は �の

真プリフィックス �

が成り立つことと、6� ! �6かつ � � �"�#となる 
�� �が存在すること

は同値である。

上記のような �6は �に対する ;可能な形状 "0�(('<-� (�$0�#=と呼ばれて

いる。つまり、�の全ての要素を導出できる
��が存在することの必要十分

条件は、可能な形状が存在することである。

�� 
��の学習

基本的に、学習アルゴリズムには順次新しい文が入ってきて、そのたびに�を

更新してゆくという手順をとる。�個目までの入力文を�� ! �!�� !�� � � � � !��
とする。�� を含むようなものを出力しつづけて、何かある文法�� に収束す

るアルゴリズムがあったとする。このとき、-' ��� �� は正の例だから、学

習対象元の文法を�� とすると、�"��# ! -' ��� �� � �"��#となる。した

がって、��を含むような
��のうちで極小の
��を出力することができれ

�



ばアルゴリズムは学習対象の文法と等価な文法を学習することができる。な

ぜなら、�"��# � �"��#とすると、�� � �"��# � �"��#より、�� は極小

でなくなるからである。

�	�	� 可能な形状の列挙

�個目までの文 �!�� !�� � � � � !��が入力されたときを考える。このときの
可能な形状を次のようにして計算する。

3� ! �� � 3 � �は !�� !�� � � � � !�の中に出てくる � ! ���� ��� � � � � ������
とする。� ) 3� 	 ����� を、各成分を

��"!# ! !の中に出てくる ��の個数

として定義する。

このとき、� ! �!�� !�� � � � � !��、� ! "�6"��#� �6"��#� � � � � �6"�����##とお
くと、補題 ��	の条件 �は、�

				

�"!�#

�"!�#
���

�"!�#

�
������ !

�
				

��
��
���

��

�
����

と書ける。したがって、まず上記方程式用いて補題 ��	 の条件 � を満たす

形状を全て列挙した後、補題 ��	 の条件 � を満たさないものを削除すれば

よい。"�3��� �#行列-� を-� !
�
�� "!�#��

� "!�#� � � � ��� "!�#
��
とおくと、

自由な変数の個数は >' %��"-�# となる。一方で、任意の � � 3� につい
て、�� � �6"�# �  $1��!��� �!��� � � � � �!���となるので、可能な形状の数は
" $1��!��� �!��� � � � � �!���/ �#��������� 以下になる。

したがって、>' %��"-�# ! -' ��� >' %��"-�#として、>' %��"-�# � .

となるような .がわかっていれば、>' %��"-�#をチェックして .未満になる

ときのみ形状の候補を列挙することにすれば、大幅に計算量を削減できる。

�	�	� 各形状ごとの最小の��の決定と極小の��の出力

補題 � � 3�とする。また、�6 を �の可能な形状とする。このとき、次を

満たす標準形の
�� �� が存在する。特に �が有限集合のとき、図�のアル

ゴリズムで計算できる。

�� �6 ! 6�� かつ � � �"��#

�� �6 ! 6�を満たす任意の
�� �に対して、� � �"�# ならば �"��# �
�"�#

	



?�0�7 �!�� !�� � � � � !��� !� � 3�, . � �
　 '.">' %��"-�# � .#�
　　 ��70�7 次元が多すぎる:

　 �
　 � )! �:
　 �� )! �"��� � � � � ��#���は自由��� � �� �  $1��!��� �!��� � � � � �!����:
　 .��"�$�� "��� � � � � ��# � �� #�
　　 '." -�� ! �� の解の全ての成分が��以上の整数である
　　　　かつ、全ての !� で �9"!�# ! �である#�
　　　 � )! � � ���:
　　 �
　 �
　 ��70�7 � $�> �$-7

図 �) 可能な形状を列挙するアルゴリズム

?�0�7 �!�� !�� � � � � !��� !� � 3� および可能な形状 �6
　 � )! ��� � �$
��� � 3� � � � � �6"�#�:
　 � ! �:

　 .��"�$�� !�#�
　　 .��"� )! �: � � �!�: � )! �/ �#�
　　　 �

�� *�+�$�、��� ! �、!� ! ��"として、

　　　　 � )! � � �$	 �$
�$
� � � �$
�
���:
　　 �
　 �
　 ��70�7 ���3�� �� �� $�> �$-7

図 �) ある形状に対して最小の
��を求めるアルゴリズム

今，�!�� !�� � � � � !��を含むような極小の 
��を計算したいわけだから、
可能な形状の各候補について、補題 ����の �� を計算して、さらにそれら

の中で極小のものを求めればよい。�!�� !�� � � � � !��に対する可能な形状の
最小の 
�� を ���� � � � � ��� とすると、
�� の包含関係判定の次の定理
がなりたつ。定理"吉仲# ���	 を
��とする。�"�# � �"�	# かどうかは、

+"�3����#以下の計算量で判定できる。実際のアルゴリズムについては省略

するが、経験的には上記のオーダーはあくまで上限であってかなりはやく包

含関係を判定することができる。包含関係を判定できるので、学習アルゴリ

ズムは ��� � � � � �� の中から極小のものをどれか一つ選んで出力すればよい
"図 �参照#。





?�0�7 文法の候補 � ! ���� ��� � � � � ���
　 �� )! ��:

　 .��"�$�� � � �#�
　　 '."� � ��#�
　　　�� )! �:

　　 �
　 �
　 ��70�7 �� $�> �$-7

図 �) 候補の中から極小の 
��を出力するアルゴリズム

�	�	� ��学習の例

学習対象の 
��として、� ! ���3� �� ��

� ! � � 	 �$�$�$�� � 	  %�%�� �$�� %�� ��� 	 ���� �$�� ��� 	 �� �� 	 /������� �� 	 ,�

$� 	 0� %� 	 (1�� �$�� 1�� 	 �� �� 	 � �
とする。実験のために導出をランダムに行い正の例を生成しそれを>' %��"-�#

の上限を �として学習させてみた。生成した正の例はたとえば次のようになる。

2 ! � �/,��(��  �/����(��  ��(��  ��(�� ��/,��0��  ��(�� ��/�/�/,������0�� ���0�� ���0��  ��(��
��/�/,����0�� ��/�/,����0��  ��(��  �/,��(�� ��/����0��  �/,��(��  ��(��  �/,��(��  �/�/,����(��

��/,��0��  �/,��(��  ��(�� ���0�� ���0��  ��(�� ���0�� ��/�/�/��������0�� � � ��
この正の例の � 番目まで入力を横軸として、>' %��"-�#、�3��、および

�!�� !�� � � � � !�� を含む文法の候補の数の遷移を図 �にしめす。
���個の正の例を入力した結果、学習していた文法�� は、

�� ! � � 	 �$�$�� � 	  %�%�� �$�� %�� ��� 	 ���� ���� ��� 	 �� �� 	 /������� �� 	 ,�

$� 	 0��� %� 	 (1�� �$�� 1�� 	 �� �� 	 � �
であった。�"�# ! �"��#が成立している。

実際にもっとも時間のかかるのは可能な形状の列挙であり、定理 ���にお

いて計算量のオーダーが �3�に関して指数時間であるのは、可能な形状の個
数が原因である。>' %��"-�#の上限を決めて、それ以上のときは計算しな

いようにすることで、�3�に関して多項式時間で計算できる。

� 決定過程化した文法と強化学習

��� 確率文脈自由文法

� ! ���3� �� ��をグライバッハ標準形の ���とする。これに、生成規
則の選択確率 	 ) � 	 *�� �+を加えたものを確率文脈自由文法といい、��

��
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図 �) 正の例による 
��学習過程の例

であらわす。すなわち、�� ! ���3� �� �� 	 �。ただし、任意の $ � � で、�
����

	 ")# ! �とする。

離散確率変数列��� ��� � � � を、終端記号または非終端記号の有限列すなわ
ち "� �3#� の元を値としてもつ斉時マルコフ連鎖とする。"� � 3#� が状態
となるので状態数は可算無限個である。また、各��を最左導出で �回生成規

則を適用したものをあらわすものとする。すなわち、��� � � � � �� の実現値を
4�� � � � �4� とすると、

	 "�� ! 4���� ! 4�� � � � � ���� ! 4���# ! 	 "�� ! 4���� ! 4���#

をみたすとする。ここで、定義より 4����4�が成り立って最左導出でなけれ
ばならないから、

Æ"4����4�# !

��
�� ) 4����4�が真で最左導出とき、または4� ! 4��� � 3�のとき
� ) 上記以外

として、最左導出に適用された生成規則を )とすると、

	 "�� ! 4���� ! 4���# ! Æ"4����4�#	 ")#

である。ただし、4��� � 3� のときは、生成規則が適用されないから、	 ")# ! �

とする。�� ! � としたものを �� から定まるマルコフ連鎖という。また、

! � 3� に対して、	 "!# ! 	 "-' ����� ! !# を文 ! の生成確率とよ

��



ぶ。定義 確率文脈文法�� が整合的であるとは、�� で定まるマルコフ連鎖

��� ��� � � � が 3� の中に概収束することである。 系 確率文脈文法 �� が整

合的であることの必要十分条件は
�
������ 	 "!# ! �である。

�	�	� 整合的でない確率文脈自由文法

導出の順序についてであるが、整合的であるときは前節のように最左導出

で議論しても問題がない。整合的でない場合、最左導出では、永遠に到達し

ない非終端記号が存在しうる。これは、直感的に言うと、最左導出が深さ優

先で導出しているからである。

このことを正確に議論するために、まず、導出が無限に続く場合も考慮し

て、導出木を以下のように定義する。定義 �によって生成される導出木とは、

各ノードに� �3の元がラベルされている順序ありの有向木であって、次を
満たすもとする。

�� ルートノードのラベルは �

�� 任意のノードについてラベルが � の元のとき、終端ノードであるか、

子ノードがある場合は数は有限であり、ラベルを $ � �、子のラベル

を順に��� � � � � �� とすると $	 �� � � ��� � �である。

�� 任意のノードについてラベルが 3の元のとき、終端ノードである。

とくに、ラベルが � の元である終端ノードを未解決ノードと呼ぶことにす

る。未解決ノードが存在する場合、不完全な導出木とよび、そうでない場合

は完全な導出木と呼ぶことにする。 ノードの数が有限の場合は普通の導出木

である。それを有限な導出木と呼ぶことにする。また、� に用いた生成規則

の数、すなわちラベルが � の元である非終端ノードの数を �� � であらわす。
また、� が � 	 のルートを含む部分木であることを、� � � 	 であらわす。ま

た、� � � 	のとき、� のノード �とそれに対応する � 	のノード �	を同一視

して、� ! �	 とする。いいかえると � ! �	 とはルートからのパスが等しい

ということである。

定義 �の有限で不完全な導出木 � に対する次の写像

,"� # ! "� の未解決ノード#

を�における導出順とよぶ。 , は可算集合から可算集合への写像である。た

とえば、

,�"� # ! "� の未解決ノードの中で最左のノード#

,�"� # ! "� の未解決ノードの中で深さが最も浅いものの中で最左のノード#

はともに導出順である。,�を最左導出順、,�を最浅導出順と呼ぶことにする。

また、確率文脈自由文法 �� に対し、文法�の導出順を簡単に �� の導出

順と呼ぶことにする。�� に導出順 , が与えられると、それにしたがって、

��



f(T)

n1 n2 nm

T(f(T),r)
T

r

図 �) 導出順

前と同様にマルコフ連鎖を定めることができる。離散確率変数列 ��� ��� � � �
を、有限な導出木を値としてもつものとして、その実現値を ��� � � � � �� とす
る。�� ,, に対する斉時マルコフ連鎖

	 "�� ! ����� ! ��� � � � � ���� ! ����# ! 	 "����� ��#

を、次のように定める。不完全な導出木 � の未解決ノードの一つを �、その

ラベルを �"�#として、� に生成規則 ) ! �"�# 	 4 � �によって �の下に

4を付け加えた導出木を � "�� )# と書くことにして、

	 "����� ��# !

�����
����

	 ")# ) ����が不完全な導出木でかつ ) � �����������かつ �� ! ����","����#� )#のとき

� ) ����が完全な導出木でかつ �� ! ����のとき

� )上記以外

とくに、最左導出順を考え、各��の終端ノードの列を�とすると、�� �� � � �
は前に定義した�� で定まるマルコフ連鎖である。

定義 �� の導出順 , が完全であるとは、�の任意の有限で不完全な導出木

� およびその任意の未解決ノード �に対して、

	 "��� � �� ,"�� # ! ������ ! � # ! �

が成り立つことである。ただし、��� ��� � � � は�� および , で定まるマルコ

フ連鎖で、�� ! � とする。 系 �� の導出順 , が完全ならば、任意の � ,�、

および自然数 � に対して、
�
��� 	 ","��# ! �

��� � ��# ! �。

������ ,"��# ! � であれば それ以降は �は未解決ノードでなくなるから、

すべての � � �で ,"��# ! �よって ,"��# ! � は任意の �で背反である。ま

た、� � �� であれば �� が �を未解決ノードにもつような . � � が存在す

るから、与式が成り立つ。

��



系 最浅導出順は任意の�� で完全である。また、�� が整合的でなければ、

最左導出順は完全ではない。補題 確率文脈自由文法を��、その完全な導出

順を , とし、��� ��� � � � を �� ,, で定まるマルコフ連鎖とする。このとき、

任意の有限な導出木 � に対して、	 "� # ! 	 "���� � � ���#とおくと、

	 "� # ! 	 ")�# � � �	 ")�� �#

が成り立つ。ただし )� � � � )�� � は � に使われた生成規則とする。

������ �� �についての帰納法で示す。
�� � ! �のとき、� ! �だから、�� 	で� � � 	より、	 "���� � � ���# ! �。
� 	 ! � "�� )# とする。このとき、�� "�� )# � ��� � �� � ��� より、

	 "� "�� )#� � # ! 	 "� "�� )##。したがって 	 "� "�� )#�� # ! 	 ")#を示せばよい。

	 "� "�� )#
��� # ! ��

���

	 "� "�� )# � ��
������ � � ���#

!

��
���

	 ","��# ! ������ ! ��")� �#
������ � � ���#

!

��
���

	 "���� ! ��")� �#
��,"��# ! �� ���� � � ���#	 ","��# ! �

������ � � ���#

!

��
���

	 ")#	 ","��# ! �
������ � � ���# ! 	 ")#

��� 決定過程化した文法

� ! �3� ���� ��をグライバッハ標準形の���とする。これに、行動の有
限集合 
、各生成規則の確率

	 ) �� 
 	 *�� �+　 �� � 
��$ � ��
�
����

	 ")� �# ! �

および報酬

� ) � � 
 	 �

を加えた ��
�
� ! �3� ���� �� 
� 	� ��を決定過程化した文法と呼ぶことに
する。以下、ある文法クラスを決定過程化したものを、�����のように ;���=

をつけてあらわすことにする。

これより、���章と同様に、��
�
� と�の導出順 , からマルコフ決定過程

を定めることができる。すなわち、有限の導出木を値としてもつ離散確率変

数の列を��� ��� � � � とし、
 の元を値としてもつ確率変数の列を �� �� � � �
として、

	 "�� ! ����� ! ��� � ! ��� � � � � ���� ! ����� ��� ! ����# ! 	 "����� ��� ����#

��
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図 �) 決定過程化した文法

をみたすものを考える。ただし、

	 "����� ��� ��# !

�����
����

	 ")� ��# ) ����が不完全な導出木でかつ ) � �����������かつ �� ! ����","����#� )#のとき

� ) ����が完全な導出木でかつ �� ! ����のとき

� )上記以外

また、報酬は����� ��で使われた生成規則を )"����� ��#として、�")"����� ��#� ����#

である。これを �"����� ��� ����#とかくことにする。有限な導出木の集合を

� として、
 ! �� 	 
�として、列 "��� ��� � � � #、�� � 
 で方策を定義

することができる。しかし、導出木は、導出順とあわせて考えると、もとも

と今までの導出の履歴の全てを含んでいると考えることができる。���� ! �

より任意の �� � � �,� ! � に対して �� と�� の値の集合は共通部分を持たな

いから、方策 ��� ��� � � � に対して、�� � ! �のとき、��"� # ! �"� #とするこ

とで表現することができる。したがって、以下では、方策は
の要素であ

るとする。

また、この場合、方策 �を決めれば、� ! ��"�#とすることで斉時マルコ

フ連鎖

	 "�� ! ����� ! ��� � � � � ���� ! ����# ! 	 "����� ��� �"����##

が定まる。

��� 決定過程化された文法の性質

�	�	� 深さ �の報酬期待値

決定過程化された文法を ��
�
�、その導出順を ,、方策を �とする。ある

� � � に対する深さ �の報酬期待値を、,"� #の下位ノードで、,"� #からの

��



深さが �までのノードによる報酬の和の期待値とする。すなわち、� � � 	と

なる有限の導出木 �� � 	に対して、

Æ�"�� � 	# !

��
�� ) � 	が不完全でかつ ,"� 	#が ,"� #の深さ �以下の下位ノード

� )上記以外

および、�"�� � 	# ! ,"� #から ,"� 	#までの深さとして、として、深さ �の

報酬期待値 �� "�� �#を、

�� "�� �# ! ��
� ��
���

Æ�"����#�
�"����#�"��� ����� �"��##

���� ! �
�

とする。式中の
��
��� Æ�"����#�

���
� ���"��� ����� �"��## が有界な離散確

率変数となることは、深 ,"� # から深さ � までの生成規則の取り方と行動

のとり方が有限個しかないことから明らかである。また、深さ � の価値を

� �
� "�# ! (�0��� �� "�� �#とする。

補題 � の深さ �の報酬期待値を最大にする方策が存在して、� によらずに各

ノードのラベルと深さに対して一意に定まる。すなわち、�� "�
�� �# ! � �

� "�#

となる �� が存在し、Æ"�� � 	# ! � を満たす任意の � 	 に対して ��"� 	# !

(�"�","�
	##� �"�� � 	##となる写像 (� ) � � ��� � � � � �� 	 
 が存在する。ま

た、,"� # ! ,"� 	# ! $ ならば � �
� "�# ! � �

� "�#であり、それを � �
�"�#であら

わす。

������ 深さが�のとき、�� "�� �# ! ��*�"��� ��� �"� ##+ !
�
�������� ��

	 ")� �"� ##�")� �"� ##

より

(�"$� �# ! $�2 $1
	��

�
����

	 ")� �#�")� �#

� �
�"�# !

�
����

	 ")� (�"$� �##�")� (�"$� �##

とおくと、任意の � で � �
� "�# ! � �

����� ��"�# が成り立つ。

深さが �のとき、, は完全な導出順であることと、Æ�"�� ��# ! �となる �

��



は有限個しかないことより、

��
� ��
���

Æ�"����#�
�"����#�"��� ����� �"��##

���� ! � ","� #� )#
�

! �")� �"� ## /��
� ��
���

�
�

������ ���

Æ���"� "�� )#� ��#�
��� ��
��
�	��"��� ����� �"��##

���� ! � ","� #� )#
�

! �")� �"� ## / �
�

������ ���

��
� ��
���

Æ���"� "�� )#� ��#�
��� ��
��
�	��"��� ����� �"��##

���� ! � ","� #� )#
�

! �")� �"� ## / �
�

������ ���

��
� ��
���

Æ���"��� ��#�
����
�	��"��� ����� �"��##

��� "�� )# � ��� ,"��# ! �
�

� �")� �"� ## / �
�

������ ���

� �
����"�� �#

である。ただし+�
� をノード �の下に付け加えられたノードの集合とする。

�")� �#を ) � �の右辺に出てくる �/ �番目の非終端記号の集合とすると、

(�"$� �# ! $�2 $1
	��

�
����

	 ")� �#"�")� �# / �


����
���

� �
���
��"�� �##

(�"$� .# ! (���"$� . � �#

� �
�"�# !

�
����

	 ")� (�"$� �##"�")� (�"$� �## / �


����
���

� �
���
��"�� �##

とすれば任意の � で � �
� "�# ! � �

����� ��"�#が成り立つ。

�	�	� 最適価値

補題 �����より、深さと非終端記号に対して行動が一意に定まるとしても問

題が無い。したがって、深さ �における非終端記号 �� の個数を ��� として、

�� ! "���� � � � � �����#とおき、また、�� ! "���� � � � � �����#、��� � 
 を深さ

�での �� に対する行動とすると、

	 "��������� � � � ����������# ! 	 "������������#

が成立することがわかる。したがって、��を状態、��を行動と考えれば���

となっている。

非終端記号の有限集合を � ! ���� ��� � � � � �����、生成規則の集合を � !

�)�� )�� � � � � )����、静的方策の集合を - ! �� 	 
� とし、方策を � !

"��� ��� � � � #であわらすとする。定義 *非終端記号数の期待値行列+ "�� �� ���#
行列�"�#を

���"�# !

��
�3�� "�# '. )� � ��	

� �7���@'(�

��



とし、"���� �� �#行列 � を

��� ! )� の右辺にででくる �� の個数

とする。非終端記号数の期待値行列

$"�#
�
! �"�#�

で定義する。 は各成分 $��"�#が �� から一回の導出で出てくる �� の個数の

期待値をあらわす行列であり、次が成り立つ *��+。

�*��� + ! ��� $"��# � � �$"����#

以降は、���での遷移確率行列を非終端記号数の期待値行列に置き換えるだ

けで議論が成り立つ。定義 *価値、最適価値+ 方策 4 に対する価値 � "4#を、

��"�# !
�
���
	

	 ")� �"��##�")� �"��##とおいて、

*� "4#+� ! -' 
���

'�. ��	"�# ! -' 
���

'�.
� ��
���

��$"��# � � �$"��#�"����#
�
�

とし、最適価値 � � を、

*� �+�
�
! (�0
���
*� "4#+�

とする。また、4が最適とは、

� "4# ! � �

が成立することとする。

定義 *写像 ��,� + � �- に対して、写像 �� ) �
��� 	 ����を

��"�# ! �"�# / �$"�#�

で定める。また、写像 � ) ���� 	 ����を

*� "�#+� !  $1
���

*��"�#+�

で定める。 系 4 ! "��� ��� � � � #とすると、次式が成立する。

� "4# ! -' 
���

'�. ��� Æ � � � Æ ���"�#

定義 ��	 � ����に対し、� � 	 を 全ての �で �� � "� が成立することと

する。 系 写像 ��、� の単調性

� � �	 ならば、任意の � � - で ��"�# � ��"�
	#、および � "�# � � "�	#が

成立する。

�	



������ Aの要素が全て非負より明らか。

定義 *整合性+

� �- が整合的であるとは、�によって定まる確率文脈自由文法が整合的

であることとする。

定義 *適正+

� � - が適正であるとは、5"$"�## � � が成立することとする。ただし

5"$#は Aのスペクトル半径とする。 スペクトル半径の性質より以下が成り

立つ。系 �が適正であることは次の二つのどちらとも同値である。全ての �� �

に対して

"�# -' ���*$"�#
�
+�� ! �

"�# -' ���*
��
���$"�#

�
+�� � � 任意の ) � �で6")# � �のとき、$終状

態をのぞいた遷移確率行列となる。したがって系 �����より、�が適正である

ことは、$"�#を遷移確率とみなして���と考えたとき �が適正であること

と同値である。

また、�は適正ならば整合的である *��+。ただし逆は真ではない。例えば

5"$"�## ! �のときは整合的であるときと整合的ないときとがある。前者の

例としては � 	 �� � 	 �� がともに �6�の確率で起こるケースを考えれば

よく、後者の例としては � 	 � のみが起こるケースを考えればよい。系 任

意の � �- に対して、5"$"�## �  $1���6")# / �が成り立つ。

������ 5"$"�## �  $1�
�
� $"�#�� �  $1�

�
� �"�#�� !  $1���6")# /

�

命題次の二つの条件

�� �5"$"�## � � となる � �- が存在する。

�� 全ての �5"$"�## � �となる �について、�"�# ! ��

が満たされれば、

�� � � は ���� における � の唯一の不動点である。

�� 任意の � � ����について、-' ��� � �"�# ! � � が成り立つ。

�� 静的方策 "��� ��� � � � #が最適方策であることの必要十分条件は� �� "�
�# !

� � である。

が成り立つ。

������ ���における遷移確率行列を期待値行列に置き換えると、系 �����が

成り立つことより、文献 *
+の命題 ���の証明がそのまま成り立つ。

�



同様に最適行動価値�� ) � � 
 	 � が、� ! �"$�#が成り立つとして、

��"$�� �# ! *��"�
�#+� で定義される。ベルマン最適方程式 � "�# ! �は次の

方程式と同等である。すなわち最適行動価値が次の方程式の唯一の解となる。

��
	 !
�
����

	 ")� �#"�")� �# / �


����
���

 $1
���

����
��
�#

��� グライバッハ標準形の������と�����

グライバッハ標準形の ������を ��
�
� ! �3� ���� �� 
� 	� ��とする。
� を内部状態、3を観測状態とみなし、さらに全ての生成規則の右辺の非終端

記号の数を１つ以下にすれば、��
�
�は�����になる。したがって、��
�
�
に対して以下のような学習を考えれば、グライバッハ標準形の ������は

�����を包含している問題であるといえる。

� 入力 ) 文と単語ごとの報酬値 の時系列

� 出力 ) 行動

� 学習の目的 ) 最適な行動の一群

POMDP

CFG-DP

図 	) �����と ������

そこで、�����を考えると、導出の順序が定まっていれば、時刻 �までの

入力 �� � � ��� � 3� からそのときの非終端記号を一意に決定することができ

��



る。すなわち、�����は、� を内部状態、3を観測状態と呼ぶことにすれ

ば、内部状態の列が観測状態の履歴から �つに特定することができるという

ことである。

さらに、全ての生成規則の右辺の非終端記号の数を �つ以下にすれば、���

��は有限状態の���と等しくなるから、�����は有限状態の���を含

んでいることがわかる。そのため、������では �����を含む問題とな

るため、難しい問題となるが *�+、�����では�学習を拡張することで簡単

に最適方策を求める学習アルゴリズムを作ることができる。

�	�	� ����下における�学習

��では、�番目に適用された生成規則を )� � �とすると、それまでに得ら

れた終端記号の列 �� � � � �� � 3� から )� を一意に特定することができる。そ

のため、 �学習の更新式 "以下 �����#は以下のようにすればよい。

���
	� )! "����"$�� ��##���
	�/��"$�� ��#"�")�� ��#/�


����
���

 $1
���

����
��
�#

"�#

ただし、�� は学習のステップサイズパラメータをあらわす確率変数であり、

	 "��"$� �# ! ��"$�� ��# ! "$� �## ! �および、
��
��� ��"$�� ��#

� � �およ
び、

��
��� ��"$�� ��# !�を満たすものとする。

定理更新式 �を繰り返せば次の条件を満たせば最適行動価値に概収束する。

� 任意の � �- に対して �5"$"�## � �

������ �����の収束の証明の方法は ��の場合 *�+とほぼ同じで、問題は、

写像1 ) ���
�� 	 ���
�� を

1"�#�
	 !
�
����

	 ")� �#"�")� �# / �


����
���

 $1
���

����
��
�#

ととって、これが縮小写像になるかどうかという点だけであり、実際にそう

なることを以下で示す。

任意の � �- に対して、�5"$"�## � �だから、
 � ����に関する方程式

7�
	 ! � / �
�
����

	 ")� �#


����
���

 $1
���

7���
��
�

は、報酬を全て �としたときのベルマン最適方程式だから、任意の 7�
	 で �

以上の解を持つ。よって、

Æ ! �� �

 $1���
	�� 7�
	

��



とおくと、� � Æ � �であって、任意の 7�
	 で

Æ7�
	 � "�� �

7�
	
#7�
	 ! �

�
����

	 ")� �#


����
���

 $1
���

7���
��
�

が成り立つ。また、任意の �で 8� 9 �� 7� 9 �ならば、��
��� 8���
��� 7�

�  $1
�

8�
7�

が成り立つ。これらを使うと、任意の���に対して、

�1"�#�
	 �1"�#�
	�
7�
	

� Æ
�
��������

�
���
��� 	 ")� �#" $1��� ����
��
� � $1��� ����
��
�#

���
�
�
����

�
���
��� 	 ")� �# $1��� 7���
��
�

� Æ

�
����

�
���
��� 	 ")� �# $1���

�������
��
� �����
��
�

����
����

�
���
��� 	 ")� �# $1��� 7���
��
�

� Æ  $1
���
� ��
	����

 $1
 ��

　
	 ")� �# $1���

��� 
� �� 
�
��

	 ")� �# $1��� 7 
�

� Æ $1
 ��

 $1
���

��� 
� �� 
�
��

7 
�

と評価できるから、重みつき最大値距離 ���
 !  $1� �!	�"	 に関して縮小写像
となる。

���における �学習では、� � �であれば必ず収束したが、この場合は

そうではない。これは直感的にいうと、�����の場合、後続の非終端記号が

複数あるため、各階層あたりの適用される生成規則の数が指数的に増えるこ

とが許され、単に � � �となる � をかけていっただけでは総和が有限に抑え

られる保証はないからである。

� � �6 $1��� 5"$"�##となるように � をとればよいが、実際には生成確

率は未知であるため、5"$"�##の値を計算することはできない。しかし、例

えば、適用された生成規則ごとに � をかえて、より厳しい条件だが、任意の

生成規則 ) で � � �6" $1���6")# / �#とすれば、系 �����より、どのよう

な �����に対してもその割り引きつき期待報酬値が有限になり、収束する。

通常強化学習では � ! ��程度であるが、この方法では、右辺に非終端記号

が �個あったならば、� � �6�としなければならず、将来の分の加味がかな

り減ってしまうことになる。

一方、もし、任意の方策�が整合的ならば、5"$"�## � �であるので、� � �

ならば上記のアルゴリズムは収束する。したがって、方策が全て整合的であ

ると判断できるなら � は普通の強化学習と同じように考えてとってよい。

��



��� �����の例：迷路問題

���とはならないが、�
�����にはなるような迷路問題を考え、前節

で定義した �����を用いて、報酬を最大化するような方策を学習させた。

一方、同じ問題で、��を用いても学習を行ったが、環境が���となって

いないため、短いが報酬が最大化されないルートが学習される結果となった。

迷路問題は、エージェントが図 左中の �からスタートして �に到着し

た時点で報酬がもらえるというものである。エージェントは上下左右の �方

向に動くことができ、動くごとに報酬として����、壁にぶつかったら報酬と
して��受ける。それに加えて、ゴールの後に、地点 Aを通った場合は状態
B2��>Cが発生して、報酬として/��、地点 Dを通った場合は状態 B<$>Cが発

生して、���を得る。これは最後まで分からないとする。そして、A、D、お
よび�の一歩手前の地点は、一度しか通れないとする。

このとき、まず、観測できる事柄はどの地点にいるかおよびどちらを通っ

たかであるから、

3 ! �"�� �#�"�� �#は図の壁でない地点 � � �B2��>C� B<$>C�

である。次に生成規則を考える。この場合、地点 A,D を除いては観測状態

と同じであると見なして良い。しかし、地点 A,Dが観測された際には、状態

B2��>Cや B<$>Cを生成するので、

� ! ��$����
��� $��
����� 	 "�� �#$��
���"�� �# � 3� �"�� �#� "�� �#��
� �$��
�� 	 "�� �#$��
��%� $��
�� 	 "�� �#$��
���� % 	 B2��>C� � 	 B<$>C�

となる。

S G

A

B

+1

+1 -1-1

図 ) 比較に用いた迷路問題と形状

このときの形状、つまり �����の各地点における 6の割り当ては、図 

右のようにとる。書いていないところはすべて �である。

また、普通の ��を適用する場合は、状態として各マスを割りあてること

にする。

したがって、��の状態数は壁も入れて �� 	 ! ��で、�����の内部状態
数 ���も ��	/��� ! ��であり、どちらも同じ数の状態で表現されている。

��



学習はともに、学習係数 � ! ���とし、戦略を � ! ���の ��グリーディ戦

略とした。割引率は �����にあわせて��でも � ! �とした。

��グリーディ戦略とは、�の確率でランダムな行動をし、� � �の確率で、

グリーディな行動をするということである。

ここで、エピソードとは、エージェントがスタート �からゴール�に到着

するまでのことである。すなわち、エピソードとは文のことである。

図 ��は、�����と ��のエピソードあたりの総報酬値と、エピソード回

数 "学習回数#との関係を表している。学習回数を重ねるにつれ、総報酬値は、

�����、��ともにある値に近づいてゆくが、その最終値は �����のほうが

��よりも高い。

-100

-50

0

50

100

0 200 400 600 800 1000

T
ot

al
 r

ew
or

d

Number of episodes

QL
PRSG-QL

図 ��) �����と ��のエピソードあたりの報酬の比較

また、図 ��は、�����と��のエピソードあたりの移動回数と、エピソー

ド回数 "学習回数#との関係を表している。同様に、学習回数を重ねるにつ

れ、�����、��ともにある値に近づいてゆくが、その最終値は ��のほう

が短い。

これは、��が距離は短いが報酬の低い D地点を通るような方策を学習し

たのに対して、�����が、この問題で最大報酬をあたえる、A地点を通るよ

うな方策を学習した結果といえる。

実際に、エピソードを ����回繰り返したあと、グリーディな方策をとらせ

た場合の �����と��の結果は表 �のようになり、��では D地点を通り、

�����では A地点を通るような方策が学習が行われていることがわかる。

これは、各セルを状態ととったときには、A地点、D地点のどちらを通っ

たか、という過去の履歴によってゴールでの報酬が変化するため、即ち、過

程のマルコフ性が崩れるため、当然の結果であるといえる。従って、例えば、

A、Dのどちらを通ったかで同じ位置にいても状態を�つに分けておけば、状

��
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表 �) ��と �����の学習結果

�� �����

履歴
"�� �#"�� �#"�� �#

"�� �#"�� �#"�� �#

"�� �#"�� 	#

"�� �#"�� �#"�� �#"�� �#

"�� �#"�� �#"�� �#"�� �#

"�� �#"�� �#"�� �#"�� �#

"�� �#"�� �#"�� �#"�� 	#

移動回数 � ��

総報酬 ����� ���

��



態数は倍となるが環境は���となり、��でも D地点を通る道が学習され

ると考えられる。

� 一般性の枠組みが崩れない場合

��� この章の目的

�章では、環境となる確率単純文法について、確率を除いた文法自身は既

知であると仮定したうえでそれにそって強化学習をする方法について提案し、

考察した。しかし、文法の枠組みを決めるためには、���のように状態数

を決めるだけではだめで、どのような生成規則が必要になるか決定しなけれ

ばならない。

そこで、この章では、環境となる確率単純文法がそのもととなる文法を含

めて全て未知であるとしたとき、文法の枠組み自体の学習も可能な方法につ

いて考える。

まず、文法の枠組みがわかればそれが��のサブクラスであれば �����で

学習することができるので、確率単純文法から確率を除いた、もとの文法を

推定したい。入力のデータは、ある確率単純文法から独立に出力された、文の

列 �!�� !�� � � � � !��である。このとき、まず考えられるのは次の方法である。
方法 �

もととなる文法の候補 ���� ��� � � � �を列挙する。
そして、各��� を	について最尤推定を行っていったものを、������

� �����
� � � � �

とする。

さらにそのなかでもっとも確率の高くなるものをえらんで出力する。 方法

�では、文の数 �を無限大に持ってゆけば、最終的には、出力は、学習対象

の確率単純文法と等価になるような確率単純文法の集合のなかに確率収束す

るだろう。

もちろん、方法 �以外にも様々な優れた統計的手法がある *
+。しかし、そ

のような統計的手法では、生成規則の確率を求めてしまうことになり、強化

学習の、遷移確率には陽に触れない、という利点を捨ててしまうことになる。

一般に、���の最適化問題は、遷移確率を陽に求めることができるなら、ダ

イナミックプログラミングを用いて計算すればよい、という結論になるから

である。

また、方法 �では、決して一つの文法に確率収束してくれるわけではない。

等価な確率単純文法では、優劣をつけることができないから、出力は、いつ

までたってもそれらの間をふらふらと移動することになる。

等価な確率単純文法であっても、もとの文法の形が異なれば、最適方策自

身はかわらなくても、途中経過がかわってくるので、強化学習がうまくいか

なくる。

��



そこで、あえて統計的な処理は一切せずに推定を行いたい。 方法 �

頻度を考えず正の例だと考えて学習する。そのかわり、

文法�に対して、その同値類� ! ��	��"�# ! �"�	#�を考える。
任意の�の任意の 	 に対して�� ! ��

#となるような �� � �および �が存在する。

が成り立つようなクラスを考え、�� を出力する。 方法 �は逆説的かもしれ

ないが、生成規則の確率については全く触れてないので、そのようなクラス

をある程度広く取ることができるなら、よい方法と考えられる。

��� 確率単純文法の性質

ある ���のクラスのサブクラスの文法に生成規則の選択確率を加えて確

率化したものを頭に B�Cをつけて、例えば B����Cという風に書くことにす

る。�� ! ���3� �� �� 	 � を ���とする。また、確率文脈自由文法 �� !

���3� �� �� 	 � が与えられたとき、それから 	 を取り除いた文脈自由文法

� ! ���3� �� ��を �� の元の文法と呼ぶことにする。

ここで、確率としての制約から、	 のとりうる範囲は、

:� ! �	 ) �	 *�� �+��$ � ��
�
����

	 ")# ! ��

であった。このとき、確率言語;"�� #を、

;"�� # ) 3
� � �<� 	 *�� �+

であり、

;"�� #"!# !

�����
����

����
��� 	 ")"!#�# ! � �"�#

� ! � �"�#

���!�����

��!�
��� 	 ")"�� �#�# ! ! <

と定義する。ただし、! � �"�#のとき !を導出するときにその適用した生

成規則は一意に決まって、それを ")"��!#� � � � � � )"��!#���#とする。

すなわち、! � 3� のときは、;"�� #"!# は �� から !が導出される確率

を意味し、;"�� #"<#は、無限に導出を続ける確率である。

また、�� が整合的であることの必要十分条件は;"�� #"<# ! �である。

また、�をもととする ����から生成される確率言語全体を

�� "�# ! �;"�� #�	 � :��

と定義する。

��



�が既約であり、かつ任意の ) � �で 	 ")# 9 �ならば、�� を既約と呼ぶ

ことにする。そうすると、�� が既約ならば、明らかに、

�"�# ! �! � 3��;"�� #"!# ! ��

となる。また、�をもととする既約な ����から生成される確率言語全体を

� "�# ! �;"�� # � �� "�#��� ) 既約 �

であらわす。

系 � "�# � � "�	 # ! �ならば �"�# ! �"�	#。

������ 定義より、;"�� # ! ;"�	
##となる既約な �� � �

	
# が存在するから、

�"�# ! �! � 3��;"�� #"!# ! �� ! �! � 3��;"�	
##"!# ! �� ! �"�	#

最左導出 �
�� ��, ")�� )�� � � � � )�!�# に対して，

	)/"�� #"�# ! "

�!��
���

	 ")�##

とおく。�� が整合的なとき、

	)/"�� #"�# !
�

����������$
��!$�

　 	 "!# "�#

がなりたつ。

系 �� ,�# が既約で整合的ならば、	 ! � の必要十分条件は ;"�� # !

;"�##である。

������ 	 ! � ならば;"�� # ! ;"�##は明らか。

� が既約だから、任意の ) ! $ 	 �� について、最左導出 �
�� �$',

")�� )�� � � � � )�!�#となるものが存在する。また、�� 既約より、�� � �"�#� 	 )/"�� #"�# !
�だから、

	)/"�� #"��#

	)/"�� #"�#
! 	 ")#

がなりたつ。従って、任意の! � �"�#に対して、;"�� #"!# ! 	)/"�� #"!#

であるから、	)/"�� #"!# ! 	)/"�##"!# を示せばよいが、�� ,�# はとも

に整合的なので、式 �および;"�� # ! ;"�##より成り立つ。

補題 ��1 を既約な��とする。� "�# � � "1# ならば次が成り立つ。�
��

*�+�$�,�
�� *1 +�%' ならば、�

�� *1 +"%'	 となる任意の " について �
��

*�+"$�	。

�	



������ � ! ���3� �� ��� 1 ! �� 	�3� �	� ��とする。
�

�� *�+�$�,�
�� *1 +�%' かつ �

�� *�+"��	,�
�� *1 +"%'	 となる �� "

が存在すると仮定して矛盾を導く。

系 ���より �"�# ! �"1#だから、) ! $ 	 �� � �	 に対して、� ! % 	
��	 � �, � ! � 	 ��		 � � が存在する。また、�既約より、�� が既約で

整合的でかつ 	 "�# ! 	 "�#となるような 	 が存在する。� "�# ! � "1# より

;"�� # ! ;"1##となるような1# が存在し、�� は整合的なので式 �より

	)/"�� # ! 	)/"1##が成り立つ。

しかし、	 "�# ! 	)/"�� #"��#6	)/"�� #"�# ! 	)/"1##"��#6	)/"1##"�# !

�")#、	 "�# ! 	)/"�� #""�#6	)/"�� #""# ! 	)/"1##""�#6	)/"1##""# !

�")# より 	 "�# ! 	 "�#となって矛盾。

�� を既約で整合的であるとする。E ! �� ) � 	 3��とする。また、全単
射 , ) � 	 3�が存在する。"2� ) E	 ��� � �#,2� "�# ! ,��"�"�##を独立

な離散確率変数列で分布

= ""��� �+# !

�!��
���

;"�� #","�##

をもつものとする。このとき �� が既約ならば2 が正のデータである確率

は �である。すなわち次が成り立つ。補題 �� が既約ならば 	 "&�# ! �

������ 任意の � � E6&� に対して、�! � �"�#, �� � �,�"�# ! ! または

��, �"�# � 3�6�"�#が成り立つ。したがって、E6&� !
�
������

�
����� �

E��"�# ! !� ������� � E��"�# � 3�6�"�#�が成り立つ。よって、
	 "E6&�# �

�
������

	 "
�
���

�� � E��"�# ! !�# /
�
���

	 "�� � E��"�# � 3�6�"�#�#

!
�

������

�
���

	 "2� ! ,��"!## /
�
���

	 "2� � ,��"�"�###

! �

��� ����のもとの文法の学習

�� の確率 	 はおいておいて、そのもとの文法�だけを学習することを考

えよう。これは、強化学習が遷移確率	 に陽にふれることなく学習する、と

いうメリットをそのまま生かしたいからである。

このようなことが可能な ����のクラスは、どのような条件を満たす必要

があるか考えたい。そのためにまず、学習可能性を次のように定義をする。

�



定義 ある����のサブクラス � のもとの文法が統計なしに学習可能とは、
�に含まれる任意の既約な�� のもとの文法�の任意の正のデータに対して、

;"�� # � � "�	 #となるような�	 に収束するアルゴリズムが存在することと

する。また、そのアルゴリズムを � のもとの文法が統計なしに学習できるア
ルゴリズムと呼ぶ。また、決定過程化した文法のクラスについても、同様に、

もとの文法と、もとの文法が統計なしに学習可能ということが定義できる。

これは直感的にいって、確率 	 の値には触れていないから、統計的な処理

をせずに既約な�� のもとの文法�が学習できるということと考えられる。

また、これは文法の学習可能性 "定義 ���#よりも厳しい条件である。アル

ゴリズムは、元の文法を�� とすると、�"�# ! �"�	#となるような�	を求

めるだけではだめで、;"�� # ! ;"�	
##、つまり言語の確率分布の等しくな

るような�	 を求めなければならない。

系 � を����のサブクラスとし、�� ! ����� � ��とおく。� のもとの
文法が統計なしに学習可能ならば、�� は学習可能である。

������ �のもとの文法が統計なしに学習できるアルゴリズムを$とする。任

意の� � �� に対して、�� ! -' ���$"��#とおくと、	 によらずに �は決

まるから、� "�# � � "�� #。よって、系 ���より、�"�# ! �"��#。ゆえに、

�� は $で学習可能である。

系 ���のクラスは統計なしに学習不可能である。系 � ! ��	 � ���"�	# !

�"�#�とする。� のもとの文法が統計なしに学習可能ならば、次が成り立つ。
任意の � � �� に対して、����� � "�	 # � � "�� # となるような�� � �が

存在する。

������ � のもとの文法が統計なしに学習できるアルゴリズムを $ とする。

�� ! -' ��� $"��# とおく。� の任意の正のデータ � について、�	 � �

ならば、�"�# ! �"�	# より、� � &	
� である。このとき、定義より、任意

の既約な �	
� について ;"�	

� # � � "�� #。よって、� "�	 # � � "�� # となる

から、
�
���� � "�

	 # � � "�� #。また、系 ���より、�"�# ! �"��#だから、

�� � �。

補題 � ! ���3� �� ��を既約な
��、1 ! �� 	�3� �	� �	�を �と等価な

標準形の
��とすると、� "�# � � "1# がなりたつ。ただし、ここでいう等

価とは、�"�# ! �"1#かつ6� ! 6% であることとする。

������ 任意の�� となる 	 に対して、1# となる�が存在して、;"�� # !

;"1##が成り立てばよい。

�を標準形に直すときに $ � � から書き換えた� 	の元の集合を� 	"$#と

する。任意の % � � 	"$#に対して、% 	 ��	 � �	ならば $	 �� � �であ

る。また逆に、$	 �� � �ならばある % � � 	"$#があって % 	 ��	 � �	

である。

��



�� � � ��� � �"�#に対して、�での最左導出での適用された生成規則を順

に )�� � � � � )�とし、1での生成規則を順に ��� � � � � ��とする。)� ! $ 	 ���

, �� ! % 	 ���
	 とすると、 % � � 	"$#が成り立つ。従って、任意の ) � �	

に対して、) ! % 	 ��	、% � � 	"$#とすると、�")# ! 	 "$	 ��#ととれ

ば、任意の ! � �"�#に対して;"�� #"!# ! ;"�##"!#が成り立つ。

命題 �
��のクラスはもとの文法が統計なしで学習不可能である。

������ 実際に統計なしで学習不可能な言語の例を示す。

� ! ���/� ��,� ��/� ��,�  �/�  �,�  �/�  �,�
言語が �である 
��は標準形では次の二つだけである。

3 ! ���  � �� �� /�とする。
�� ! ���3� �� �� 	 � � ! �$�� %�� $�� %�� ��

�� ! �� 	 �$�$� ) 3�

� 	  %�%� ) �� 3�

$� 	 � ) 8��

$� 	 � ) �� 8��

%� 	 � ) )��

%� 	 � ) �� )��

$� 	 / ) 8��

$� 	 , ) �� 8��

%� 	 / ) )��

%� 	 , ) �� )� �

�	
# ! �� 	�3� �	� ���� � 	 ! �$�%���&� ��

�	
# ! �� 	 �$ ) 3	�

� 	  % ) �� 3	�

$	 �� ) 8	��

$	 �& ) �� 8	��

% 	 �� ) )	��

% 	 �& ) �� )	��

� 	 / ) 8	��

� 	 , ) �� 8	��

& 	 / ) )	��

& 	 , ) �� )	� �

��



	 "��/# 	 "��,# 	 "��/# 	 "��,#

�� 38�8� 38�"�� 8�# 3"�� 8�#8� 3"�� 8�#"�� 8�#

�	
� � 3	8	�8

	
� 3	8	�"�� 8	�# 3	"�� 8	�#)

	
� 3	"�� 8	�#"�� )	�#

	 " �/# 	 " �,# 	 " �/# 	 " �,#

"�� 3#)�)� "�� 3#)�"�� )�# "�� 3#"�� )�#)� "�� 3#"�� )�#"�� )�#

"�� 3	#)	�8
	
� "�� 3	#)	�"�� 8	�# "�� 3	#"�� )	�#)

	
� "�� 3	#"�� )	�#"�� )	�#

たとえば、

	 "��,#

	 "��/#
!
�� 8�
8�

	 "��,#

	 "��/#
!
�� 8�
8�

	 	"��,#

	 	"��/#
!
�� 8	�
8	�

	 	"��,#

	 	"��/#
!
�� )	�
)	�

したがって、任意の 	 に対して � �&��
� �&'� !

� ����
� ��'� であるので、8	� ! )	�となる

ようにとれば、そのような�	
� � に対して;"�	

� �# ! ;"�� #となるような 	

は存在しない。逆に、

	 " �/#

	 "��/#
!
�� 3

3

)�
8�

)�
8�

	 " �,#

	 "��,#
!
�� 3

3

)�
8�

�� )�
�� 8�

	 	" �/#

	 	"��/#
!
�� 3	

3	
)	�
8	�

	 	" �,#

	 	"��,#
!
�� 3	

3	
)	�
8	�

より、任意の 	 	に対して � ���&'�
� ��&'� !

� ���&��
� ��&�� であるので、8� ! )�となるよう

にとれば、そのような�� に対して;"�	
� �# ! ;"�� #となるような 	 	は存

在しない。

以上より、� "�# と � "�	 #は包含関係にない。また、1 を �"1# ! �を満

たす標準形でない
��とすると、補題 ���より1 � �または1 � �	 であ

るから、当然1 は �と �	 の両方を包含することはできない。したがって、�
���� � "�

	 # � � "�� # となるような�� � �は存在しないから、系 ���より

�
��は統計なしに学習できない。

��� �����

この節では、�����のクラスがもとの文法が統計なしで学習可能な文法

のクラスであることを示す。

����とは、吉仲によって提案された単純文法のサブクラスで、以下の性

質を満たす文法である。単純文法� ! ���3� �� ��が����であるとは、既
約であって、$ � � が直接導出する文字全部の集合を


"$# ! �� � 3 � � � ��� "$	 ��# � ��

として、


"$# ! 
"%# ならば $ ! %

��



が成り立つときをいう。

����は、���0�(7 ��� という特殊な形の文法に一意に変換できる。

� ! ���3� �� ��を ����とする。$ � � が % � � に付かれていると

は、任意の導出について、

�
��	 !$� ならば � ! %�

が満たされることを言う。ただし、! � 3� �� '� � � ��

すなわち、最左導出においては、$の右隣りには必ず %がある、というこ

とである。

�が���0�(7 ��� であるとは、任意の$ � � について、$がなににも付

かれていないことをいう。

���0�(7 ��� への変換アルゴリズムを図 ��に示す。ここで、

� ! �$�$は % に付かれている �

である。

?�0�7 �

　 @�'-�" � ! �となる % が存在する #�
　　 .��" �$�� � 	 �� � � #�
　　　 '."� � � #�
　　　　 �を �% に置き換える:

　　　 �
　　 .��" �$�� $ � � #�
　　　 �"または �%#中の $% を $に置き換える:

　　 �
　 �
　 ��70�7 � $�> �$-7

図 ��) ���0�(7 ��� に変換するアルゴリズム

次のことがなりたつことが示されている。命題"吉仲# 図��のアルゴリズム

を ��とする。また、�,�	 を任意の����とする。

�� ��"�#は����であり���0�(7 ��� である。

�� �"�# ! �"��"�##。

�� ��"�# � ��"�	#は �"�# ! �"�	# の必要十分条件である。

補題 �と 1 を����とすると、�"�# ! �"1#ならば � "�# ! � "1# が

成り立つ。

������ 命題 ���より、�"�# ! �"1# から ��"�# � ��"1#が成り立つ。し
たがって、� "�# ! � "��"�##を示せばよい。

��



� ! ���3� �� ��とおく。���0�(7 ��� への変換アルゴリズムの過程を考
えると、変換によって生成規則の左辺の非終端記号は変化しない。すなわち、

任意の ) ! $ 	 �� � �に対して、��")# ! $ 	 �' と書くことができる。

したがって、	 	"��")## ! 	 ")#として、��"�� # ! ��"�#� � と定義するこ

とができる。したがって、任意の 	 について;"��"�� ## ! ;"�� #である

ことを示せばよい。

まず、任意の � 	 �� � �について、	 	 の定義より、

	)/"�� #"�# ! 	 "� 	 ��# ! 	 	"� 	 ��	# ! 	)/"��"�� ##"�#

が成立する。

アルゴリズムの過程で% のつかれているを解除することによって、�	 が

�		 に変換されたとする。文献 *
+の補題 ����によると、

, "$# !

��
�$% '. $ � � 

$ �7���@'(�

とおくと、�
�� *�	+��が成り立つことと、 �

�� *�		+�, "�#が成り立つこと

とは同値であるから、�
�� *�	+�$�ならば、�

�� *�		+�$'となる ' � ��が

存在する。これが全ての変換過程において成立するから、結局、�
�� *�+�$�

となるような�での任意の導出について、適当な ' � ��が存在して、�
��

*&= "�#+�$' が成り立つ。よって、	)/"�� #"�# ! 	)/"��"�� ##"�#と仮定

すると、��"�� #の定義より、

	)/"�� #"��# ! 	)/"�� #"�#	 "$ 	 ��# ! 	)/"��"�� ##"�#	
	"$	 ��	# ! 	)/"��"�� ##"��#

が成立する。従って任意の ! � �"�#について;"�� #"!# ! 	)/"�� #"!#が

成り立つから、;"�� #"!# ! ;"��"�� ##"!#が成立する。

命題 �����のクラスはもとの文法が統計なしに学習可能である。

������ ���� は学習可能だから、���� を学習できるアルゴリズムを $、

任意の文法 � とその正のデータ �に対して、�� ! -' ��� $"��#とおくと、

定義より �"�# ! �"��#だから 補題 ���より � "�# � � "�� #である。よって

�����は統計なしに学習可能。

同様に、���
��のクラスであってももとの文法が統計なしに学習可能

であることは明らかである。��
��とは、����かつ 
��であることを

いう。本論文で �����でなく ���
��で議論する理由は、����は理

論的には学習可能であるが、計算量の観点から非常に効率が悪いからである。

��



ここで、命題 ��� の反例を ��
�� で考えてみよう。すると、� では、


�� ! 
 � ! ��� ��、
�� ! 
 � ! �/� ,�より、$� ! %�、$� ! %�でなけ

ればならないから、

�� ! ���3� �� �� 	 � � ! �$�� $�� ��

�� ! �� 	 �$�$� ) 3�

� 	  $�$� ) �� 3�

$� 	 � ) 8��

$� 	 � ) �� 8��

$� 	 / ) 8��

$� 	 , ) �� 8� �

一方で、�	 では、
� ! 
 ! ��� ��、
� ! 
( ! �/� ,�より、$ ! %、

� ! &でなければならないから、

�	
# ! �� 	�3� �	� ���� � 	 ! �$�%� ��

�	
# ! �� 	 �$ ) 3	�

� 	  $ ) �� 3	�

$	 �� ) 8	��

$	 �� ) �� 8	��

� 	 / ) 8	��

� 	 , ) �� 8	� �

である。これらより �"�#に含まれる文の導出確率を計算して比較すると、

	 "��/# 	 "��,# 	 "��/# 	 "��,#

�� 38�8� 38�"�� 8�# 3"�� 8�#8� 3"�� 8�#"�� 8�#

�	
� � 3	8	�8

	
� 3	8	�"�� 8	�# 3	"�� 8	�#8

	
� 3	"�� 8	�#"�� 8	�#

	 " �/# 	 " �,# 	 " �/# 	 " �,#

"�� 3#8�8� "�� 3#8�"�� 8�# "�� 3#"�� 8�#8� "�� 3#"�� 8�#"�� 8�#

"�� 3	#8	�8
	
� "�� 3	#8	�"�� 8	�# "�� 3	#"�� 8	�#8

	
� "�� 3	#"�� 8	�#"�� 8	�#

となって、3 ! 3	, 8� ! 8	�, 8� ! 8	�とすれば明らかに;"�� # ! ;"�	
##なの

で � "�# ! � "�	 # となる。

��� �����のサブクラスに対する�学習

� を �����のサブクラスでもとの文法が統計なしで学習可能な文法のク
ラスとする。� ! ���3� �� �� � �� に対して、�"�,F#を � �
 から � へ

��



?�0�7 �,�, 
 , !�� � � � � !�
　 '." � ! ��"!�� � � � � !�# #�
　　� )! ��"!�� � � � � !�#:
　　� )! �"��
#:

　 �
　 ! )! �)

　 @�'-�" "� )! G�&"�## ! � #�
　　 ! )! !�

　　 '."� �� *�+!�#�
　　　� )! �����の更新式:

　　 �
　　 �をランダムに選ぶ:

　 �
　 ��70�7 �,�, 
 , !�� � � � � !�� ! $�> �$-7

図 ��) �����に対するもとの文法を未知としたときの強化学習

の射とする。図 ��のような繰り返しのアルゴリズムを考える。ここで、G�&

は��
�
� � �と最左導出とで定められる���で表現される環境で、行動を
入力として、終端記号または �を出力するものとする。�は文の終わりをあ

らわすものとする。また、��は ��を学習可能なアルゴリズムであるとする。
補題 �,1 を既約な ��とする。� "�# � � "1# ならば任意の ��
�
� に対

して、それと等価な1� �
� �
�� が存在する。ここでいう等価とは、

�� �"�# ! �"1#

�� 
 ! 
 	

�� 任意の ��" � �"�# および任意の � � 
 に対して、	 ")"��#� �# !

	 	")	"��#� �#および �")"��#� �# ! � 	")	"��#� �#。

ここで、)"��#,)	"��# をそれぞれ、�
�� *�+"$�

�� *�+"��	、�
��

*1 +"%'
�� *1 +"�'	 として、)"��# ! $ 	 �� � �、)	"��# ! % 	

��	 � �	とおく。

������ 系 ���より � "�# ! � "1#、また、
 	 ! 
 ととる。

1 既約より、任意の � � �	 について、� ! )	""�#、"�# � �"�#となる "�

が存在する。補題 ���より、)	"��# ! )	""�#、��! � �"�#となる任意の ��

について、)"��# ! )""�#である。したがって、	 	と � 	を全ての �について

	 	")	""�#� �# ! 	 ")""�#� �#、� 	")	""�#� �# ! �")""�#� �#と定義できる。

��
�
� を ����� とし、��
�
� と最左導出順によって決まる��� を考

える。��の性質より �� ! � としたとき、任意の 	 "�� ! ��# ! �となる
��に対して、�" � �"�#となる �が一対一に対応する。したがって、方策を

��



� ) � 	 
 の変わりに �� ) �� � 3���"� �" � �"�#� 	 
 であらわすことが

できる。このとき、任意の静的方策について既約かつ適正ならば、1� �
� �
��

を��
�
� と等価な �����とすると、���が��
�
� の最適方策であることと

1� �
� �
�� の最適方策であることとは同値である。

定理 �を�����のサブクラスでもとの文法が統計なしで学習可能な文法の
クラスとする。図��のアルゴリズムを$として、"������ !�� !�� � � � � !�# !
$�"����"��#� �#とする。G�&をあらわす��
�
� � � が任意の � �- で既

約でかつ適正ならば、�� は任意の ��,�����について、� 	 �で ��
�
�

と等価な�	
� �
� �
�� の最適行動価値に収束する。

������ まず、任意の� �-が既約かつ整合的だから、補題���より "��� !�� !�� � � � #
は正の例である。従って、� は学習可能だから、��は �"�# ! �"��#となる

�� に収束する。

さらに、� がもとの文法が統計なしで学習可能なことより � "�# � � "�� #

だから、補題 ���より��
�
� と等価な��
� �
� �
�� が存在する。従って、��に

収束した後は定理 �����より ��
� �
� �
�� の最適行動価値に収束する。

したがって、�������と��
�����には、等価な決定過程化した文法

の最適行動価値に収束するアルゴリズムが存在する。

実際に、��
�����の場合には、効率を考えて、アルゴリズムに以下の

ような工夫をして計算を行う。まず、文法学習のアルゴリズムは ���章で述

べた 
�� の学習アルゴリズムを用いる。
�� の学習アルゴリズムは常に

標準形を出力するので、補題 ���より、図 ��のアルゴリズムは学習対象の

��
�����と等価な 
�����の最適行動価値に収束する。

文法候補であるが、>' %��"-�#をあらかじめ . 未満になるまで列挙しな

いと決めておく。実際の文法で >' %��"-�#が .以上ならばこのアルゴリズ

ムはうまくいかないことになるが、その場合は .を徐々に増やすなどすれば

>' %��"-�#は �3�以下であるので収束させることができる。
次に、文法候補が決定していない、または破綻してしまった場合は、ラン

ダムに行動せずに、���だと思って破綻してないときと同じ戦略を用いて

行動することとする。

以上より、実際に用いたアルゴリズムの手順はおおよそ次のようになる。

�� 文が終るまで���だと仮定して行動。

�� >' %��"-�# � .ならば �へ。

�� 
��の学習アルゴリズムを用いて極小の文法�� を計算。

�� �� の形状にあわせて�のテーブルの数を調整。

�� �� および �����の更新式を用いて�を更新。

�� 文法候補が破綻すれば、���だと仮定して行動。

�� 文が終われば �へ。

��



��� もとの文法を未知とした場合の強化学習の例

図 ��のような迷路を考える。���節の迷路とほぼ同じで、異なる点は、ゴー

ルに達すると/���の報酬を得て、ゴールの後に、地点 Dを通った回数だけ

状態 B<$>Cが発生してその回数だけ���の報酬を得る。

S GB

図 ��) 例)迷路問題 �

このときの文法� ! ���3� �� ��は、まず、観測できる事柄はどの地点に
いるかおよびどちらを通ったかであるから、

3 ! �"�� �#�"�� �#は図の壁でない地点 � � �B<$>C�

である。次に生成規則を考える。この場合、地点 Dを除いては観測状態と同

じであると見なして良い。しかし、地点 Dが観測された際には、状態 B<$>C

を生成するので、

� ! ��$����
��� $��
����� 	 "�� �#$��
���"�� �# � 3� �"�� �#��
� ��$��
��� $��
��� $��
��� 	 "�� �#$��
��%� % 	 B<$>C�

となる。これより、任意の $�% � � ,$ ! % に対して 
"$# ! 
"%#がわか

るから、��
�����のクラスに属することがわかる。文法は図 ��左のよう

な形状をしている。���節の迷路問題の例では形状含めた文法自身を学習者が

あらかじめ知っているということを前提としての強化学習であったが、この

節では学習者が、形状を含めて文法を全く未知とし、単に ��
�����のク

ラスに属することのみを前提条件として学習を行う。

実験の結果について述べる。学習パラメータとしては、割引率を � ! �、学習

係数を� ! ���、方策には ��グリーディ方策を用いて � ! ���、>' %��"-�# � �

とした。

まず、もとの文法の推定だが、� ! �� で初めて >' %��"-�# � �となり

文法の候補を計算したが、候補は結局 �つのみである。さらに、最終的には

>' %��"-�# ! �となっており、自由度の観点からも異なる形状をもつ等価

な文法が存在しないことがわかる "図 ��#。また、最終的に学習した文法 "図

��#は学習対象の文法と等価である。実際、% を通らない場合を考えるとま

�	



+1 -1   
図 ��) 迷路問題 �における文法の形状

ず6"�# ! ��であり、その他の場所は回数に関係なく��つで終わることか

ら �であり、6"%# ! �となるから、もと文法の形状以外はとり得ない。

次に、強化学習の結果であるが、エピソードの長さや総報酬は、文法が推

定されるまで "図 �	上の矢印まで# は不安定だが、推定されてからは速やか

に最大の総報酬およびそれを与えるパスの長さに収束していることがわかる。

最終的に通った地点の履歴、エピソードの長さ、総報酬の値は表 �のように

なった。

また、��から ��エピソードに注目すると、エピソードの長さが短いにも

かかわらず総報酬の値は最大の総報酬よりも ��程度低く、Dを通っているこ

とが推測される。これは、文法の形状がわかるまでは���と考えて行動し

ているためであり、���節の結果と同様である。

表 �) 最終的な学習結果

履歴
"�� �#"�� �#"�� �#"�� �#"�� �#"�� �#"�� �#"�� �#

"�� �#"�� �#"�� �#"�� �#"�� �#"�� �#"�� �#"�� 	#

エピソードの長さ ��

総報酬 �

単純文法によって拡張した強化学習について論じた。

決定過程のもととなる文法を既知とした場合、��のクラスで ��の拡張

した �����のアルゴリズムで強化学習が可能である。

もととなる文法を未知とした場合、文法も同時に学習しなければならず、

��や
��のクラスでは統計なしで学習はできないことがわかったが、一方

で、統計なしで学習できる単純文法のサブクラスとして、����、��
��

のクラスがあることを示した。

実際に効率的に問題が解けるアルゴリズムとして、��
�����環境下に

おける �����を考えた。そのアルゴリズムでは 
��の学習アルゴリズムで

枠組みとなっている文法を推定しながら �����の更新式で学習を行うわけだ

�
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図 ��) 学習した文法
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図 �	) エピソードの長さと総報酬の変化の様子

が、もとの文法の持つ固有の自由度 >' %��"-�#があって、
��学習の計算

量は >' %��"-�#で大きく左右され、ある .をとって >' %��"-�# � .とな

るように制限するともとの文法のサイズとエピソードの長さについて多項式

時間で計算可能となることから、現実的な時間で計算することが可能である。

��
�����のクラスを仮定したときの問題点としては、�����、
���

��のクラスが、文法の右辺の非終端記号の数を �つ以下に制限することで、

有限状態の既約な���を包含していることに対して、��
�����のクラ

スはそれを包含していない。また、>' %��"-�# � .となる .は一般には未

知であり、また、終端記号の個数に対して線形になるような ��
��も存在

するため、結局、文法のサイズに対して指数時間になる可能性もある。しか

し、��
�����のクラスでも、例に示した迷路問題のような、文法の構造

が比較的簡単なものでは、少ない >' %��"-�#を持つものが多数あると考え

られ、実際には .は計算量の削減に大きく貢献している。

応用面では、強化学習の問題でタスクが複数に分岐して各タスクが独立な

問題があって、その問題が ��
�����に属していれば、どこでそのタスク

が分岐するかを学習しながら、最終的には最適な行動を効率的に学習するこ

とができ、ロボットのより知能的な行動学習などでの応用が期待できる。

また、将来の展望としては、本論文では枠組みとなる文法を学習する際に

あえて統計的な情報を無視して学習できるクラスを考えたが、終端記号の出

現頻度などを考慮することで、より広いクラスに適用することができると考

えている。
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� 文法型分布推定アルゴリズムにおける選択的アン

サンブル効果

��� 文法型分布推定アルゴリズム

��� 組み合わせ最適化アルゴリズムにおけるブースティング的
手法

機械学習における=ブースティング=という概念とその理論的な研究は、S�$��(

ら *+の次のような問いから始まったと言われている)

=�$� $ @�$% -�$���� @�'�� '( $ <'7 <�77�� 7�$� �$�>� 2��(('�2 <�

<��(7�> '�7� $� $�<'7�$�'-I $����$7� (7���2 -�$���� T =

実際S�$��(らは、精度が �6�よりもわずかに良いだけでよい �A�学習で

ある弱�A�学習を定義して、効率的に弱�A�学習可能ならば効率的に�A�

学習可能であることを示している *+。

これは、精度の低い学習器であっても、それがランダムよりも少しでもま

しならば、その学習を繰り返すことによって、精度の十分よい学習器と同じ

になるという意味である。

普通はブースティングというと機械学習の一手法をさし、前節のように、

既存の学習アルゴリズムをたくさん寄せ集めることによってよりよい精度の

学習を行おうという、学習手法のことである。ブースティングでは、どのよ

うな学習アルゴリズムを束ねるかということについては自由であって、どの

ようなものに対しても組み合わせて用いることができる。

本節では、このようなブースティングの概念を、組み合わせ最適化問題を

とくための最適化アルゴリズムに当てはめてみる。

すなわち、一般的にいって、さまざまな最適化問題があり、それに対するさ

まざまな効率的なアルゴリズムが考えられているが、最適化アルゴリズムに

おけるブースティングとは、そのようなアルゴリズムを束ねて用いることで

あるとする。とくに、文法型分布推定アルゴリズムにおいて、適度な長さで

止め、独立に何度か繰り返すことの効果について検証する。これは、「複数の

独立したアルゴリズムを協調させる」という点において、いわゆる <��(7'�2

的な方法であるということができる。

��� 組み合わせ最適化問題と最適化アルゴリズムの定義

組み合わせ最適化問題と、その最適化アルゴリズムについての一般的な定

義を述べる。また、そのような最適化アルゴリズムにはどのような制約があ

るかについて、一般的なことを述べる。

まず、ここでは、最適化問題を簡単に次のように定義することにしよう "最

適化問題のより正確な定義については �'7�など#。

��



変数の値をあらわす集合を �、評価値をあらわす順序集合を� とする。そ

れに対して、評価関数の集合  � � �� があるとする。このとき、三つ組み
����� �を最適化問題とよぶ。
アルゴリズム $が、最適化問題 	 に対する最適化アルゴリズムであると

は、. � � および、, �  をあらわす記述またはオラクル（� を入力すれ

ば ,"�#を返してくれるブラックボックス）を入力として、,"�# � . となる

� � � が存在する場合はそれを出力することである。
ここで、最適化アルゴリズムの入力として、関数 , �  の記述を既知とす

るか未知とするかの二通り考えることができる。正確に言うと、一つは、=

の元が多項式時間で計算可能な記述を持ち、, �  の記述と . � � を入力と
する場合であり、もう一つは、, � = を表現するオラクル +� と . � � を入
力とする場合である。

前者と後者の違いがよくわかるように、例として、「藁の山のなかの針」の

問題を挙げておこう。これは最適化問題としては、 �*�� � +� ��� ��� =�、ただ
し = ! �,��� � *�� � +��� * ,"�# ! � 'H � ! �� と書ける。

. ! �の場合を考える。前者の場合、, を記述するためには、,"�# ! �と

なる �を記述すればよく、記述長は -�2� 程度ですみ、入力 �をそのまま出

力すれば ,"�# ! � � . となるので計算量は!"-�2�#で済む。後者の場合、
, がブラックボックスとなっているので、どのようなアルゴリズムを用いて

も、計算量は = から , が均等にとられたとすると、平均で +� に �6�回は

問い合わせなければならない。

後者の場合、上記の定義のかわりに、次のようなアルゴリズムの定義を考

える。

オラクル型最適化アルゴリズムとは、次の条件を満たす列挙アルゴリズム

であるとする。

�� , �  をあらわすオラクル +� を入力としてもつ。

�� +� に問い合わせる毎に今までに問い合わせたなかで最大のものを出力

する。

�� = の任意の元について一度しか +� に問い合わせない。

オラクル型最適化アルゴリズムからは、前の定義を満たす最適化アルゴリズ

ムを簡単に作ることができるし、逆に前の定義を満たす最適化アルゴリズム

からは上条件の "�#,"�#を満たすように少し変更することでオラクル型最適化

アルゴリズムを作ることができる。

�	�	� '� (��� ) $*� +������

最適化アルゴリズムは一般的にどの程度まで速くすることができるだろ

うか。

��



関数 , の記述を入力とする場合は、例えば、��困難な問題を帰着するこ

とができる問題を作ることができるので、そのような問題の場合、	 ! �	

を信じると、当然どのような最適化アルゴリズムを用いても , の記述長に対

して多項式時間で停止することができないが、その制約の範囲内でより早く

解けるように工夫することはできる。

オラクル型の場合は、オラクルへの問い合わせ回数が重要になることが多

く、しばしば計算量の変わりにオラクルへの問い合わせ回数を用いてアルゴ

リズムの速さを評価することが多い。オラクルの問い合わせと問い合わせの

結果の評価値に関して、次のような否定的な定理が成り立つことが知られて

いる。

定理 � "�� ���� �����, ��� *
, 
+#	 	 ! ����� � を最適化問題とし、
��� � �とする。	 に対するオラクル型最適化アルゴリズム全てを " とす
る。? 上の置換 @ ) � 	 � の集合を � とする。このとき次は同値である。

�  が置換に対して閉じている、すなわち = Æ @ ! �, Æ @�, �  �とし
て、�@ � � * Æ @ !  +。

� ��"$� ,# を $"+� # が � 番目に問い合わせた � の元として、�$�% �
"��, �  � �0 �  �� � ��� � � � � ���� * ,"��"$� ,## ! 0"��"%� 0## +。

この定理は直感的には明らかであるが、進化計算における効率性の議論に

おいて、否定的な結果として近年注目をあびた。

��� が意味するところは単に、何をしても無駄な問題がある、つまり全て

のオラクル型最適化アルゴリズムにおいて平均すると同じ結果しか得ること

ができない問題があるということだけでない。というのは、任意の二つのオ

ラクル型最適化アルゴリズム $�% に対して、ある問題 ����� �に対して、
問い合わせ履歴の評価値の平均だけをもとにして$よりも % のほうが良い

と判断した場合、同じ理由で問題 ����� " Æ @# � �では % よりも $のほ

うが良いと判断されるからである。

以降では特に後者のオラクル型の最適化アルゴリズムについて考えること

にする。

�	�	� オラクル型最適化アルゴリズムにおけるブースティング

焼きなまし法や進化的手法など、ランダムな要素を含む最適化アルゴリズ

ムの場合、ある時間内 �に停止することができる "つまり ,"�# 9 . となる �

を出力することができる# 確率を考えることができる。

一つのアルゴリズムを走らせ続けるのと、�回オラクルに問い合わせた後、

途中でやめてリセットしてはじめからやり直すのを繰り返す "A-2� �����#の

と、どちらが停止するまでの問い合わせ回数の期待値を少なくすることがで

きるだろうか。当然、オラクル型の場合を考えているので、���より、どの

��



ようなアルゴリズムを用いても同じ結果にしかならない場合がありうるが、

直感的には、多くの場合において、ある最適な �があって、それを繰り返す

のが一番よくなると期待される。というのは、あまり短いと十分良い解にた

どり着く前にリセットされてしまうし、逆にあまり長くても、ローカルマキ

シマムに陥ってしまうと期待されるためである。
��������� � オラクル型最適化アルゴリズム $ に対する繰り返しアルゴリ

ズム
入力) オラクル +,. � �
"���� � #�

$"+#が+に�回問い合わせるまで実行し、その最後の出力を �とする。

�% +"�# � . ���$

��� �$ �

�$# �%

�$# "����

実際、進化的手法をアルゴリズムとして選んだ場合、進化的手法が有用な "

� ���の "�#が成り立たないような# ほとんどの最適化問題において、期待
問い合わせ回数を最低にするような、最適な停止問い合わせ回数（以降最適

問い合わせ回数、または最適評価回数と呼ぶ）があることがよく知られてい

る。�'2� �����に世代数と期待評価回数の関係の典型的なグラフを示す。これ

は @$--�.�--�@'�2問題における集団数 ����の古典的な��"交叉のみ#,��"突

然変異のみ#,��"突然変異と交叉#と、柳井 *
, 
+による UG��と呼ばれる

木構造に対する分布推定型の進化的手法を比べたものである。この場合いず

れの手法においてもおおよそ ��世代程度で止めるのが最適で、期待評価回数

が最小になっている。図 �����中の ?"-� �� 3#は、集団数-、世代数 �"評価
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Generation

I (1000, t, 0.99)

図 ��) 世代数と期待評価回数の関係の例 " *
, 
+より抜粋#

回数としては-�回#の進化計算の繰り返しで 3の確率で ,"�# 9 .となる �

が見つかるために必要な最低評価回数を意味していて、繰り返し回数を; と

すると-�; であらわされる。集団数-、世代数 �で ,"�# 9 .となる �が

��



見つかる確率を 	 "-� �#とすると、"�� 	 "-� �##. ! �� #より、

?"-� �� ## !-�; !
-�2"�� ##

-�2"�� 	 "-� �##

と計算できる。進化計算では、しばしば、 '�� ?"-� �� ��#がアルゴリズム

の性能の評価の指標として用いられている *
, 
+。

最適評価回数が既知の場合はそこで停止して繰り返せばよいが、普通は問

題ごとに異なる値をとるものであり、未知である。そこで、停止評価回数を

少ないものから順に少しずつ増やしてゆくというアルゴリズムを考えてみよ

う。A-2������では、停止する評価回数を �回から �倍づつしている。ただし

� 9 �とする。
��������� � オラクル型最適化アルゴリズム $ に対する繰り返しアルゴリ

ズム �

入力) オラクル +,. � �
� )! �

"���� � #�

$"+#が+に�回問い合わせるまで実行し、その最後の出力を �とする。

�% +"�# � . ���$

��� �$ �

�$# �%

� )! ��

�$# "����

3"B#を、$"+# が + に B回問い合わせるまで実行したときの最後の出力 �

に対し、+"�# � .をみたす確率とする。この場合の期待評価回数 �"B#が最

適期待評価回数 B�に対して最悪どの程度大きくなってしまうのかを計算して

みよう。B� における探索成功率を 3� とし、� を �� � B� � ���� を満たす

自然数として、

�"B# !

��
���

��3"��#

����
���

"�� 3"��##

!
��
���

��3"��#
����
���

"�� 3"��##

/
��

�����

��3"��#
����
���

"�� 3"��##

�
��
���

��3� /

��
�����

��"�� 3�#
�����

上式の不等式は 3"B#が Bについて単調増加であることから、� � � となる �

に対して 3"��# � 3� および � � 3"��# � �、� � � / �となる �に対して

3"��# � �および � � 3"��# � � � 3� が成り立つため。�"� � 3�# � �のと

��



き、上式から、

�"B# � "�
��� � �#3�
�� � /

"�#���

�� �"�� 3�#

�
�

�3�
�� � /

�

�� �"�� 3�#

�
B� � 3�

�� �

となって B� の定数倍に収まることがわかる。

次に、もう少し賢い次のようなアルゴリズム "A-2������#を考える。ここで、

$<7*+は配列を表し、�$<7�は $<7*+の長さ、$<7*�+は、� � �$<7�のとき $<7*+
の �/ �番目の要素、そうでないとき �（空列）をあらわすものとする。
��������� � オラクル型最適化アルゴリズム $ に対する繰り返しアルゴリ

ズム �

入力) オラクル +,. � �
� )! �, $<7*+ )! �, @(7*+ )! �

"���� � #�

�を新しく実行する $"+#のインスタンスとする。

%�� � )! � : � � �$<7� : � )! �/ � #�

�が+に ��回問い合わせるまで実行し、その最後の出力を �とする。

�% @(7*�+ 9 �または @(7*�+ ! � ���$

@(7*�+ )! �、 �と $<7*�+をスワップ。

�$# �%

�% +"�# � . ���$

��� �$ �

�$# �%

�$# %��

�$# "����

A-2������では、各 �� の区切りごとに過去のプログラムの最良値と比較し

て、良いほうのみを伸ばす、ということを繰り返している。もう少し丁寧に

書くと、A-2�� のように �倍ずつ伸ばしてリセットするだけではなくて、各

�� の区切りごとに過去の中断したプログラムを保存しておいて、今回と保

存されているものとで最良値の大きいほうのプログラムを選んで、のこり

���� � �� だけ実行するということを繰り返している。A-2��中の ��
ルー

プを
G�F
�せずに抜けた時は、プログラムを �用意して実行し、�� の区

切りごとに一番悪いものから先に消去して行くのと同じ結果になっている。

したがって、A-2��で �に最適評価回数を代入した場合よりも良い結果が得

られる可能性が大きいことが期待できる。

繰り返し述べるが、���から、全てのオラクル型最適化アルゴリズムに対

してA-2��を適用するとより良い結果が得られる "期待評価回数を下げること

ができる# ということはいえない。また、どのような一般的な条件を仮定す

ると、その条件を満たすオラクル型最適化アルゴリズムと最適化問題に対し

��



て良い結果を得ることができるかということも、現実に即した条件で決める

ことは難しい。

したがって、ここでは、現実には満たされない場合がほとんどだが、理想

的な条件として、出力 �の評価値 ","�##が内部状態などに依存せずに増加量

がランダムに決まると仮定したとき、A-2�� が実際に有効かどうかを考察し

てみる。すなわち、出力の評価値がランダムウォークであると仮定した場合、

A-2�� がどの程度有効かを考えてみよう。

-10

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 0  2000  4000  6000  8000

va
lu

e

the number of steps

ALG.1
ALG.3

図 ��) 各戦略に対するランダムウォークでの変位の平均

�'2������のA����で示されるグラフは、�回の�ステップのランダムウォー

クの結果のうち良いほうを選ぶことによって得られる値の平均を示しており、

A-2�� で � ! �で �回繰り返したときの最大評価値の平均に相当している。

一方、A���� のグラフの A-2�� の戦略で � ! �の場合の最大評価値である。

横軸 �に対するステップ数は A���� の場合もほぼ ��である。なお、A����

のケースは �ステップ後の分布が平均 �分散
#
�の正規分布となることから

計算することができて、
�

�64である。結果を見ると、この場合 A-2�� の戦

略が幾分有効であることがわかる。

次に、具体的な例をとって A-2�� を検討して見てみよう。サイン関数への

四則演算を用いたリグレッション問題を��で解くことを考える "図 �����#。

ノードは �/� $� �6"�#��"�#� "�#��および変数として�、定数として ������� !
�� �� �� �� ��、集団数は ����、選択)トーナメントサイズ �のトーナメント戦
略、生成オペレータは  �7$7'�� と ���(( �&��を使用している。また、木が

表現する 0に対する評価関数は、

,"0# ! �"*��4� �4+までの ��点での標準誤差の平均#

とし、��に用いる評価関数としては、木のサイズについてペナルティを加

えた

,/0"0# ! ,"0#"� /*��"��� 0の木のサイズ#6����#

��
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とした。

?"-� �� ��#は、�世代でリセットして繰り返したとき、与えられた評価値

�に対して、確率 ��で ,"0# 9 �となるような 0 を出力するための最低の

評価回数のことであった。以降 ?"-� �� ��#のことを ?評価回数とよぼう。

いずれの誤差の値に対しても、最適停止世代数は ���付近で、"A����の ?

評価回数#6"A����の ?評価回数# は �������程度であった。また、図 �����

を見てもわかるように、最適停止世代数以降で、A����での ?評価回数は

A����とくらべ上昇の程度が穏やかであるこれは、停止世代数に対して敏感

でないということである。

この実験では、ランダムウォークの時と比べ、A����の優位性が目立つが、

これは初期において当たり外れのようなものが��に存在すること、つまり、

少ない世代数での評価値の値と、将来の評価値の値とにランダムウォークの

場合よりも強い相関関係があることが理由となっていると考えている。
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