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水ノカ　学一圧　力 の　問　題

宮 津 純

噂

k

i

誤った静圧原動機　　粘性のある流体が流

れているときの圧力と．何か　　その測定

にはどういう誤差を伴うか　そn’はなぜか

1．はしがき
　水力学の研究と講義をはじめて25年余，その間に，

他から説明を求められたもの，必要に迫られて解決した

ものなどを，二三取りあげて解説することとした。

　ぴずれも，一液体め圧力に関するもので，難問というほ

どの略のではない。ただ，微積分に慣れていないと，あ

るいは難問になるかも知れないが，それでも・数学の遊

びではない。水力学の基本的な問題である。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　◎

2．静圧原動機

　水の静圧力を利用して，車軸をまわし，仕事をさせる

もので，その要図は第1図のようである。二つの同心円

筒の澗に形の対称でない羽根を並べ，それらが一体とな

つでまわるようにし，それと車軸とを連ねておく。羽根

の両面を適当な形にすれば，そこに作用する圧力のモ”

メントの差で羽根車がまわる，というのである。ただし

流体の動的な力は考えず，静圧のみを考える電のとす

る。これは実現可能であるかという問題。結論からいえ

ばこれは不可能な問題であるe

第1図　静圧原動機説明図（鉛直軸）

　まず回転軸を鉛直におくとする。この状態でば，羽根

の両面に作用する圧力の，回転中心に関するモーメント

は，羽根の形に関係せず，つねに等しくて向きだけ一反対

となり，和は0となる。それは次のようにしてわかる。

　羽根と羽根との間では圧力Pは一定である。曲面羽根

の微小長さdsに作用する全EEI力はPdS（羽根の厚さは

単位長さで考える）で，これはdsに直角に向く。dsと

半径とのなす角をβとする。中心0に関するPdsのモP『

翻き砿　　t、 f　　　｝一

メソトはdM；（Pds）プCOSβrク7（ds）COSβ，　しかるに

（ds）cosβ＝47であるから（第1図），　dM＝Prdr，よ・P

て全面に関するモーメントは

　　　M－1グ》・〃一ρ覧〃一妻（…一・・2）

　　　　　　　　　　7t　　　　　71
　これは表面の形に関係なく，つねに一・－i定である。よつ

てζの面と対向する，隣の羽根の面に関するモr－・メソト

も，これとひとしくて向きだけ反対となり，対向する二

つの面め合成モーメントは，形に関係なく0である。従

つて羽根車に関するモPメソトは存在しない。
　　　　　　　　　　　　　　th　回転軸を水平におくとする。第2図において纏歯を水

平に，Z軸を鉛直にとる。半径rとr十drとの間の羽

根の両面1r　2を考え，圧力をそれぞれPi，　P2とする。，

　回転の中心0に関して，これと対称の羽根をとり，対

応する記号には’をつけると，図からみて

・遭2

第2図　静圧原動機説明図（水平軸）

　　　ρ2’＝＝p、＋γ（2z、＋Z），　Pi’　＝P2＋γ（2z、＋Z）

ただし，γは流体の単位体積の重さ，21はX軸からの

点1の高さ，Zは点1から2までの高さをあらわす。

　対向する面1と2’に関するモーメソトdMiは

　　dMl＝（Pl　－P！）rdr＝　一一γ（221＋Z）rdr

対向する面2と1’に関するモ・一・・メソト4M2は

　　dM，＝（P1，一ρ2）7d7＝γ（221十－）7dア

4肱十41鴎＝0で，この関係はすべての半径で成り立

つ。従つて二個あるいは個数個の羽根の場合には，羽根

寧としてのモPメソトは存在しない。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鷲

　一・∴　　　　二．、…，．．．1＝、t／一　’三左講
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　奇数個の羽根の場合で，まず一個だけの例を考えると，

微小半径のところの，両面に関するモr－・・メソトはdM＝

γZrar（第1図）で与えられる。円弧12の中点をG，

OGとx軸とのなす角をθ，12の中心角をαとすれ
ば，z＝2（slnα／2）（cosθ）r，従つて微小部分のモP－・メソ

トは，一回転中に反対の向きとなる。一つの羽根の全面

に関するモーメソトは

　　　M－2・1：i（　　αSln万）（…θ）・・dr

　　　　　　rl　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

ただし，αもθ庵rの函数である。

　かんたんな例として，放射状の羽根とすれば，aもθ

もそれぞれ一定で

　　　M÷（・i・9）（…θ）（r23　一一　r・・）

となる。このモーメントはθにたいして余弦曲線状に変

化する。羽根の最初の位置によつては，モーメソトの存

在することはたしかであるが，それで羽根が回つても

いずれ静止するか動揺するかで，自身で画転をつづける

之とはできない。ちようど，釣合のとれていない車が，

自重で支え軸のまわりに動揺すするのと似ている。三個

以上の奇数個の羽根の場合も同様である。羽根数が増せ

ば，一回転中，モーメントの0となる回数は増す，けつ

きよく問題の原動機は実現不可能である。

　しかし，水の重さを利用する原動機が存在することば

事実である。初期の水車は正にそれである。水の重さは

すなわち，水底が底面（羽根の面）をおす静圧であるか

ら，この水車は静圧原動機といえなくもない。この種の

水車では，水は羽根車を通りぬけ，しかも羽根車へは入

り，またこれを去るときの水の高さには差がある。これ

に比べると，今の問題は，閉じ込めた液体の圧力を原動

力にしようとするもので，ちようど，流量も水頭もない

流体（回転の平均状態で考えるとき）に仕事をさせよう

とするもので，不可能なことは明かである。

　　　　　　　3．流体の応力と圧力
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し

　洗体が静止する場合には，内部の圧力は，考える画に

直角に向き，また一点の圧力は，どの方向に亀同じ大き

さである。それは粘陸があつても変らない。流体の粘性

は静止状態では作用しないからである。

　流れている状態でも，粘性がなければ同じである。す

なわち，粘性のない流体の圧力は，つねに面に直角に向

き，どの方向にも同じ強さである。流管の壁面はこの圧

力でおされ，流体とともに動く物体で屯，この圧力は惑

得する。

　粘性のある流体が流れているときにも，圧力と通称さ

れる庵のがある。それが何であるかを知ることは，流れ

ている状態の圧力を測定するときに必要である。粘性の

ある流体の内部の一点には，洗動状態では，9個の応力

成分があり，その中の三つは直応力，六つはせん断応力、

12
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で，後者は二つづつひとしく，三つが独立である。この

ことは固体の場合も変らないが，異るのは，流体は必ず

速度勾配をもつて流れている，ということである。

　流体の圧力をPとすれば，一・，Rにおける，応力成分と

圧力とにぱ，一般に次の関係がある。

ん一一＋9・（∂a＋∂v＋∂w∂x　　∂LY　　∂z）＋2μ一瓢

　　　　　　　　　　　　（グyy・fzaは略す）

ノ炉ん一・（㍗ll），伽ん騰す）

X2箔Z・は直線直交座標，　U，　V，　Wはその流速成分，μ

は粘性係数である。また同接字のノは直応力，異接字

のノはせん断応力をあらわし．第1の接字は考える面

を，第2の接宇は応力の方向を示す。上式から

ρ＝一吹iん砺＋f2z）

となる。すなわち，粘性のある流体の圧力とは，°その点

における，直交3軸方向の平均圧力である。この平均値

ば．どういう向きの直交3軸についても一定（一点では）

である。

　ある流れの状態の圧力Pを求めるには，理論的には，

基本となる運動方程式を解いて求めることになるが，一

方また実測したいこともある。それには，圧力Pを外部

にみちびくことが必要であるが7それは可能であるか。

ここでは，じつさい上問題となりやすい，比較的かんた

んな場合をとつて，その聞の関係を考えることとする。

　ちぢまない液体とすれば　　　　　　　　　　　　　・

ん一一＋2μ一離．ゐ・一一＋2・号．

f・・〒－P＋2’・讐

　さらに一一Stな

断面をもつ管の

平行流れとし，　　　　　　3

欝繍彫多
面内にx．y軸

を第3，4図の

ようにとると，

u・＝07v＝Oi

”＝OP（弗の従

つて

惚鱒面

第3図流れの断面に軸を
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第4図流れの面に軸を有する壁孔

　　ん一ん一ん・一一あノ・・一・筈．

　　ん・一・袈一，ん一・

となる。一一fxx庵一fyy吃流線をよこにおす圧力では

あるが，管壁にはかならずし庵直角に向いてはいない。

一ルzは流れの横断面をおす圧力である。従つて，こう

いう平行流れの圧力とは，洗線を横におす圧力であり，

洗れの横断面をおす圧力である。

4．壁孔の示圧

　　　流れをよこにおす圧力は，管壁にあけた孔から外へみ

　　ちびくことができる。しかしこの時，正しい圧力があら

　　われるdあろうか。屯し孔口に沿う流れに変化がな，く・

　　孔の内部の水が静止していれば，孔は孔口に作用する圧

　　力をそのまま伝える。しかし，こういう状態は，粘性の

　　ない流体で許されるだけである。しか屯その状態では，

　　孔軸の傾斜は示圧に関係しないはずであり，孔は壁面に

　　直角にあけるべきである，という理由もない。しかしじ

　・つさいには，孔の傾斜は示圧に影響をもつている。それ

　　は孔口の流れが変化するからと考えられる。

　　　粘性がある場合には，かりに孔口の流れが変らなくて

　　庵，孔の内部で静止するということは許されない・少く

　　も，速度勾配が0となるところ迄は・静止していないは

　　ずである。その範囲は，孔の大きさおよび傾斜にょるで

　　あろうから，それらが示圧に影響することは考えられる

　　し，またじつさいに影響する。

　　　いま孔口の大きさの問題は別にして，孔軸傾斜の影響

　　を考えよう。孔の内部で静止状態にあるところを，・どう

　　とつtcらよいのであろうか・．孔の内部の等圧線分布の問

　　題になるが，ごく大体においては・第5図のような二つ

c　の状態が考えられる。量第5図（a）は，内部至るところ静

　　　　　　　　　　　1　　止するとするもの，第5図（b）は，孔口近くで静止しな

　　いとするもので，この二つの比較では，考え方として，

　　後者がじつさいの状態により近いと思われる’°これなら

　　　　　　　　　　　　　〆
’帖∴く

；i
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（a♪ （b）

第5図孔の内部の静止部分

／7

壁孔の示す圧力はPでなく℃〆である。孔を小さくし

た状態では1グは一一fy’Yに近ずく。ゆえに壁孔の示ナ

圧力は，圧力pでなく，むしろ孔軸方向の直応力である

とするが適当と考えられる。この考え方は，実験結果の

傾向を説明し，t’また壁孔は流れに直角にあけるぺきであ

る，ということの一応の理由にもなる。　　　　°

5．示圧の誤差

壁孔の示す圧力が，孔軸方向の直応力であるとすれ

ば，壁孔で正しい圧力を示すには，孔軸の傾斜が問題に

なる。

　まず，流れの横断面内に孔軸を有する場合を考える。

かような孔では，孔軸が管壁にたいしてどんな傾き方を

して亀，流れにたいしてはつねに直角である。従つて，

その孔軸にそう直応力は，一ρにひとしくなる。このこ

とはx，y軸（第3図）にたいして角αだけ傾くx’，

v’をとり，冶）lt，2軸方向の直応力を求むれば明かで

計算の結果ばαに無関係に

　　　fx’X・＝一あ　　ルy＝一ρ，　fz2＝　一一P

となる。これより，圧力測定上，孔軸の傾斜に一つの揖

示が得られる。それは

　孔軸さ流れの横断向内にある場合には，管壁がどんな

傾きをして重その断面の圧力を示す，ということであ・

る。

　次に，流線をふくむ平面内に孔軸を有する場含を考え

る。第4図をこの平面とすれば，前に求めたようにfyy’

＝一一
oである。従つてPはy軸に平行な孔を通して示

される。その孔軸は流線（管軸）に直角である。更に孔

軸をyの方向に≠・いして角θだ噸け・その方の直応

力を求める。その孔軸にξつてy’を≧り，yszとノ，

〆との関係牟らfyyを求めると
　　　fuy’＝ん・・s2θ　＋ft2　sin　2θ　－fyz　sin　2θ

　　　　　一一（P＋f。・・i・2・）＝　一一・（P＋・讐・in・2θ）

　すなわち，このような孔は圧力Pを示すことはないひ

示圧の誤定をdPとすれば

　　　、dP－（fde’）　－P－f・・si・　2・一・筈・i・2・　’

となる。θ＝oのときdP＝oである。また流れの向ぎ

に．2をとり，内部に向けて’1をとつているから，ζこ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」5　　、

　　一．　　　、　　　．　　：　…t・、　一一．一、一　　、、1∫・：、．　・践譲
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C・は∂w／∂y＞0となる。従つてdPの正負はθの正負

と一致する。これから孔軸のとり方に第二の指示が得ら

hる。それは次のようである。

　壁孔は，その孔軸が流れに直角であるとき正しい圧力

を示す。孔口附近で，孔軸が流れに向き合う状態のとき

にジより大きい圧力を．また，流れと同じ方を向くとき

に，より小さい圧力を示す。正しい圧力と示圧との差ぱ

孔口のせん断応力と，孔軸の傾斜角による。（第6図）

　じつさいの壁

孔は，線でなく

て一定の大きさ

をもつているか

ら，流れに直交

する壁孔でも正

しい圧力は示さ

ない。孔径に比

例する誤差を伴

うし，まナこ孔の

長さに醐限が一90

ある。これは，

孔ロ近くの孔の　　第6図　示圧と孔軸傾斜の関係

、内蔀に，流体の静止しないところができ，それが孔径に

よつて変ることと関連している。

6．傾斜流の圧力

する斜面の傾斜　　Pe

角をθとし，z

一軸を，斜面に沿

い流れの向きに

とる。Z軸をふ

　静止する流体の圧力（P）が深さ（h．）に比例するこ

乏はよく知られている（P＝rh，γは流体の単位体積の

置さ）。流れていても，どこ唱水平面内で流れる場合に

縞やはり同じ法則に従い，しかもそれは，粘性のある

．なしに無関係である。しかし，水平面に傾いて流れると

きには，平行な流れでも，そうはならない。

　すなわち，第7a，　b図の状態では，底面の圧力はと

もにPa十rhであるが，第7c図の場合にはPa十γdで

なく，またρ4÷γ9で吃ない。以下に，その圧力がどう

なるかを考え，また，圧力と壁孔による示圧との関係を

しらべるこどとする。

　水平面にたい

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ÷⊥

　　　　　　　　　第7図深さと圧力説明図

くむ鉛直面をY2面とし，　yの正を上側にとる（第8図）。

．X軸は水平で紙面に直角である。外力としては重力のみ

作用する。流速，圧九せん断応力はすべて，y方向に

は変るが，流れの方向には変らない。よつて微小な流管

部分に関する釣合いの式はつぎのようになる。　，

　　　／

4
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第8図　傾斜流の釣合

睾一・…θ…（・）・・i・・＋一鵠・一一・一一（2！

γは流体の単位体積の重さである。

　（1）を積分し，水面（y＝のの圧力をPaとすれば

　　P＝Pa＋γ（t－y）COSθ

　（2）を積分し，水面のせん断応力を0とおけば

　　fyz＝γ（彦一ッ）sinθ

　よつて一般にfPtz／（p－Piz）＝tanθとなることがわか

る。とくに，斜面（y＝0）上の圧力Po，せん断応力fyzo

を考えると

　　Po・　Pa＋γtcose，ル。o＝γガsinθ

　第9a図からわかるように，斜面上では

第9図　垂直孔と鉛直孔

　　　イyy＝ρ・＝Pa＋γtcose．

孔を斜面に直角にあける場合の示圧は一乃yであり，

それは求める圧力Poである。水頭で示せば

　　　血＿＝．地一＋tc。Sθ

　　　r　　　γ

　これは第10図の曲線aのごとくなる。aはPo－Pa

Q

2

第10図傾斜流の圧力と鉛直壁孔による示圧’

XJI

朔

‘
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に相・iする水頭と，流れの幅tとの比を示している。

　次に鉛直にノ軸をとりノ独を求むれば

　　　一ノ「yy’＝ρ十ノ’yx　sin　2e

　　　　　＝＝Pa　＋　rt（2・一一・cos20）cosθ

　ノに沿つて鉛直の孔をあけると，その示圧は’－f〆

てちる。これをPiとおき，水頭で示せば

　　互＿＿班＿互＋∫（2．一。。，2θ）。。、θ

　　　γ　　　　　　γ　　　　γ

　これは第10図の曲線bのごとくなる。bはPi　－Pa
　　　　　　　　　　　　　　ノ
に相当する水頭と，流れの幅tとの比を示している。こ

¢鉛直壁孔の示圧誤差APiは

　　坐』一ρ・＝t（1－一。。・2θ）・。・θ”
　　　γ　　　　γ

　これと彦との

；ltを示麟第／”
11図の上の曲線

のようになる・箒

これは第10図

中の曲wa　bとa
　　　　　　　　o
との差を示した

庵のに他ならな

報、o

　また鉛直壁孔

の示圧誤差と・　　　0

正しい壁圧（Po’

－Pa）との比は

　　　∠Pi
　　　Po　一一Pa

45 o°go

魂一％＝　膨

9　　’

＼△翔
島一島

45

2

　　　1
θ゜砂

第11図　示圧誤差の図示

＝＝1－cos2θ

で，第11図の下の曲線のごとくなる。

　要するに，このような開いた傾斜流の底面における圧

力に（水頭で）tcose・せ庖断応力は彦sinθである。図

示すれば，第10図中の直角三角形の，鉛直および水平

の二辺によつてあらわされる。斜辺がtである。

7．結 び

　水の圧力に関する問題で，今までに関心をもつたり，

持たされた　b’したものの中から，一つごつ取り出して解

説してみte。
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　初めにあげた静痒原動機の問題は，微積分のわからな

いと思われる人の出したもので，じつさいの話は，軸が

鉛直の場合だけですんだQ水平軸の場合は，参考のため

本文でとくに加えたものである。器壁の一一：一・・部または全部

に加わる，静水圧力の総和や，そのモーメソトの総和を

求める計算は，水力学における基本的な，また普通の問

題に過ぎないが，これを積分ぬきの話にしようとすると

むずかしくなる。

　流動中の洗体の圧力を測定するには，壁孔のない状態

一の圧力を，壁孔でみちびくのであるから，示圧に誤差を

ともなうことは当然考えられる。まず孔の示圧を考察す

るには，粘性のある流体の圧力がどういう庵のであるか

を，たしかめておく必要がある。それを応力と圧力の項

で述べだ。

　次に孔の指示する亀のが，孔口の位置の（孔がないと

きの）圧力であるかどうかに問題がある。孔ロの圧力で

なく，むしろ，孔軸方向の直応力を示すとみる方が妥当

であること，実験結果も，それで一部説明がつくことを

述ぺた。

　この考えに基く示圧誤差を，数字的に示す例として，

開放された傾斜流の，圧力とせん断応力との関係を求め

たげこの流れは，圧力とせん断応力とが，かんたんな関

係にむすばれる，都合のよい例であるからである。

　しかし，壁孔の示圧誤差はその大きさこそ知り度いこ

とで，数字的に解決する必要がある。とくに孔の，大き

さや長さの影響は，実験でたしふめるより他ない事項で

ある6この研究でも，実用に役立つ資料をうるため，け

つきよく実験奪併用して結末をつけたのであるが・その

点はここでは述ぺない。機械学会論文集2巻8号（昭和

11－11）を見ていただきたい（この内容はドイツのIng・

Arch．　Bd．　VII，　Ht．1（1936）に発表したが，その全交

は英国でも訳された）。本文には，この実用的な成果

を省き，つけたりと亀見えそうなごとだけ記してきナこ

が，研究の途上考えあぐねたこと．を書いてみるのも別

の意昧で参考になるだろうと思つたからである。（1952・

9・4）

～　「

窟

一一k．．、　　滅 9、∵∴導遡繍


