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第 1章序論

1. 1 研究の背景および目的

1lt子計算憾の普及と発達に伴って，有限要素法，境界要素法や差分法のような数値解析

法が発展し国体力学，流体力学，熱伝導問題等のように工学上のあらゆる問題の解析に応

用されるようになった".今やこれらの数値解析法は構造物の般計や研究上の道具として

も必要欠くべからざるものとなった。特に，有限要素法は1967年にCalifornia大学のNgoと

Scordelisら引が鉄筋コンクリートはりのせん断破趨の問題に応用して以来，現在まで，コ

ンクリートの研究者にも貌しまれてきた数値解析法である。有限要素法がコンクリ トの

分野に使われる理由は，設計上では大型構造物や特殊構造物が多く出現するに伴い，調理造

物を骨組事構造や簡単な板構造にモデル化することが困重量な場合が堵加したごと，部材もし

くは梅造物全体の終局耐力を精度良く求めたい場合等がある 3l。また，部材や構造物の破

纏実験においては，実験では計測できない部分のひずみを求めたり， Ii世話題メカニズムを推

定するために，有限要素法による非線形解析が望まれてきた。

有限要素法でコンクリート構造物のひびわれの問題を取り扱うとき，ひぴわれを分散ひ

ぴわれと仮定して解析する方法と敵散ひぴわれと仮定して解析する方法があるo4}.5)。有限

要素法は連続休を取り扱うのに容易であるので，ひびわれが分散していると見なせる場合

は，平面要素内で複数のひびわれ挙動を平均的に扱う分散ひぴわれモデルが有利である。

したがって，空間的に鉄筋が分散配置されている鉄筋コンクリ ー ト構造の解析に大きなカ

を発揮するのである。しかし，分散ひびわれモデルは，小数のひびわれが解析対象の全体

挙動を支配するケースに応用することは原理的にも不適切である。これに対し， U散ひび

われモデルに基ずく解析方法は，解析対象物を平面要素とパネまたはlink重要素でモデル化

し解析する 4}.5)。このとき，ひぴわれ発生が予測される位置で平面要素の要索境界とひぴ

われの進行方向を一致させるように要素分割を行い，ひぴわれ発生の予測される要素境界

のみにパネまたはlink要素を配置する。喜重散ひぴわれモデルはひびわれを一本ずつモデル

化するので，ひぴわれ間隔やひびわれの幅が評価できるが，ひぴわれ発生箇所の予測には，

専門的知識と経験に依存しなければならない。一般的には構造物やコンクリート官官材の解

析では，両者の長所を取り入れて，併用して解析する例もみられる 6'。

通常の離散ひぴわれモデルを用いた解析が，ひびわれ発生箇所の予測される要素境界の
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みにパネま たはlink要素を配置するのに対して， 平面要素のすべての要素境界にパネ要素

を配置する方法もある。このよ うな解析モデルの一つに，川井が開発した剛体パネモデル

がある 7>。剛体パネモデルでは解析対象物を剛体の平面要素とすべての要素境界聞を連結

するパネでモデル化しているために，どの要索境界でもひびわれの発生が可能な解析モデ

ルとなっている。剛体パネモデルは長初からすべり破緩や引張破措置を考慮に入れて作られ

た解析モデルであるので，地盤，板般，骨組の非線形解析に大きな成果を上げてい る。し

かし，剛体パネモデルは元来国体の極限解析専用モデルであり，は り要繁や制対称変形リ

ングシェル要素等を除いて，その5単位解の精度の保証は図録といわれている け・ 8>。

量E近，コンクリートのE陸相直に破織力学を応用する研究が世界的に活発 に行われている引.

10>・11)。破織力学は寸法効果が顕著に現れる構造物の挙動，ひずみの局所化や破緩の集中

化により，不連続休に近い挙動を示す無筋コンクリートおよび鉄筋コンク リー ト構造物の

挙動を解明するのに有効である。コンクリートが引強磁績を起こすときは，ー ひぴわれ先鑓

に破線過程領緩ができ，この領減では応力が引強強度に達した後でひずみの猶加 に伴って

応力の減少が起こる。このような引張破埴によるひずみ軟化を数値解析に考慮する方法の

一つに仮怨ひびわれモデルがある。仮想ひぴわれモデルでは，引張軟化の構成式として，

ひぴわれ函に垂直な応力とひびわれ帽の関係式を用いている。このために，離散ひびわれ

モデルは容易に引張軟化構成式を取り込むことができるために，~漉力学の研究において

厳散ひぴわれモデルはよ く用いられている。

コンクリートの引強軟化を考慮した数値解析は，その非線形性ゆえに増分法で行われる

が，数値解析の上で困簸な問題の一つに安定性の間短がある。すなわち，弓1~長軟化が生じ

るときはみかけの剛性が負になるために snap-backのような不安定現象が起こる。この現

象に対しては座屈のシミュレーシヨンで用いられている埼分法の一つである孤長法 1引を用

いる方法があるが，アルゴリズムは複雑である。

本諭文では以上の背景を考慮にいれ，以下の開発項目をとりあげた。

1 )剛体パネモデルのように要素境界ですべり破緩や引張破壕をあらわす，いわゆる離散

ひびわれモデルを容易に取り扱うことができ，かっ，弾性材料のみならず非線形材料

に対しても，変位や応力度の精度が高い平面要素の開発を行う。

2 )開発した平菌要素をコンクリートおよび部材の破線現象の解明に応用するために，仮

想ひびわれモデルを取り込んだ弾塑性剛性行列の定式化を行う。引張軟化を考慮した

解析ではsnap-backのような不安定現象が現れるので，このような不安定現象に対し

の
J

“

ても解を追跡できるアルゴリズムの関発を併せて行う。

以上の開発を通じて，ひびわれが主たる非線形性の淑であるコンクリー ト構造の挙動解

明にアプロー チできる紫地ができあがる。 本研究では， これを内圧を受ける中空円筒の破

担解明に応用した。 内圧 を受ける中空円筒の破纏問題は，コンク リー ト構造の取り緩し，

タンク系構造の設計等に共通する問題である。このような問題に対しては，従来，厚肉円

筒理論を用いて破話題圧力の錐定や実験結果の整理が行われているが，今回開発した平面要

察を中~円筒の破砲の問題に適用し，直童話題圧力の寸法効果や破緩性状等を明らかにするこ

とを試みた。一方，コンクリートの破事車力学の解析を平薗要素で行うのは精度は良いが入

力データの作成や計算コストの点で問題がある。このために，平面要紫よりも手軽に敬語自

力学の解析を行う目的に沿って，一次元要素(トラス要素やはり要素)を開発した。

1. 2 既往の研究と問題点

( a)離散ひぴわれ

ひびわれ部分にパネまたはlink要素を用いて解析する離散ひびわれモデルは，これまで

地盤，岩盤 13>やコ ンク リー ト等の土木工学の多 くの分野で用いられた。 コンクリ ー トの分

野ではNgoとScordelisらが鉄筋コンクリ ー トはりを解析したよ うに，ひびわれ部分に用い

るパネまたは1ink要素と平面婆索ではりを要素分割し解析したのが最初である。書監査主ひぴ

われモデルを用いればひびわれ縞が求められる，骨材のかみ合い も考慮できる等の利点が

あり，現在までコ ンクリ ー トの分野では多くの研究に用いられて きた。離散ひびわれモデ

ルはひびわれの進行方向があらかじめ判明しているときに特に有効なモデルである 14>。ま

た，ひぴわれの進行方向が不明でも，ひびわれの進行と共に要素の再分割を行い，新しい

節点を追加して解析する方法もある。しかし，この解析方法は解析プログラムが複雑にな

るという欠点がある引。一方，地盤や岩重量の分野では，川本ら 80>はモ ール・クーロンの破

話題条件に基づいて局所破緩の発生の有無を調べ，被纏した要素に対 してク ラック 三角形要

素を適用し，逐次破緩現象の解析を行っている。 クラック要素は4個の部分三角形要素と

1個のジョイント要素で構成されており，ク ラッ ク発生よる変位の 自由度の増加はク ラッ

ク要素ごとに消去できるので， クラックの発生によっ て全体側性行列のサイズが場加する

ことはない。 Wanら81)は土質中の ShearBandを考慮する方法を示した。それは，仮想仕
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事の原理に不連続面に作用するせん断応力のなす仕事を追加する手法， ‘すなわち，修正し

た仮想仕事の原理を用いて弾箆性剛性行列を導く解析手法である。この解析手法l主要素内

の応力状態によって自動的にShearBandを導入するこどができるので，剛体パネモデルの

ように要素分割に苦労することはない。しかし，これらの研究は地盤や岩盤のすべりE量級

問題に対しては有効であるが，コンクリートの引渡破績のように，ひぴわれ帽の堵加に伴

って伝達応力が減少する，いわゆる，引張軟化を考慮するときは解析手法の改良が必要で

ある。

11散ひぴわれモデルでは平面要素の要素境界がひびわれ面のときは，その部分にパネま

たは1ink要無を配置するというモデルであるが，ひびわれ面のあるなしにかかわらず，全

ての要素境界面に最初からパネを配置するモデルが川井によって提案された。川井が開発

した剛体パネモデルは解析対象を有限個の剛体と同日体聞を連結するパネで表し，破措置条件

に達した要素境界面のパネを切断することですべり破泡や引E量破織を取り鍛おうとするモ

デルである。剛体パネモデルは破事置が生じても要素境界面のパネを切断するだけであるか

ら，ひぴわれがどの方向に進行しでも，節点の増加はない。このために，解析プログラム

も復維になるという欠点はない。ただし，ひびわれの発生箇所は要索境界面だけという欠

点はまぬがれない。

剛体パネモデルは元来固体の極限解析専用モデルであり，はり要素や制対称変形リング

シェル要素等を除いて，その弾性解の精度の保証は困灘といわれている 8>。渡辺らは阿j休

パネモデルの欠点を解決するための一連の要素モデルを提案している 15>。これらの要素は

ハイブリツド型コンブリメンタリエネルギーの原理に基ずいて導かれたので，ハイブリツ

ドストレスモデル (hybridstress model)'5>またはハイブリツドストレス要素(hybrid 

stress ele皿ent)16>と呼ばれる。渡辺らの提案した要素は平面要素については，図-1. 

1に示すように，要素焼界の辺中央のみに節点を有しており， J>lU休パネモデルと同様に要

索機界ですべり敬語~ (図 ー 1. 2)を表すのに便利である。渡辺らは平面要紫の剛性行列

を導くのに式 (1.1 )のハイブリッド型コンプリメンタリエネルギーの原理を用いた。

-TICH= J J Jv~(川 dv-fhTEdS )
 

宅

A• 1
 
(
 

ここで，B(σ，;)コンプリメンタ リエネルギ一関数， ア σ川 72j. U jj 応力，

-4 

nJ :物体表面における外向き法線ベクトルの方向余弦， UI:全体座標系での変位，Va 

:要素 Gの体積， 'Vc :要紫aの周辺積分，なお， 式(1.1)は簡単の為に要素境界がすべて

他の要素と接している場合について示した。

渡辺らは式(1.1)の右辺の 2項目の要繁境界に関する項で，u， 、T，を図-1. 1に示す

局所座標系を用いて変形し，変位を要素境界に垂直な変位 :Uと要素焼界に平行な変位:

Vで表した。つぎに，応力場として一次式の釣合応カ場を仮定し， Uを一次式， Vを一定

として要素の脚j性行列式を求めている。 渡辺らはこのモデルを用いて，完全弾塑性体の

上界解を求める方法を示した 1S>。渡辺らの示した解析方法は，要素境界が降伏面に達した

とき，その筑界面に新しい節点を殴けて，要繁境界面が自由にすべるようにしているため

に，次のような問題点が挙げられた。

1 ) すベり函が場加するたびに，新しい節点番号が必要なのでプログラミングが複雑に

なり，全体剛性方程式の未知数も増加する。

2 ) 降伏条件としてはトレスカの条件のみが使用可能である。

建設材料としてよく用いられる，コンクリ ト，土，岩等の材料のすべりE直線の条件式

としてはモール・クーロン型がより適当と恩われるため，渡辺らの提案した要索および解

析方法をそのまま，コンクリ ー トの構造物の極限解析に用いることはできない。

Y 

n Y 

X X 

図-1. 1 ハイブリッドストレス要素 図-1. 2 ハイブリッドストレス要紫

によるすべり破績の表現(渡辺)
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(b) コンクリ ー トの破媛力学

コンクリ ー トが引張直主題を起こすときは，

ひびわれ先崎に破纏過程領域1引ができ.こ

の領減では応カが引張強度に途した後でひ

ずみの増加に伴って応力の減少が起こる。

このような引張破話題によるひずみ軟化を考

慮する方法の一つにHillerborgによって提

案された仮忽ひびわれモデル 17>がある.仮

忽ひびわれモデルでは，ひびわれ面に垂直

な引~応力 :σ n とひぴわれ幅 :wの関係い

わゆる引~軟化幽線であらわされる。引猿

軟化幽線と敬語E過程領主義との対応関係 21>

は，図-1. 3の引張軟化幽線の前半節分

が号!張破線開始後の初期の段階で阜越する微細ひぴわれ領減，後半部分がひびわれ隔が大

きくなるにつれて主要なメカニズムとなる架橋領域に対応する。

引張破緩によるひずみ軟化を考慮して解析する方法として，有限要素法や境界要素法が

ある。いずれの解析法でもひぴわれ厨で引張軟化幽線で示される式(以後，引iJJil軟化事誇成

式とする)を満足しなければならない。有限要察法では引張軟化構成式を満たすためにひ

びわれ面に締要素やジョイント要素を用いる方法 1B)とひびわれ薗の関口変位と結合力関の

撹性方程式に基づく応力法 3引がある。棒要素を用いる方法は要素境界に長さが零の要素を

入れるために変位の自由度が増加し全体剛性行列式の大きさも増加する。このため，あら

かじめ，ひぴわれの発生が予怨されるような要素境界のみに絡要素を配置する方法が行わ

れている。鏡性方程式を用いる方法も同様に，あらかじめ，ひぴわれの発生が予想できる

渇合のみ有効である。しかし，任意の荷重や任意の形状のコンクリート構造物に適用する

ときはひびわれの発生を予想することは困灘である。計算手法が複雑であるという欠点は

あるが Arreaら20>が示したように自動的に要素分割を行い，ひびわれを自動的に進展さ

せる方法もある。

On 
ftlτ 

れわぴひ細微

円
円
値
酬
明
単

、制

両側切欠きを有する俸の直接引張試験，片側または両側切欠きを有するはりのせん断試験

のシミュレーションを行っている。解析結果によれば，得られた荷量 と変位の関係は実験

結果に比べて最大荷量後の荷軍の低下が大きくなっている。 Schlangenらは，三次元解析に

よってこの問題点が解決されることが期待されると述べている。

焼界婆察法による磁題担の計算は材料内宮容に多数のひびわれが進展するときは有限要察法

よりも不利になると思われるが，ひびわれが小数であれば境界要素法はE世話題力学の理諭に

忠実なすぐれた数値解析訟である。境界要素法による研究は大海ら 22>が精力的に進めてい

る。境界要素法に類似した解析法に積分方程式による数値解析主査があるが，猪井 21>はひび

われ面上の伝達応力に関する 2つの積分方程式を導き，この方程式を用いて最大荷量を求

める方法を示した。

これまでは，離散ひぴわれモデルについて述べてきたが，引張軟化を要察内でー績に分

散していると仮定して解析する方法，いわゆる，分散ひぴわれモデルを用いる方法もある。

分散ひびわれモデルはひびわれの発生方向が何等制限を受けることはないが，要素の大き

さによってみかけの軟化挙動を変更しないかぎり解が一定値に収束しないという欠点があ

るけ》 。

ヨl張軟化を考慮した数値解析で困簸な問題の一つに安定性の間短がある。すなわち，引

張軟化が生じるときは剛性が負になるために荷重の急激な低下や snap-backのような不安

定現象が起こる。この現象に対しては座屈のシミュレ ーションで用いられている増分法の

一つである孤長法 12>を用いる方法があるが，計算のアルゴリズムが複雑である。

(c) 内圧を受ける中空円筒の破話題

内圧を受ける中空円筒のE車線の問題はコンクリ ー ト構造の分野では割合多くみられる。

たとえば， Tepfers25>は鉄筋コンクリートにおける付着割裂強度を求めるのに，内圧を受

ける円筒でモデル化し付着叡l~強度を求めるための式舌導いている。森川ら 2 6 > は正方形断

面中央に埋められた鉄筋の腐食膨張によるコンクリ ー トのひびわれ発生荷重を求めるのに，

正方形に内接する厚肉円筒でモデル化している。原因 27>は静的破砕賓jを用いて，コンクリ

ートを破砕するときの破砕圧力の推定を行うのに中空円筒の供試体を用いて，実験および

解析的研究を行っている。原因が行った実験では，円筒の外径と内径の比と破綾圧力の関

係を調べているが，ぱらつきはかなり大きい。同様なことは， Tepfersの行った付着劉裂強

度の実験でも同じである。これらの研究ではいずれも厚肉円筒の5単位理論解を用いている

ために，破話題圧力の変動については十分な解析的検討がなされてない。本来，コンクリー

ひぴわれ鍋

図-1. 3 号|張軟化曲線

以上の解析では，コンクリ ー トの材料特性として引張軟化幽線を必要としたが，近年，

引張軟化曲線を必要としないラティスモデルが開発された。ラティスモデルは連続体を格子

でモデル化する方法で， SchlangenらB2 >は三角形の絡子網でコンクリー トをモデル化し，

6 - 7 



トの破措置挙動の再現性は:t10%内におさまることが知られている。したがって，大きなば

らつきが見かけ上生じるのは，何らかの考慮されてない項目があると考えられる。

(d)一次元要紫によるコンクリートの破緩力学

引強軟化は平面要素だけでなく， トラス要素のような一次元婆繁を用いても研究されて

きた。 Runessonら23>はポテンシャルエネルギーの原理を用いて，士普分法で解を求めている。

園困 24)は引張軟化を示す官事材で構成されるトラスの破織のシミュレーシヨンを行っている。

このとき，全ポテンシヤルエネルギー箱分関数の憲小化問題を非線形計画法で解を求めて

いる。これらの解析方法は陽な型で孤m性剛性行列を示してないので，計算は複雑である。

1. 3 本論文の織成

本S古文は，本.・序鎗以降，次のような構成で展開される。

第2宣言では， 渡辺らが導いた平面問題解析用のハイブリツドストレス要素をモール・ク

ーロンの降伏条件で獲されるコンクリ ト，土，岩等の材料の極限解析まで適用範囲を拡

げる方法を示す。事担箆性同日性方程式はすべり面でモ ール・クーロンの式を付帯条件として，

ラグランジユの未定乗数を用いてハイブリツド型コンプリメンタリエネルギーの原理に導

入する方法で求めている。数値計算例として，浅い基礎の支持カ，斜面上の基礎の支持力

の間短. ~単位体の後触問題を解析し解析方法の妥当性を明らかにした。

第 3章では渡辺らが導いた平面問題解析用のハイブリツドストレス要素の変位の精度を

改善した新しいハイブリツドストレス要素を提案した。新しい要素は渡辺らと同織にハイ

ブリツド型コンブリメンタリーエネルギの原理を用いている。要素内の応力パラメータを

12個として，要紫境界の変位場は要素境界に垂直方向および平行な方向に一次式を仮定

している。新しい要素を用いた弾性解析解は変位および要素内部の応力の精度が良いため

に，要素内だけで塑性を考慮する方法について検討を行った。塑性条件式を満足させるた

めに，ここでも，ラグランジジユの未定乗数法を用いて塑性条件式をハイプリツド型コン

プリメンタリエネルギーの原理に導入する方法を用いている。

渡辺らが導いたハイプリツドストレス要素と新しく提案したハイプリツドストレス要素

の比較を行うために，片持はりの様性解析を行い，変位や婆紫内の応力の精度の比較を行

った。つぎに，提案したハイブリツドストレス要素を極限解析に適用し剛体パネモデルと

の比較を行った。要素内だけで塑性を考慮したときの弾塑性剛性方程式の特性を知るため

8 -

lこ. ~車塑性の解析を行い検討を加えた。

第 4章では，新しいハイブリツドストレス要素をコ ンクリ ー トの磁坦解析に応用する方

法を示した。仮想ひぴわれモデルを用いるときは，塑性条件式の内に応力のみならず，ひ

ぴわれ幅も入ってくる。このために.m性条件式をハイプリッド型コンプリメンタリエネ
ルギーの原理にラグランジュの未定乗数法を用いて導入するときに，ひぴわれ絹とラグラ

ンジユの未定乗数との関係を明らかにする必要がある。そこで，本蛤文では，最初に，ハ

イブリツド型 Hellinger-Reissnerの変分原理を用いてひびわれ鍋とラグランジユの未定乗

数との関係を明らかにした。つぎに，この関係式を用いて，ひずみ軟化を考慮した弾箆性

陣j性方程式を導く方法を示した。数値計算例としては. CT紙厳体の実験のシミュレーシ

ョンを行い本前文で示している解析手法が十分精度の高いことを示した。

第5重量では第4.で述べたコンクリートの引張軟化に関する解析方法を，内圧を受けるコ

ンクリ トの中空円筒の自主績現象の解明に適用した。内圧を受ける中空円筒の破纏の問題

は従来，厚肉円筒の型車性理論解を用いて破様圧力の推定や実験結果の監理が行われたが，

本章ではハイブリッドストレス要紫を円筒の磁緩解析に適用し，破線圧力の寸法効果や破

級住状等の検討を行った。なお，解析では円筒に生じるひびわれパターン，引~軟化幽線，

円筒の外径と内径の比等を変えて数値解析を行い，これを通じて，内圧下での中空円筒の

破媛挙動の解明を行った。

第 6章では一次元要素(トラス要素やはり要素)を用いたひずみ軟化解析法について述

べている。数値解析例として直接引強試験のシミュレ ーションや切欠きを有するはりの幽

げ試験等に適用し，解の精度や特性について検討した。解析の対象によっては，一次元婆

紫は高精度な平面要紫による解析に比べ，解の精度をそれほど落とすことなく，簡易に破

緩解析ができ，データの作成や計算コストの点で大きな利点があることを示した。

第 7重量では本論文の結論を述べた。
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第 2章 ハイブリッド型コ ンブリメンタリーエネルギーの原理にもとずく

極限解析用車産散化モデルの機能拡張

2. 1 はじめに

有限要紫法は連続休の力学的挙動を解析するのに適した手法である。また，構造物と地

盤の筑界面，地盤や岩盤中の断層のように部分的に不連続な挙動を示す場所があっても，

不逮続部分にパネやlink要素などを用いることにより解析が可能となる。しかし.コンク

リート構造物や地盤，岩盤が荷重を受けて崩題担する場合はすべりや分離が材料中に進展し

不速続性を示す部分が逐次変化するために，すべりや分離に伴う自由度の増加，要察の再

分艇の間短が飽こり，解析は非常に困難になる。このために，要素境界だけですべりや分

院を表現する新しい型の要素が開発された。

川井によって開発された剛体パネモデル引は要素重心に自由度をもっ要家で，国体を有

限個の剛体および剛体間を連結するパネによって表現している。荷量の増加に伴うすべり

や分離は，降伏強度に遣したパネを切断することにより簡単に表現でき，自由度の相加も

ない。このために，剛体ばねモデルは地盤，板鍛，骨組の非線形解析に大きな成果を上げ

ており，鉄筋コンクリ ト構造物の非線形解析でも上回ら 2B)が剛体パネモデルを皇室式構造

に適用しており，少ない要素数で最終の崩媛荷重および崩緩メカニズムを求めることがで

きることを示した。しかし，一方，剛体パネモデルは元来国体の鍾限解析専用モデルであ

り，はり要素や制対称変形リングシェル要素等を除いて，その弾性解の精度の保証は困灘

であるといわれている B)。

渡辺らは剛体パネモデルの欠点を解決するための一連の要素モデル )5)を提案している。

これらの要素は，ハイブリツド型コンプリメンタリエネルギーの原理にもとずいて導かれ

たハイブリッドストレス要素である。渡辺らの提案した平面要素は要素涜界の辺中央に節

点を有しており，剛体lまねモデルと同様に要素境界ですべり線を表しているので，これを

極限解析に用いれば上界解を得ることができる。

渡辺はこのハイブリッドストレス要素を用いて，完全弾塑性体の上界解を求める方法を

示した。しかし，渡辺らの示した解析方法は，要紫境界が降伏面に達したとき，その筑界

面に新しい節点を設けて，要素境界面が自由にすべるようにしている。このために，すベ

り面が増加するたびに，新しい節点番号が必要となるのでプログラ ミングが複雑になり，
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全体剛性方程式の未知数も治加する。また，降伏条件としてはトレスカの条件だけしか使

えないという欠点がある。

一方，建設材料としてよく用いられる，コンクリ ート， 土，岩等の材料のすべりE世話題の

条件としてはモ ール・ク ーロンの式がよく用いられるために，渡辺らの提案した要素およ

び解析方法をそのまま，コンクリート，土， ~昔等の構造物の極限解析に用いることはでをき

ない。この・ために，本意ではハイブリッドストレス要素を用いてモール・クーロンの式で

表される材料の上界解を求める方法を示す。

要察境界ですべり蘭ができたとき，応力場はすべり函においてモール・クーロンの式を

満たさねばならない。このために，本章ではモール・クーロンの式を付帯条件として，

ラグランジユの来定乗数を用いてハイブリヅド型コンプリメンタリエネルギーの原理に導

入する方法を用いる。

量主値計算例としては浅い基礎の支持カ，斜面上の基礎の支持カの問題等の解析を行い，

提案した解析法の妥当性を示した。さらに，本解析法lま極限解析だけでなく弾性体の媛蝕

問題にも適用できることを示した。

2. 2 変分原理

本研究では，すベり薗でモール・クーロンの式を満足させる方法として，ラグランジユ

の未定乗数を用いる。モール・クーロンの式を付稽条件として，ラグランジユの来定乗数

を用いてハイブリッド型コンプリメンタリエネルギ 原理に導入したとき，ラグランジユ

の未定乗数の物理的意味を明らかにする。このために，鷲津が示しているようにハイプリ

ツド型 Hellinger-Reissnerの原理 29)を用いる。

ハイブリッド型 Hellinger-Reissnerの原理の汎関数は次式で与えられる。

一口問=モfff.JB(σH)+(CU，+7t)ue]dv-zfJSH241(アf+n  ) dS 

-ffh(Ta-Tt)ut ds-ffJJ ，dS(2.1)  

ここで，B (び，，) コンブリメンタリエネルギー関数 F，物体力，T， :表面力，

ーl!-

T， :σijn J， σ川:応力， nJ:外向き法線ベクトルの方向余弦，u，変位， 付き:既知量，

a:要素a、 b 要素 b、V， 要素aの体積 S..要素 a.bの繍界，S包:簸何学的境界，

S. :力学的境界，L:すべての要紫の総和，エ:すべての要素境界の総和である。ここでは

平面問題に限定して定式化を行う。式(2.1)は全体盛衰系における変分原理であるので，極

限解析に適用しやすいように図-2. 1に示す局所座表系を用いて変形する。局所座表系

は辺中央を原点として n舶を辺に垂直にとり， s舶を辺に平行にとる。座標系 n-sの向

きl主要素aについて示すと，nが外向きの時は s，ま反時計方向，nが内向きのときは時計

方向とする。 S..S. 上ではnを外向き，sを反時計方向とする。

n紬方向のベクトルの方向余弦をしm とすれば，応力の変換式は，

σ 施=σ •l2+2τ.， lm+σym2 

σ‘=σ.m2+σν l2_2τ口 lm

τn.-一(σ，-0，) lm+τ叫 ( lZ-m2) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

で表される。 x-y座標系でのx.y方向の変位をそれぞれ u.v とし，局所座表系でのn，

s方向の変位をそれぞれU.Vとすれば，これらの変位の悶には，それぞれ次式が成立する。

u=Ul-Vm 

v=Um+Vl 
(2.5) 

式(2.1)の右辺第 2項を式 (2.2)，(2.4). (2.5) 

を用いて変形すると，
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図 2. 1 局所座標系



fSHUt(ア?+T?)dS=fJ (σ:l +τ .~ m) u+ (τμ+σ ~m) υ ] dS 

一I [( o ~ l+τ .:m ) u+ (τ .%~ l +σ:m)υ]dS 
~ ..。

=f.叫 (σ ~U+τ n : V ー σ ~u-τ .:V )d S (2.6) 

となる。ここで.a!U.τ，，:v の符号が負になったのは局所座家系nの正方向ベクトルの
方向余弦 l.mを用いたためである。同袋な方法で式(2.1)の右辺第3.4項を変換すれば式

(2.1)は次のようになる。

-n..=ミffJB(σ川)+ (o"，，+Fd u，)dxdy 

-:L.f...[(σ:-0:) U+ (τ2・一τ:.)V] dS 
-fse[(C同一吉.)U+ (τns--Z;n.) V] dS 

-fh(σn TJ +τ..V ) dS (2.7) 

剛体パネモデルでは要素焼界に作用する垂直応力とせん断応力で降伏条件を表している

が8).本研究でも剛体パネモデルと同様に要繁境界の応力 o~ • τJ だけで次式のように降

伏条件を仮定する。

1 (σ ~ τ n:) - 0 (2.8) 

ここで. 1 は降伏関数である。表-2. 1に降伏関数の具体的な例を示してある。

要素境界が降伏条件に達した後，荷重の増加後も塑性状態を維持しているなら，要素境

界でつぎのm性条件式を満たさねばならない。

81 δf 
一士一τ l!. σ~+ で7ーァ Aτ~ ， = 0 
aa; ντ.. (2.9) 

ー 13-

表-2. 1 すベり面での条件式

降伏関数 :f 量E位条件式

モ-)v・クーロン τ圃ー士c，a咽平co sτ"土c‘sO.==O

ミーゼス τ~.+aV4-c 2 Aτn.+企σ"・6‘/4τ "，.=0

トレスカ τ日平C Aτ..=0 

すなわち，図-2. 1に示すように，要素 a.b 境界近傍の要紫 a側に破話題が発生した

ときは式(2.9)の付帯条件のもとで式(2.7)を解けばよい。ここで，ラグランジュの未定

乗数:r.を用いて付帯条件式を(2.7)の変分原理に導入すれば，

r (δfδ1  . . ¥ 
-l!.ITh == -l!.ITRR + J

s 

となる。ここで.sIT..は式(2.7)の変位や応力を泊分量で表した式である。

式(2.10)のr.の物理的意味を明らかにするためにTIiHの第一変分を求める必要があるが，

簡単のために増分記号Aを省略して示す。

n~li の第一変分の内. S叫上の停留条件に関連する項のみを示せば

-14 



一δmH=L [U.ðσ ~+a~ åU .+vaòτ~， +τし δV.
“， ~Gb 
-u・8σ:ーσ:δU'-VbdτLーτふδV'
ー (σ Z一 σ ~ )δU -Uðσ ~+Uðσ: 

一(τ二一τ!，)oV-V ðτ ~. +v d'τ28 

+ (δfθ::. ~:， )dra+(θfδf 一一一σa一一':-~:，ldra+1 r. :' . ða~ + r.一一:-ð~~
θσ~ _. 8τ二 r' ' \θσ~ ......... .. aτ. 

+ …・・・

r 1(... ..， _.8f ¥ =んJ1ua-U+「eEEEjsσ:+(ーu・+U)dσt

(... ..， _. 8f ¥ ~_.. "，，. 
+ IV・-V+「eEElMJ(ーVb+V)dτゐ

ー (σ2ー σ~) aU-(τふーτし)ov

+(長川会叫Or.]dS+

となる。式(2.11)から次式が得られる。

δf 
u.=u-r. -._'一て ， Ub=U 

Uσz 

δf v.=vーr.で一一一 .v'=v 
uτ.s 匂

σ2=σ!τ..-τ， 

δf .， 8f . ~ 
一一一一σ:+一一一一一τ:.=0
δσ~ -.. aτ:置陥

(2.11 ) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

式(2.12)は破担壁画での変位の適合条件，式(2.13)は磁援面での応力の釣合条件，式 (2.14)

は塑性条件式を満たすことを意味する。図ー 2. 2に示すように，破媛によって生じた要

索開のズレを l!.U，ひぴわれ稲をl!.Vとすると，式(2.12)より

ー 15-

仇 eδf
l!.u=u・-u.= r一一一一

δσ2 

δf 
l!.v=v'-v. = r.ーァ一一_，_. 

山間

(2.15) 

(2.16) 

が得られる。すなわち，降伏関数が明らかであれば，ラグランジュの来定乗数r.からl!.U

とl!.Vを求めることができる。降伏関数fが図-2. 3に示すモール・クーロンの式の渇

合は，

f=τ同士C，ση 平C。

であるから

δf 

3τ"' 

となる。これを式(2.15)，(2.16)に代入すれば

l!.U= ::!:C， r. ， l!.v=r. 

となり， r・の物理的意味は要紫聞のズレの量を意味している。

Y 
τru=Co-CIσ" 

主U
τ"，=-co+c，O偲

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

σn 

図-2. 2 

X 

要素境界のひびわれ鰯 図 -2. 3 モ ル・クーロンの降伏関数
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と仮定し，これを，式(2.10)において，要紫間の応力場を釣合応力渇に仮定すればj要索焼界で箆性を考慮

したハイブリッド重量コンブリメンタリエネルギーの原理が次式のように得られる。

(2.24) {σ}=[B]{β} 

(2.20) 
( (af δf _ ¥ 

-nl=n =ーITCH+ I I 一一'-:: a~+一一一一 τ~<I r.dS J.. ¥ aσ~ _.， . ðτ~. -"") 
と置く。応力と歪の関係式は，

(2.25) {e }=fCl{σ} ここで. S.Iま塑性が生じている要素境界を意味する。 -ITCHは

とする。ここで. {ε}={ε% Ey r.U}Tであり、 fClは平面ひずみ問題では，

(2.26) i7171 1+ν 
[CJ=E一(2.21) 

一口四=ffv~(a lJ ) むの-iviucm+Vτ ..) dS 

+fyL+VLs)dS 

(2.幻)

平面応力問題では，

!日 Z(~+ lJ J[C]=÷ 
(2.22) 

V. 

S“ 

Ln 

on 

である。付帯条件は

σIJ. ，= 0 
V=V ， U=U 

である。
となる。

式(2.21)でコンブリメンタリエネルギ 関数の積分は式(2.24)，(2.25)を用いて，

fv~ (σ3)dxdy=;{β川]{β} 

弾塑性剛性行列の誘導2. 3 

(2.28) 
式(2.20)を用いて，辺中央に3自由度を有する三角形要素の弾塑性剛性行列を導く方法を

(2.29) 

となる。ここで，

[H]= fvkBY[C][B]dxdy 

示す。応力場は式(2.23)に示すように渡辺ら 15)と同じ一次式の釣合応力場を

βI 1 

β2 } 

β7 J 

I x y 0 0 0 0 

一一

、211
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
t

、，I
I
I
I
l
l
i
t
-
-1
1』
J

z

v

，
 

σ

σ

じ 1に示す辺 12について示す。外向き法線

1に示すように，辺 12の変位を節点 zの変位

一18

である。次に式(2.21)の第2項の積分を図-2. 

の方向余弦をしm とし，図-2. 

(2.23) 

ー 17-
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Ul. V 1，θzを用いて，次のよ うに仮定する。

u=u.一θ.S
V=v. 

(2.30) 

ここで. S は辺百の局所座家系の原点からの距様である。つぎに，式 (2.2).(2.~).(2.30)

を式(2.21)の第2項に代入すれば，

f (Ucr.+Vτ..) dS= f[ (u.ーθ，S) (σ% l2+2τ.，lm+σが)
+v， (ー(σzーσ，)l m+τ口 (l宏一 m2))]dS

12 -1m -12S 
l'x-2lmy -lmx-Y(12-m2) -x l'S +2lmyx 
12y -Imy -12Sy 

I d S { ~: } =(βげ~I η12 lm _m2S 

m2x lmx _m2S x 

m2Y-2lmx l mx Y (12_m2) _m2S y+2lm 

2l m l2-m2 -2lmS (2.31 ) 

となる。同様な計算を辺幻，辺31について行い，これをたし合わせ，

Jov~u σ π+ V τ n.) dS=(β)T[C](u} (2.32) 

と置く。ここで，

{ulニ (u，v.θl U; VjθJ U危 v.θ.lγ (2.33) 

である。

つぎに，式(2.21)の第3項について説明する。辺直 に外力が作用していると仮定すれば

積分の範囲はlから2であり，具体的に示せば，式(2.2)，(2.4)，(2.30)を用いて

ー 19-

(2.34) 

となる。したがって，これを各辺について計算し，和を求め，

fh(UEn+V古川)dS=(U}T{F"} (2.あ)

と置く。ここで{F)は荷量ベクトルである。

式(2.20)の第4項のすべり函での積分は，降伏条件としてモール・クーロンの式を仮定す

れば次のようになる。

Js.r (σ.:tC，τ..) dS={βlfsJa1G2G3aa asae a71dS「 (2お)

ここで al.a2 ・ー は次に示す式である。

a，=:tC， [2-lm a2=:tC， ([2x-2lmy) -lmx-y (l2-m2) 

a3=y (:士C，l'-lm) a.=:tC，m2+lm a，=x (:tC，m2+lm) 
a6=:tC， (m2y-Zlmx) +lmxy (l2-m2) 

a7=:t2l mC， +( l2-m2) 

1個の三角形要素ですべり箇所が2または3箇所あるなら，式(2.36)の積分はすべり箇所の

数だけ実行する。したがって，一般的に示せば. rをベクトルと考えて次式のように表す。

Js.r (τ..:tC，O".) ds=(β)T[σ] (r) (2.Jl) 

つぎに，式(2.28)，(2.32)，(2.35)，(2.37)を式(2.20)に代入すれば，
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-ITふ=;{β円 H]{β }_{s}T [G] {u}ー {u}T{F}+{β川 G<]{r} 

(2.38) 

となる。ここで， {β}に関する停留条件より

{β}= [H]叶 ( [G] {u}ー [G<]{r)) (2.39) 

となり，これを式(2.38)に代入し {u}.{r}について停留条件を求めると，

[K 11]( u)+[K 12](r)={F) 

[K2I]{U)+[K四 ](r)={o)

となる。ここで，

[KII]=[GY[H]叶 [G]. [K'2]=[GY[Hr'[Gつ
[K21]=[G'Y[H]一I[G]. [K22]=[G'Y[H]叶 [G']

(2.40) 

(2.41)ー

(2.42) 

である。式(2.40).(2.41)より !r}を消去すれば，弾塑性剛性方程式が次式のように求めら

れる。

([K，，]ー [K12][K22]-1 [K21 J)( u )={F} (2.43) 

式(2.43)で[K，，]はすべりがないときの剛性行列で，[K 12]. [K21]. [K22]はすべりが生じ

たときに新たに必要になった項である。

2. 4 数値計算結果による検証

2章 3節ではハイブリツドストレス要素を用いてモール・クーロンの降伏条件で表され

-21 -

る材料の弾塑性剛性方程式を導いた。この弾m性開j性方程式の適用例としてはコンクリー
ト，土，岩等がせん断破緩する時の鍾限荷量の計算が考えられるが，本章では解析方法の

妥当性を示すことが目的であるから，従来から良く研究されている土の支持力の問題を取

り上げる 30，。

極限支持力を数値計算で求めるときは荷量摺分法が用いられるが，ここでは，箱分法と

して山田の方法 (R田10法ともいう) 31)を用いて解析を行った。

( 1 ) 浅い基礎の支持カ

解析の対象は，図-2. 4に示すように，半無限地盤上の基礎の支持カの問題である。

この問題に対する支持力の理詰解はプラントルが求めているので，ハイブリッドストレス

要素で解析し，プラントルの理論解と比鮫した。

地盤の材料特性はヤング係数E= 1000kgf/cm2，ポアソン比 ν=0.3，粘着力 Co=0.1

kgf/cm2，摩鍍係数C1 = tan300とし，自重を零とする。

地盤の解析領域は深さ :11田，幅:36皿とし，基礎の幅はl皿とした。なお，解析は対称性を

考慮して図ー 2. 5に示すように聖書索分割を行い平面ひずみ問題として解析をした。

境界条件は図-2. 5で，地盤側面 (CD)および底面 (BD)の境界条件は国定とし，

基礎直下 (AB)では水平方向の変位と回転を拘束した解析を行った。

図-2. 5にすべりの線の発生順位，図 ー2. 6に荷量 変位曲線を示した。ハイブリ

ツドストレス要紫による極限荷量はプラントルの解よりも少し高自になっている。

(2 ) 斜面上の基礎の支持カ

図-2. 7に示すように，斜面端部にまま礎がある時の支持力問題を解析し， W.F.Chenの

理論解 32'と比較した。解析領域はABCDEだけを弾性体とし，残りの部分は両日体と仮定

した。なお，要紫はW.F. Chenのすべり線を参考にして分割した。要素分割は三角形ACB

とAEDはどの要素分割でも同じであるが，扇重自領減ADCだけは 1から 6までの範囲で

分割し，極限荷量と要素分割数との関係を調べた。

図-2. 7は領域を8分割した図で，図中の数字はすべり線の発生順序を示す。表ー2.

2には要素分割数と極限荷重の関係を示した。極限荷重は3要素で1.54%の誤差， 8要素

では0.055%の誤差で理論解に一致している。

要素数が3の湯合は剛体パネモデルでも解析を行ったが，剛体パネモデルで得られた支
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持カは55.406kgfであり，同じ要素分割に対するハイブリッド要素の解は極限支持カが55.

41kgf.すべりの発生箇所は阿j体パネモデルと同じである。すなわち，要素分割やすべりの

発生箇所が同じなら，剛体パネモデルとハイブリツドストレス要索は同じ極限支持カを与

えることがわかる。

( 3 } 弾性媛触問題

ハイブリッドストレス要察はすべりの計算に適したモデルであり，機界面での摩様も簡

単に考慮できる。ここでは，図-2. 8に示すような弾性体の媛触問題を解析した。図-

2. 9には聖書集分割を示した。図-2. 10には摩銭係数が容の時の接触面上の鉛直応力

の分布を示した。ハイブリッドストレス要紫による解は大久保の理蛤解33勺渡辺の変分差

分法による解34)と大体一致した傾向を示している。図-2. 1 1. 図ー 2. 12にはそれ

ぞれμ=∞.0.2の時のせん断応力の分布を示した。計算結果は変分差分法1こよる結果と悶

じ傾向を示している。なお， μ=0.2の時の滑りの範囲はx/B.=0.5であり，変分差分法

と一致している。

図-2. 4 浅い基礎の支持カ問題
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A 
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E=IOOOkgf/叩 2

図-2. 5 要素分割およびすべり線

P( kgrl 
ハイブリッドストレス要素
11 

2000 

0.5 1.0 
o(cm) 

図-2. 6 荷重と変位の関係
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C =0.1 Kg件m2

E = 1000 Kg件m2

ν'= 0.3 

図-2. 7 斜面上の基礎の支持力問題

表-2. 2 要素分割による支持カの変化

分割数
荷重

P (kg t) 

3 55.41 

4 54.77 

5 54.90 

8 54.59 

理論解 54.56 

-25 -

p 

図-2. 8 接触物体の寸法

図-2. 9 要素分割
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2. 5 まとめ

渡辺・川井は剛体パネモデルの欠点を解決するための 一連の要素モデルを提案している。

これらの要紫は，ハイブリッド型コンプリメンタリエネルギーの原理にもとずいて導かれ

た要素である。渡辺らの示 した解析方法はすべり面が指加するたびに，新しい節点番号が

必要なのでプログラミングが複雑になり，全体同日性方程式の未知数も増加する。また，降

伏条件としてはトレスカの条件だけしか使えないという欠点、がある。本章では，降伏条件

としてモール・ク ーロンの式が使えるように弾鐙性剛性方程式を導いた。本章で得られた

結果を要約すると，次のようになる。

1 )モ ール ・クーロンの式を付帯条件として，ラグランジュの未定乗数を用いてハイプリ

ツド型コンブリメンタリエネルギーの原理に導入するとき，ラグランジュの未定乗数

の物理的意味を明らかにした。すなわち，ラグランジュの未定乗数の物理的意味は要

紫間のずれの大きさであり，要素聞のひびわれ幅は式(2.19)に示すように摩録係数と

要素聞のずれから求めることができる。

2 )モール・ク ロンの降伏条件で表される材料の弾塑性剛性行列式を導いた。

3 )弾塑性剛性行列式は要素境界にすべりが生じても，応力パラメータとラグランジユの

未定乗数を消去することにより 9刊の大きさとなっている。 このために，プログラ ミン

グの上で取敏いが簡単である。

4 )数値計算の結果は一般的に良好で，特に，計算例 2.4の (2)の斜面上の基礎の支

持カ問題に於いては，要素分割を細か くすることによって ，W. F . Chenの理論解に 一致

することが明らかになった。



第3章 ハイブリッド型コンプリメンタリーエネルギーの原理にもとずく

総数化モデルの構築

3. 1 はじめに

渡辺らのハイプリッド ス トレス要紫は要素漬界の辺中央に節点があるために，要素聞の

すべり破線の処理が簡単で，極限荷重や崩擦のメカニズムを知るためには良い要紫である

が，変位の精度や要素内の応力の精度は十分とはいえなかった。そこで，本章では変位や

要素内の応力の精度を改善した要繁を新たに提案する 3引・ 36)。新しい婆紫は渡辺らと同様

にハイプリヅド型コンプリメンタリエネルギーの原理を用いて導いているが，渡辺らの要

素の要素内応力揚が座標 x，y の一次式であるのに対し新しい要素の要素内応力場は摩擦

X，yの二次式，要素境界の変位場は渡辺らの要素が要素焼界に垂直方向に一次式，平行な

方向に一定としているのに対し，新しい要素では婆紫境界に垂直方向および平行な方向と

も一次式を仮定して導いた。このために，変位の自由度は図-3. 1に示すように，辺に

垂直方向の変位 :Uυ 辺に平行な変位:Vi ，辺の回転角 .θ，.辺に平行なひずみ:ei 

の4個となっており，要素ごとの境界変位の自由度は 12個となる。

渡辺はハイブリッドストレス要素を用いて，要素境界で箆性を表す方法と要素内で塑性

を表す方法を述べている 37)。 しかし，要素内で塑性を表す方法では完全孫塑性の場合だけ

を取り扱っている。このために，本研究では新しいハイブリ ッ ドストレス要素を用いて，

要素内だけでひずみ硬化を考慮した塑性解析についても検討した。

塑性条件式をラグランジュの未定乗数法で変分原理に導入し、m性を要素内で取り扱う

方法自体は多くの研究で用いられた。 C.NyssenとP.Beckers38)はReissnerの変分原理を用

いて弾塑性解析を行うときにラグランジュの未定乗数法を用いている。また，近藤 39)は骨

組み構造の極限解析を行うとき，渡辺37)は平面問題をハイブリッドストレス要素を用いて

弾塑性解析を行うときにラグランジユの未定乗数法を用いている。渡辺は平面問題を解析

するとき，図-3. 2に示すように要素内に 6点の塑性評価点を設定し，箆性評価点が降

伏条件に達すると，それ以後は，その点が塑性条件式を満たすようにラグランジユの未定

乗数法を用いた。しかし，渡辺は完全弾塑性体の場合だけを取り扱っている。

本研究で提案した新しいハイブリッドストレス要素を用いて，要素内だけで塑性を考慮

して塑性解析を行う場合の弾箆性剛性行列は，渡辺と同じように塑性条件式をラグラン ジ
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ユの未定乗数法で変分原理に導入する方法で導いた。

Y 

n 

八
X 

図-3. 1 新しいハイプリッドストレス要紫 図 3. 2 塑性の判定点

(完全弾塑性体)

3. 2 弾塑性剛性行列の誘導

3. 2. 1 要素焼界で塑性を表すときの弾塑性剛性行列

E車箆性同日性行列を導くのに応力場，変位場，ラグランジユの朱定乗数を仮定する必要が

ある。渡辺らはハイブリッドストレス要素の則性方程式を導 くのに応力場，変位場として，

それぞれ式(3.1)， (3.2)を仮定した(以後，従来要素とする)。すべり薗があるときは，

著者が 2章で示したように，式(3.3)のようにラグランジユの来定乗数を仮定して，塑性条

件式を変分原理の中に導入 した。
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iij=[ili:;川j (3.1) 

u=u，一θ，S
(3.2) 

V=v! 

r=rνt (3.3) 

式(3.2)で u" VI.θaは節点 iの変位である。 Sは局所座標系の原点からの距雌である。

新しい要素(以後，新要素とする)では応力場，変位場，ラグランジユの未定乗数をそ

れぞれ式(3.4)，(3.5)， (3.6)のように仮定する。

!σ ll100yox oyox 2川 Oi日
I n 1 n n.~ n n ..，.2 ..2 n つ IJ f.) l σ， ~ = I U I U U x U y U X. Y. U LXY I j/52 r 

τ.，J I 001 0 0 -y -x 0 0 -2xy _y2 -x21Lβ12J 

(3.4) 

U=u，ー θ，5
(3.5) 

V=V，-E，S 

r=rνi一r，，5 (3
‘
6) 

式(3.5)で Ui，V 1.θtは図-3. 1に示すように節点 iの変位であるが， Ciは 1点の要紫

境界に平行な方向のひずみを意味している。

従来要素と新要素の大きな違いは，従来要素の応力場が座標 x.yの一次式であるのに対

して新要素の応力場は座標x，y の二次式であること以外に，新要素は個々の要素内で仮定

された応力場が隣接する婆紫の要素境界で，従来要素よりも応力の速続性がより厳密にな

っている点にある。すなわち，式(3.2)や式(3.5)のVは2. 2節の式(2.11)からわかるよ

うに，要素ごとに仮定された応力場を隣接する要素の要素境界で連続にさせるための関数

(いわゆる，ラグランジュの未定乗数)であるから，従来要素のVは式(3.2)のように，要

素境界で一定であるので要素境界のせん断応力τ日 (式(2.4)のように要素内の応力場から

求められる)は単に隣接する要素の要素境界で合力fτrudsが等しいことを意味してい る。

q

，“
 

内‘υ



これに対し，新要素のVは式(3.5)に示すように一次式を仮定しているので，要紫境界のせ

ん断応力 τ日は隣緩する要素の要素境界で合力fτ • ， d 5 だ けでなく fτ • ， 5 d 5 も等 しい

ことを意味している。したがって，新要素は従来要素よ りも要案聞の応力の連続性がより

厳密になっていることがわかる。

仮定した応力場，変位場，ラグランジュの未定乗数を2章の(2.20)に代入し停留条件を

求めれば灘塑性耐性方程式が得られるが，従来要索の弾塑性骨j性方程式の誘導については，

すでに 2章に示しである。新要紫については応力場，変位場，ラグランジュの未定乗数が

式(3.4).(3.5). (3.6)に示すように，従来要棄とは異なるが，弾塑性剛性方程式の誘導過

程l主従来要素と同じなので詳細は付録Aで述べている。

3. 2. 2 要素内で塑性を表すときの弾盟性剛性行列

降伏条件式fが要素内の応力のみの関数の時，平面問題では一般に次のように表される。

f=Y(σ.，σ払 τυ)ーσγ (3.7) 

ここで. Yは降伏関数. Oyは降伏応力である。要素内の任意の点が降伏条件を満足し.荷

重の増加後もm性状態を維持しているなら，次の条件式を満たさねばならない。

8Y OY 
tJ.f=一丁-tJ.σ.+-'::--tJ.σ，+一一一-tJ.τ.，=0。σ.--- 8.σyδτ日 (3.8) 

ここで. tJ.は増分を意味する。式(3.8)を満足させるために，渡辺はラグランジユの来定乗

数tJ.rを用いて次式のように導入した 37)。

aIIcA=AIICR+fJf  ArdA (3.9) 

ここで.Vpは塑性に達した領域である。

-33 -

また，式(3.8)を満足させる方法として，近践がはり要素の弾m性剛性行列を導くときに
用いたように，要素内の任意の点のみで鐙性条件式を満足させる方法もある 39)。本研究で

は平面問題を取り扱っているので，次式のように要紫内に降伏を判定するために配置した

評価点のみで式(3.8)を満足させる。

x
u
，
 

xu' 
r
 

A
 

f
J
 
A
 
(
 

N
T白
川+
t
 

R
 
C
 
H
 
A
 --

--R c
 
H
 
A
 

(3.10) 

式(3.10)でNは要素内で箆性に達した評価点の数である。

ひずみ硬化を等方硬化とするとき盟性条件式は一般に次のように表せる。

f=Y (σ'JC， (J'JI. 'r'.lt)' )ーσ。(2) (3.11 ) 

ここで， σ。は降伏曲面の大きさを表すパラメータであり，初期の降伏時にはσyに一致す

る。否》は相当m性ひずみである。要索内の点が降伏条件を満足し，荷毘の増加後もm性状

態を維持しているなら，次の条件式を満たさねばならない。

δY 
tJ. f= 一一-tJ. o.+τ- tJ. o ， +~ームτ .，-H守 i与 ε"=03σ玄 δσ，--. aτ" (3.12) 

ここで.H' はひずみ硬化係数であり. tJ.σ。/tJ.E;Pである。要紫内の降伏した点で式(3.

12)を満足させるために，ラグランジュの未定乗数ム「を用いる。 H.Eggers40)によれば式

(3.9)のラグランジユの未定乗数の物理的意味は相当塑性ひずみ繕分ム ε'であるので式(3.

12)は次のようになる。

θY OY 
一一-tJ.ι+一一-tJ.σ庁 -:._-tJ.τ町一H'tJ.r=o (3.13) 
δσxδσ， dτzν 
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式(3.13)をラグランジユの未定乗数orを用いて，ハイブリツド型コンプリメンタリエネ

ルギーの原理に導入する。この時. o rで変分を行った時に式(3.13)に一致させることを

考慮に入れれば

r (8Y δY 8Y H' ¥ 
Mlc~=ò l1cH+J.. [ ::~ oσ+一一-oσ+一一-oτ ーと-t.rlt.rdA

J vp¥ 8σx xθσy vδτ ::l")' L.)." ;J;)'- 2 L.l.J) 

となる。なお，鐙性仕事の得分は dWP=aodePであるから，

o cp=or > 0のとき 負荷

o c'=orく Oのとき 除荷

となる。

(3.14) 

塑性を考慮に入れた変分原理として，式(3.9)，(3.10) ， (3.14)を示したが，式(3.9)は式

(3.14 )でH・=0とする場合に一致するので，弾箆性剛性方程式の誘導方法は式(3.10)と

(3.14 )について説明する。

最初に完全蝉塑性体の変分原理である式(3.10)を用いて. ~車 E盟性剛性方程式を導く方法を

説明する。式(3.10)のπCR は要素境界で塑性を考慮するときと同じで，従来要素について

は2章 3節で述べている。新要素については，パラメータの数が従来要素より多いだけで

あるから. 2章 3節と付録Aを参考にすればよい。式(3.10)の右辺第2項について示せば，

式(3.4)と式(3.8)より

~ 1，. ，(θYδYδY  ¥T ^ r 1 
~， t. f t. r'=~ ， l( t. σ. t.ωω(石二百五マ) t. r， I日

={t. β~T [ C ']{ t. r ~ (3.15) 

となる。ここで. {t.r)T={t.r，Or2t.r3 町一 ムrHJ. [C'] のjfj k列をG奪 (j，k) と

すると，

-35 -

r~". ， 8YδYδY  1 
C'(j， k)=IB (1，i)ττ一+B(2， j)ττ一+B(3， j)τ一一|一白

1 ロ0 1( 00>， dτzνJ ;二;i
(3.16) 

である。ここで.B (1. j ) ，B (2， j ) ，B (3， j )は式(3.4)の右辺の長方形行列の係敬で

ある。式(3.16)で要素内のm性点の数が 1個であれば k=I，i =1である。このときの
[C'] の大きさは 13行 1~Ijである。塑性点の数が N個の時は k は 1 から N. iは 1から

Nとなり [C'] の大きさは 13行N列となる。このように.m性点の1個が [C'] の1列
に対応しているので.k=i と置くことができる。

式(3.10)のOI1CH は2君主 3節，右辺2項のラグランジユの未定乗数に関する積分は式(3.

15)に示してある。したがって，式(3.10)は独立変数である {β し {u~ ， {rfの増分記号

を省略して示せば，

I1 c~= {β ~T[H]{ β~ 1 2 ー {β ~T[C]{U~

+{u ~T{F~ +{ β~ T [C志]{r} 

となる。ここで. {β1 についての停留条件より

{β~ = [H]-' {[C] {u}ー [C']{r}} 

(3.17) 

(3.18) 

となる。式(3.18)を式(3.17)に代入し. {U ~ と {r~ について停留条件を求め，さらに

{n を消去すれば次式が得られる。

[[た ll] - [k..] [k22]-' [た 21]] { U ~ = {F} (3.19) 

ここで，
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C'(j， k)= J v，lBO， j) ;~. +Bα，j)百石プB(3・j)百五;)dA (3，Z3) 

(3_20) 

である。式(3.20)が完全孤m性体の灘塑性陣j性方程式である。
ひずみ硬化を考慮する場合は式(3.14)を用いる。式(3.14)は次式のように表すことがで

となる。ここでも式(3.16)と同様に，盟性点の 1備が [C'] の 1列に対応しているので，

i=kと置ける。 [C'] の大きさは，塑性点の数をNとすると 13行N列となる。式(3.

21)の右辺第3項については，

きる. fJ A内 A=jmr]iU} (3.24) 

r fδY δY 8Y ¥ 
fj，!1C~= fj，!1CR+ 1.. I ーで-~- fj， σ.+一一一-fj，σν+ー一一一-6，τx>lt.rdA

J Vp¥σσzδσ，--"8τ..--") となる。ここで. [C"]は次式に示す対角項のみ，零でない係数を持つ対角行列である。

-fvza内 A (3.21) 

式(3.21)の右辺第2項，第3項は塑性が生じた

領域での積分となっているが，ここでは図-

3. 3に示すよ うに.1個の要紫を辺中央を

結ぶ線で4個の領域に分割し，降伏の判定は

領域の重心で行う。また，箆牲になった時，

fj，rはこの領域内では一定とする。このよう

な仮定のもとで式(3.21)の右辺第2項の積分

は，

[G]=lH: ;J (3.25) 

この [C"]は行列の大きさがN行N列である。

式(3.21)の右辺の fj，!1CH は2重量 3節，第 2項. 3項はそれぞれ式(3.22)，(3.24)である。

したがって，式(3.21)は，独立変数 {β }，¥ u}， {r}の増分記号を省略して示せば，

図-3. 3 塑性の判定点

(ひずみ硬化を示す弾塑性体) I1~.= {β}T [H] {β} /2ー {β }T[C]{U}+{U}T{F}

+ {s}T[C'] {r}ー {r}T[C口]{r} /2 (3.26) 

f (3Y3Yδ~6，'Ç .. 1 l一一一-6.0.+一一-6，σ，+一一一-6，τ..1fj，rdAv.¥ 80玄一 80， δτ 町 i 
となる。ここで {β}，{u} ， {入}について停留条件を求めれば，

ヱ r {8Y . 8Y _ 8Y ¥ 
= "， I 1一一一-6，0.+一一一-1)，0ν+一一一一-6.τ..1戸、 JVi¥ 80玄 80習" 8τ四日i

6，r，dA 

=(6，β}T[C']{6， r) (3.22) 
d{β} : [H] {β}ー [C]{u} + [C'] ¥r} = Q (3.幻)

となる。こ こで. [Cつの J行h列を C'(j. k) とすると

d {u} :ー [C]T{β}+[F]=Q

δ{r} : [C']T {β}ー[c"]{r}二 日

(3.28) 

(3.29) 

-37 
_ 

38 -



となる。式(3.29)より {r} を求めると

{r} = [G"]-I [G'F {β } (3.30) 

となる。式(3.30)を式(3.27)に代入し {β} を求めると

{β} = ( [H] + [G'] [G"]-I [Gつ7)-1[G]{U) (3.31 ) 

となる。式(3.31)を式(3.28)に代入すると弧塑性剛性方程式が得られる。

[G]' ( [H] + [Gつ[G"]→[GつT)叶 [G]{u}= n;'} (3.32) 

以上，完全孫塑性体の弾箆性剛性方程式として式(3.19)，ひずみ硬化を考慮した猟箆性剛

性方程式として式(3.32)を示した。
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3. 3 数値計算

3. 3. 1 ハイブリッドストレス要素による弾性解の収束特性

渡辺らの提案したハイブリッドストレス要素(以後，従来要素とする)と本研究で新た

に提案したハイブリツドストレス要素(以後，新要素とする)の収束特性を見るために，

図ー 3. 4に示す集中荷量を受ける片持はりの解析例を示す。はりの深さ方向の分割数:

Nyは1-4，長手方向の分割数:Nxは3-12の範囲である。要素の幾何学的形状は 図-

3. 5に示すように正方形を二分割するパターン(要素分割aとする)と同図に示すよう

に正方形をクロスに分銅するパターン(要索分割 bとする)の二種類である。はりの深さ

と長さの比は1: 3である。

図-3. 6には片持はり先繊の鉛直変位と変位の自由度の関係を示したイ従来要素を用

いた解析では要素分割 bよりも要素分割aの方が精度は良い。しかし，自由度が増加して

も精度は向上してない。これに対し，新要紫は自由度が士菌加するにつれて，いずれの要望属

分割でも，せん断変形を考慮したはり理強解 411に近づいて行き，従来要索よりも精度が良

いことがわかる。また，新要5告を用いた解析では，要素分割aよりも要素分割bの方が精

度が良い。

次に，片持はりの先織に集中モーメントが作用するときの計算例を示す。解析に用いた

はりは深さと長さの比が1: 3で，要素分割は図-3. 7に示すように3タイプである。はり

先錨のたわみの収束状況を図ー 3.8に示す。従来要素，新要素とも自由度の士宮加につれ

て，はり理論解に近づいて行くが，特に新要素は精度が良い。新要素は剛性方程式を解く

ことにより直緩，要紫境界に平行なひずみが求められるので，図-3. 7に示すように集

中モーメントが作用する場合のひずみ分布の計算例を示す。図 -3. 9は集中モーメント

が作用したときのはり上薗のひずみ分布を示している。この図より，ひずみの分布は要紫

分割が細かくなるにつれて，はり理論解に近づいて行くが，はり先錨付近では急激にひず

みが減少していることがわかる。これは，角をはさむ，はり表酒の力学的境界条件(外力

が容)から当然の結果である。

従来要素と新要紫を用いたときの要素内の応力(a，)の精度について検討する。解析は

図-3. 7の要素分割eの片持はりが軸カ(大きさが12の荷量).集中モ メント(大き

さが100)および，せん断力(大きさが1の荷重)を受ける時の3ケースについて行った。応、
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カの比較は，はり中央部付近の要素重心での応力を用いている。その要素番号を図 -3. 

1 0に示してある。そして，解析結果は表-3. 1に示した。表ー 3. 1より紬カが作用

する場合は，従来要紫が俸理諭解に一致しているのに対し，従来要素は要素番号1.4. 5で

かなりの誤差を生じている。集中モーメントおよびせん断力が作用する場合も従来要紫よ

りも新要素の方が精度は良いことがわかる。従来要素を用いた時の要素番号1.4. 5の応力

の精度は特に低く，理蛤値の50%程度である。

定ひずみ要素を用いた解析では，要，慢の形状が偏平になり細長比が大きくなるにつれて

解の精度が尽くなる。ここでは，新要素と従来要素が縛要紫のように制力だけを受けると

きの解の精度を図-3. 1 1の要素分割で検討を行った。図-3. 12は，はりの深さ:

H を1.0とし. Iまりの長さ :Lを変化させた時の織の{申ぴを示しである。図-3. 13に

は要素重心点の応力:CI xを示す。これらの図から，従来要素は細長比が大きくなるにつれ

て，応カも変位も急激に精度が感くなり，理論値の1/3程度となっている。これに対して，

新要素は細長比が大きくなっても，応力も変位もま重論値にほぼ一致している。これより，

新要素は絡要繁として使用可能である。

E=2.0刻05kgfl明 2 ν=0.2

&.=A点の鉛直変位 t =t.Ocm 

O AEt/f 
せん断変形を考目Eした、はり理給解

120~_____一一一一一一一一一一一一一--~ーー-------------ー-ー・-=.r.-

企従来要察、要集分割a

企従来要索、婆集分割b

O 新要索、 要素分割a

・新要素、 要素分割b

500 1000 自由度

図-3. 6 変位の収束特性、従来要索と新要素の比較

E
-

E
1
1
1
1
1
1
1
1

・

A
 

か川く十;1

初溺溺qM司

図-3. 4 収束特性の比較のための

片持はり

図-3. 5 要素分割

Amωムω例
会φφφ<IXlXI>くDφ(!)M;1 
ゐφφφぐ阪阪以凶XI
分'要素分割e

図-3. 7 集中モーメントの作用する片持はりによる

収束特性の比較
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企従来要素

。新宴紫

500 自由度

図-3. 8 集中モーメントによる

はり先儲のたわみの比較

B 

図-3. 10 断面B付近の

要素の番号

c/co 

0.5 
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ロ要繁分割c

企要~分割d

。要素分割e
自。 0.5 

図-3. 9 集中モーメントによる

ひずみの分布(新要望韓)

表ー 3. 1 要紫重心での応力の比較

軸 カ 集中モーメ ント

従来要索新要繁理鎗 従来要素斬要素理詰

I 0.533 1.000 

2 0.933 1.000 

3 0.933 1.000 

4 0.533 1.0∞ 

s 0.533 1.0∞ 

6 0.933 1.0∞ 

7 0.933 1.0∞ 

H 

1.000 1.880 

1.∞o 2.459 

1.0∞ 2.462 

1.∞。 0.932 

1.0∞ 0.484 

1.似)() O.ω。

1似)() 0.000 

11=1.0， l=I.0' 
ν=0.3， E=1.0 

3.815 

2.699 

2.699 

1.473 

1.254 

。ω。

O.似加

F=1 
ーーーー・
B白

図ー 3. 1 1 三角形平面要素による

6/60 

1.0い4

0.5 

50 

俸のモデル

新要紫

従来要素

100 

3.704 

2.778 

2.778 

1.852 

。位6

0.0∞ 

O.似陥

a/σ。

1.0 

0.5 

せん断力

従来要繋新要素理笛

0.339 0.687 0.667 

0.481 0.491 0.537 I 

0.404 0.481 0.463 

0.167 0.265 0.333 

0.086 0.226 0.167 

0.0∞ O.∞。 。ーω。

。ω。 。ー∞。 。似)()

新要察

従来要素

50 100 150 200 L 

図-3. 12 変位の比較 図 -3. 1 3 要素内応力の比較
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3. 3. 2 要素境界で箆性を表すときの孫鐙性問題の解析例

( 1 ) ポンチの押込み問題

図-3. 14は弾塑性プロックに即j体ポンチを押込む問題を示している。降伏条件はト

レスカの降伏条件を仮定し，平函ひずみ問題として解析した。図-3. 15には荷E量一変

位幽線を示した。荷量一変位幽線の初期勾配を比較すると. Nayakらの有限要素解 4引に一

番近いのは新要繁である。最初に降伏するときの荷量が新要素では高めになっているが，

これは要素分割が粗いためと恩われる。極限荷皇を比駁すると従来要索，新要素とも同じ

値 (P/2C = 1.14)であり，すべり緩解や剛体パネモデル引による解析値 (P/2C=1.

13)と大体一致する。有限要素法による極限荷量は，すべり線解よりも少し高めとなって

1.0 

0000000  

0.5 
一一一ー すべり緩解。有限要素法
一一・』ー剛体バネモデル

ー「会一従来要繁

ーイユ一新要素

いる。

(2) V ノッチを有する板の引~解析

新要*を用いて，図ー3. 16に示すVノッチを有する薄板の弾塑性解析を行った。

解析はミーゼスの降伏条件を仮定し，平面応力問題とする。荷重は供試体の両鑓に強制変

位を与える方法で加えている。図ー 3. 17は要素分劃と憲終状態のすべり線を示してい

るがすべり線の発生滅は，剛休パネモデルと大体一致している。図-3. 18は荷量一変

位曲線を示しているが，新要素は弾性域で山田らの有限要素解 311や剛体パネモデル引とか

なり一致している。しか し，崩媛荷重については，剛体パネモデルや新要素による解が塑

性解析解に一致しているのに対し，山田らの有限要素解は少し高めになっている。

0.002 0.004 au 

h
U

内
iu

/

J

D

 

δ

一a

図-3. 15 荷重と変位の関係

ν=0.33 h/b=I.7 

E=2.0判04kgf/mm2

(J ，=3. Okgf Imm2 
ν=0.3 

τns 
E =703070kgf!crn2 

(J，=914kgf!四2

τns 
70 70 

On 
c=σv/、r3 h=14.0crn 

2P 

2C 

ミーゼスの

降伏条件

L 2b ..1 
図-3. 14 ポンチの押込み問題

トレスカの

降伏条件 門判(mm) 

図-3.16 Vノッチを有する板の号|張問題
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dφφd 
附<J)<J)くl
図-3. 17 婆素分割とすべり線

P()(103kgf) 

7 _-...:::.-二二二二一心

6 
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3 

2 

一一一剛体バネモデル

有限要素法

ーー一理論解

O 新要素

1 234  5 6 7 8 

(x10-i)，m) 

9 10 11δ 

図 3. 18 荷重と変位の関係

3. 3. 3 要素内で塑性を表すときの弾m性問題の解析例
( 1) vノッチを有する平板の擁壁性解析

Vノッチを有する平板の弾塑性解析は図-3. 16に示しであるように，すでに，要紫

境界で塑性を表したときの数値計算例として取り上げているが，この間短は多くの解析方

法で解かれているので新しい解析方法の検証には良い例題である。今回も同じ問題を解析

して提案した要素の精度を確かめることにする。

解析条件は前と同じように平面応力問題とし，降伏条件式はミーゼスの式を仮定する。

解析方法は要素境界で塑性を表す方法と要察内で箆性を表す方法の2手法を用いている。な

お. ~車塑性剛性方程式は式 (3.19) を用いている。 m性の評価点は図- 3. 1 9に示す点を

用いた。要素分割は図-3. 1 9に示す。図-3. 20には荷重と変位の関係を示してあ

るが，新要紫による解は極限解析解に大体一致していることがわかる。図-3. 1 9には

最高荷重時の塑性状態も示しである。

A 
塑性評価点

新要素(筑界) 新要繁{内部)

図-3. 1 9 最大荷量時のすべり線と盟性点

P (xl03kgf) 

恩給解
有限要素法

5 

。新要素(内部)
・新要素(境界)ー

。
0.05 0.10 0.15 

δ(mm) 

図-3. 20 要素境界および要素内で盤性を表したときの荷重と変位の関係
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(2 ) 半無限地盤上の基礎の支持カ

地盤工学への応用例として，半無限地盤上の基礎の支持力問題の解析例を示す。基礎は

同日体と仮定し，基礎と地盤の間の摩僚はないものとする。土の降伏関数はDrucker-Prager

の降伏関数を仮定する。すなわち，平面ひずみ間短においては

戸 3α与主+(I-3a2)♂ =k 
J =[ (a.-a ，)/2J2+τし)/(1-3α2)

α=c ，/-v'9石2c，2 

k=3co/必石2c，2 
c ，=tanφ 

である4)>。ここで. coは粘着カ， φは摩祭角である。この解析では土の育重は無視して

いる。なお. ~車塑性剛性方程式としては式 (3.19)を用いており，要素の評価点は図- 3. 

2に示すように6点を用いた。図-3. 21には要素の分割を示した。図-3. 22には障翼

線角φ=0。の時の荷量と基礎の変位量の関係を示してある。この図より変位が1.Ocm付近か

ら曲線の勾配が水平に近くなりプラントルの理論値Po=10.283tonfに近づいて行 くことが

わかる。計算で得られた荷量は10.165tonfであるからプラトンの解よりも1.1%程度低目と

なっている。図-3. 23には荷量段階ごとの塑性域の広がりを示しであるが，領域は箆

性に達した点を結んで示した。塑性域は最初に基礎錦部に発生し. P/Po =0.587のとき

には逆アーチ型の帯状の塑性域となり，荷重が矯加するにつれて，信状の塑性滅は基礎底

面および外部に向かつて拡大して行く。このような，塑性減の拡がりの性状は小林の有限

要素法による解44>とも一致している。

次に，摩車庫角φ=30・のときの解析例を示す。荷重と基礎の変位の関係は図-3. 24に

示してある。変位が3. 5cm -6 .Ocm付近までの幽線の勾配がほとんど水平になっており，こ

のときの荷量を支持力と見なせば支持カはP=60.355tonfであるのでプラントルの理論解

P 0 =60.279tonfよりも0.13%高目となる。なお，変位置が. 6. Ocmを越えると荷重も徐々に

稽加しているが，これは，数値計算上の誤差の蓄積が原因と思われる。塑性減の鉱がり状

況は図-3. 25に示した。塑性域は基礎緒部から発生し，これが，逆ア チ型の帯状(P

/PO =0.202の範囲)のm性域を形成することは. o =0。と同じ傾向である。塑性域の大き

さはP/Po=0.466で解析領減の最も下側の要索まで達しており，摩滋角が大きくなるに

-49 -

-
つれて要素分割を細かくし，解析領域も広くすることが必要であると思われる。

図-3. 2 1 基礎の支持力問題

P(tonf) 

5 

。

E =1 OOOkgf /cm2 

新要素(内部j ν=0.3 

図-3. 22 

c 0=0.1 kgf /cm2 

φ=00 

1.0 (cm) 
荷重と変位の関係

(要素内で塑性を評価する解析法)
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0.851 

0.989 

図-3. 23 塑性域の拡大状況

P (tonf) 

Prandtl 

50 

新要素(内部)

E=IOOOi<gf/cm? 

ν=0.3 

。
図-3. 24 

c 0=0.1 kgf /cm2 

φ=300 

5 (cm) 

荷重と変位の関係

(要素内で塑性を評価する解析法)
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(3 ) 

P/尽ニ0.446

0.245 

0‘203 

図 3. 25 塑性減の拡大状況

平板の一輪引張5車塑性解析

ひずみ硬化を考慮した弾塑性剛性方程式として，式(3.32)を示したが，精度確認のため，

平板の 軸引張解析を行った。図 ー3. 2 6には荷重一変位曲線を示したが弾性域および

塑性械において新要素は様理論解に一致していることがわかる。

(4 ) 円孔を有する長方形板の弾m性解析
等方硬化を示す材料の弾塑性解析例を示す。解析例は円孔を有する長方形がヨ|張力を受

ける問題で，図-3. 27に要素分割を示してある。この板の材料特性は， a y=24. 3kg 

/mm 2， E=7， OOOkg /1個人 v=0.2，H'/E=O.032，L=18mm， r=5四である。ここで示している計算例は

P.V.Marcalら同九 O.C.Zenkiwiczら46)多くの研究者による数値例が示されている。数値計
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の分布を示しているが，ほぽHowlandの待板の解 47)に一致していることがわかる。図-3. 

29に荷監を士曽加させたときの U潔の分布を示す。同図には矢川らの有限要素解析 48)の結

果(L=20皿，その他の条件は同じ)も示してある。荷重の小さいときは両者とも大休一致して

いる。しかし，荷重が増加するにつれて，応力分布の差は大きくなる。図-3. 29で荷

亘段階④の時は P=114.9kgfであるが.a xの合力を図より求めると矢川らの結果は 104.2

kgf.新要紫は115.4kgfとなり新要紫はカの釣合が大体成立していることがわかる。

盟性主主の状況を図-3. 30に示してあるが. O.C.Zenkiwiczらの結果と同様な傾向を示

した。

縛理詰

新要素

/ 一一一ー一-H'-E/10 
一一ーーー“-E.I1o。
ー---H'・E/1000

5ト / 

特ゆゆ1:P， O 
-tO 

E-2XlO' V -0.3 0，.=3.0 
(XlO-') 

。 1.0 20 3.0 
占

図 3. 26 ひずみ硬化材料俸の弾塑性解析

X 

図-3， 27 円孔を有する長方形板の弾塑性解析
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4.0 

0 新要穣

ーー一実験
一一ー- Howlandの都板の解

2.0 

、。¥
。
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 V/(2r) 

図-3， 28  Y舶上の a，の分布(弾性)

σx (kgf/mm2) 

30 

20 

10 

0 
0.5 

ーーーー矢川
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P=20mr 
p 

① 69.8 (k9f) 
② 85.0 

③ 100.0 
@ 114.9 

1.0 
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図-3， 29 Y軸上の a，の分布の変化(弾墾性)
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3. 4 まとめ

2σ同10，
① 0.5069 

② 0.5869 

③ 0.6863 

③ 0.7791 

⑤ 0.8798 

⑥ 0引 88

② 1.0078 

③ 1.0“。

図 3. 3 0 ~盟性繊の鉱大状況

渡辺らに よっ て提案された平面問題解析周のハイ プ リッドストレ ス要素は極限解析用の

要素としては精度の高い要素であるが，変位および要素内の応力については精度が低下す

る。 3章では渡辺ら によ って提案されたハイ ブ リツ ドストレス要素を改善する目的で，新

しい要索を提案した。新 しい要素を用いた弾性解析解は要素内部の応力の精度も高いので，

要素内部で箆性を考慮する方法についても新たに検討 した。得られた結論を述べるとつぎ

のようにな る。

1 )渡辺らに よっ て提案されたハイプリ ツ ドストレス要素より，さらに変位および要素

内応力の精度が高い新しい二次元ハイブリ ツ ドストレス要素を提案した。新しい要

素は要素内の応力パラメータが 12個，要素境界当たりの変位パラメータが4個で，

その特徴は，自由度として要素境界の回転角と要素境界に平行なひずみを含んでい

る。このために，集中モ ーメン トを受ける構造，はり要紫と平面要素でモデル化し

た構造物の解析にとくに有効であると思われる。

2 )数値計算例として， 片持はりに輸カ，せん断力および集中モ ーメントが作用する閑
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題を示した。数値計算結果によれば， 新 しい要素は変位，要紫内の応力および要素

筑界のひずみについて良好な精度を示した。

3 )新しい要紫の鍾限解析への適用例と して， ポンチの押込み問題とVノッチを有する

事事板の引iJI解析の例を示 したが，極限荷量は渡辺・ 川井のハイブリ ツ ドストレス婆

紫や剛体パネモデルと同じ結果を示すことがわかった。すなわち，最大耐力におい

ては両者の差はないのである。

4 )新しい要素を用いた弾m.佐野j位方程式として要察内訴だけで塑性を表す方法の検討

を行った。m.性を考慮する方法としては. ~盟性条件式をラグランジェの未定乗数法

でハイブリッド型コンプリメンタリエネルギーの原理に導入する方法を用いた。こ

のとき，ラグランジェの朱定乗数l主要素内の箆性評価点ごとに隊散的に仮定した。

この方法で得られた弾塑性剛性方程式を用いて，半無限地盤上の基礎の支持力問題，

円孔を有する長方形緩の引掻強度解析の問題に適用したところ，荷量が稽加する領

減から最大耐力まで良好な数値解析精度が得られることが検証された。

本章で示した平函問題解析周のハイブリッドストレス要素は要望韓境界だけで盟性を表す

ことも，また，要紫内だけで塑牲を表すことも可能である。この二種類の解析方法の内，

どの解析方法が有利かは一概には云えない。すなわち，第 1重量で述べたように破緩が小数

のひびわれやすべり線によって破媛する場合は要素境界で破媛を表す方法も用いればよい，

また，多数のひびわれやすべり線によって磁擁する場合は平均的に扱い，要素内でm.性を

表す方法を用いれば良い。しかし，一般的にはどの方法を用いるかは経験が必要である。

多結晶体，構造物と土，断層やジョイントを有する岩盤の有限解析は通常，平面要素と

ジョイント要索でモデル化される。このような問題を新要索を用いて解く場合は，要素境

界と要紫内で同時に塑性を考慮しなければならない。このとき，ジョイント要素に対応す

る部分が新要素では要索筑界に対応する。新要素はこのような問題に対しても適用可能と

思われるが，この点については今後の研究課題としたい。また，著者は要素内で非線形弾

性応力一ひずみ関係式を仮定し要素境界ですべり破措置や引張破緩を考慮した鉄筋コンクリ

ート構造物の破緩解析の例題を参考文献 83)に示してある。これらの解析結果は，要素

内で非線形事単位応力一ひずみ関係式を考慮することの重要性を示しており，この解析方法

を発展させることも今後の課短としたい。
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第 4章 コンクリートのひずみ軟化解析に資するハイブリツド型酸飲モデルの開発

4. 1 はじめに

コンクリートが引張破媛を起こすときは，ひびわれ先端に磁媛過程領域 10)ができ，この

領域では応力が引張強度に達した後でひずみの増加に伴って応力の減少が起こるといわれ

ている。このような引張破緩によるひずみ軟化を有限要素解析に取り入れる方法として，

非回復性のひずみを一本の仮想ひずみで表す方法，すなわち，仮忽ひびわれモデル 17)があ

る。仮怨ひびわれモデルでは図-4. 1に示すようなひびわれ面に垂直な応力 :σnとひび

われ幅 :Wの引張軟化の構成式を用いている。一般によく用いられているのが図に示して

あるこ直線モデルである。引slH直線によるひずみ軟化を考慮して構造物の耐力を求めるた
めには，有限要素法または筑界要察法を用いてひぴわれ面で引張軟化構成式を満たすよう

に解を求める必要がある。このとき，ひびわれ面に縛要素を用いる方法 1B)とひびわれ函の

関口変位と結合力関の様性方程式にもとづく応力法 1引がある。棒要素を用いる方法は要索

筑界に長さが理事の要索を入れるために変位の自由度が増加し，全体剛性行列の大きさの培

加する。このため，あらかじめ，ひびわれの発生が予想される要素焼界のみに絡要察を配

置する方法が用いられる。携性方程式を用いる方法も同様に，あらかじめ，ひびわれの発

生が予想できる場合のみ有効である。しかし，任意の荷量や任意の形状の鉄筋コンクリ ー

ト構造に応用するときはひびわれの発生を予想することは困難である。このために，本意

では，図-4. 2に示すようにひびわれの発生が要素限界のみに限定されているが，どの

要素境界でも任意にひびわれの導入が可能な計算手法を，ハイブリ ツ ド型離散化モデルの

延長として提案する 49305030

平面問題解析用のハイブリッドストレス要素を用いて，塑性条件式が要素境界に垂直な

応力とせん断応力の関数のときの弾塑性剛性方程式は2章に示した。仮想ひびわれモデル

を用いるときのひずみ軟化とは，降伏曲面がひびわれ幅の士宮加に伴って縮小すると考える

ことができる。したがって，塑性条件式の中に応力のみならず，ひびわれ幅も入ってくる。

このために，m_性条件式をハイプ Uツド型コンブリメンタリエネルギーの原理にラグラン

ジュの未定乗数法を用いて導入するときに，ひぴわれ幅と ラグランジユの未定乗数の関係

を明らかにする必要がある。そこで，本章では，最初に，ハイブリッド型 Hel!inger-

Reissnerの変分原理を用いてひぴわれ幅とラグランジユの未定乗数との関係を明らかにし
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た。つぎに，この関係式を用いて，ひずみ軟化を考慮した弾塑性剛性方程式を導く方法を

示した。

数値計算例としては，六郷らの CT試験体の実験 51)，Arrea & Ingraffea20)による，切

欠きを有するはりのせん断試験をシミュレートし，本宣言で示している解析手法の精度の検

討を行った。

σn 
fl ~ 

$1十........__

一一Wl W2 

図-4. 1 引張軟化曲線(二直線モデル)

4. 2 ひずみ軟化を考慮した変分原理

ハイブリッド型コンプリメンタリエネルギ ーの

原理において要素境界積分を，要素境界に設定さ

れた局所座標系n-sを用いて変換し， 1個の要

素について示せば2章 3節で示したように次式の

ように表される。

-I1CR= f fv~ (σ日)dxdy-fðV~U ση+v τ. ，) d5 

+fh(UZ+VE二)dS

Y 

図
CRACK 

X 

図 4. 2 局所座標系

τ間=Co-C，σn・τ同

O. 

古田=-Co+C，σA

図-4. 3 li世話量曲面

(4.1) 

CT試験体の号!張破績においては， li陸猿面に作用するせん断応力の大きさは零であり，
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号lilI応力だけが作用する。このために，引張破話題後のひびわれ面では，号|張応力は号l張軟

化構成式を満たし，せん断応力はその大きさが零であればよい。しかし，ひぴわれ面にヨ|

張応カとせん断応力が作用しているときは，ひびわれ面のずれによりせん断応力が伝達さ

れるので，この点を考慮に入れて定式化しなければな らない。このために，ひびわれ面に

おける条件式を引張応力については式(4.2)，せん断応力については式(4.3)を仮定する。

Aσ-C.1:;，.W=O 

Aτn，-Cn，1:;，.Z=O 

(4.2) 

(4.3) 

ここで， C測は引張軟化幽線の勾配(負 )，1:;，.Wはひびわれ綴， C，u.はせん断剛性， 1:;，.Zは

ずれである。せん断破纏については，図-4. 3に示すように初期降伏面を仮定し，降伏

後はZ.Krozら52)と同様に，ずれの摺加と共に降伏薗が縮小すると仮定するLすなわち，降

伏後の条件式はつぎのようになる。

1:;，.τ日:i:C，/HJ伺 -C，/::"Z=O (4.4) 

ここで， C，は摩銭係数， C.はせん断軟化幽線の勾配(負)である。

式(4.2)，(4.3)， (4.4)を式(4.1)の変分原理に導入する方法について説明する。ラグラ

ンジユの未定乗数をAλ，1:;，.μ，/::"I.Iとし、式(4.2)，(4.3)， (4.4)をラグランジユの未定乗数

法で式(4.1)に導入すると務塑性剛性方程式を求めるための変分原理はつぎのようになる。

-AIIEE=-MICE+fk((M n-CRaw)ムλ+(1:;，.τ同 一 C..ムZ)ω)d5

+fst(Aτ日士C，/::，.σn-C./::"Z)/::"I.IdS (4.5) 

ここで Soは引張破績函， 5，はすべり破纏面を意味する。式(4.5)のラグランジュの未定

乗数の物理的な意味は 5c，S，上での停留条件式より求めることができる。すなわち，式

(2.15)、(2.16)を参考にすれば，
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l;W= l; λ • l;2=l;μ 

l;W=:tC，l;v. l;2=l;v 

5G上において

5，上において

(4.6) 

(4.7) 

となる。したがって，弾塑性剛性方程式を求めるための変分原理はつぎのようになる。

-l;山 =-ARCH+fk(Aλl;o.+l;μAτ日)d5 + Js，l;v (l;τM土C，l;o.)dS 
-tfJ代・+l;j.(2C..)d5 -tJs，l;V 2C.d5 間

4. 3 ひずみ軟化を考慮した弾m性剛性行列の誘導

平薗要素の孤塑性剛性行列を導くためには応力場、変位場，ラグランジユの未定乗数を仮

定する必要がある。ここでは， 3重量で示したように，応力場についてはパラメータが 12

個，要素筑界の変位UとVは式(4.9)のように，それぞれ線形の分布を仮定する。なお，こ

こから後の式は士宮分記号を省略して示す。

U=u，一θ，5 . V=v，-e，S (4.9) 

ここで， u，とv，I主要素境界の辺中央の節点 Eの変位， θtは要紫境界の回転角， εaは要

素境界に平行な方向のひずみ， 5は辺中央からの距離である。ラグランジュの未定乗数は

変位と同織に線形の分布を仮定する。これを，式(4.10)に示す。

λ=λ.，-λ..5.μ=μ 町 一 μ.，5.ν=vνEーνGiS (4.10) 

応力場とひずみ・応力関係式については， 2章で示したように，それぞれ次のように仮定

する。

{σ)=[B]{β} 

{e)=[C]{σ} 
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(4.11) 

(4.12) 

a・-

式(4.11)と式(4.12)を用いれば式(4.1)の第 1項の積分は次のようになる。

J JY~ (σ，，) dxdy={β)T[HJ{βl/2 (4.13) 

ここで，[H]= J.JBY[C][B]dxd y. {β}は式(4.4)の応力パラメ ータが 12の応力渇を

用いるので{β)={β1β2一一一 β'2)γ である。式(4.1)の第2項の積分は21誌で示したよう

に，全体座線系と局所座標系の応力の変換式および式(4.11)を用いれば次のようになる。

J. v~U σπ+V τ..)d5 ={β)T[C]{U) (4.14) 

式(4.1)の荷量項は{p} を荷量ベクトルとすればつぎのようになる。

Jh(UZ+VE77)dS={uiTiF) (4.15) 

式(4.8)の右辺第2項については式(4.10)，(4.11)および全体座標系と局所座標系の応力の

変換式を用いて

J
SG 
(λσπ+μτ..) d5={β)T[C，]{f .) (4.16) 

となる。図-4. 4のように，要素境界に 2箇所の引張破線が生じている場合を示せば，

(f.)={λMμ"λ...μ...λιμdλ 同 μ.2)となる。式(4.8)の右辺第 3項は，式(4.10)，

(4. 11)および応力の変換式を用いて

L¥τ日士C，σ.)νd5={β)T[C2]{f .) (4.17) 

となる。図-4. 4のように，要素境界に 1箇所のせん断破壇が生じている場合を示せば
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ここで，G，1=C.l31 

計算に便利なように，式(4.16)と式(4.17)を次のようにまとめる。

C，，=C. l ~，/ 1 2 である 。(f.)={1/.3ν.3 )となる。式(4.8)の右辺第4項については，式(4.10)より次のように求め

a
 

F
la 

3
 
G
 
[
 

7
 「

l
一2一
一s
 
.α
 
，. 
R
 
C
 

2
 μ
 
+
 
C
 

2
 
、人

c
 
s
 

r
E
l
d
 

-
一2

られる。

(4.21)) {β)T[C，]!r .)+{β)T[C，]{ fバ={β)T[Cつ!r)

ここで，

[C']=[[C，] [C2]] ，{r!T={{r.)!r・)}である。

(4.18) 

4の場合について示すと，ここで，図-4. 

[C3]の i行 j列をC"と定豊富すれば，

(4.21) 

式(4.18)と式(4.19)も同様にまとめと

{f .V[Cs]!r. )/2+!r .)T[C.](J .)/2=!r )T[ C"](J)/2 

2 
C" 0 0 0 0 0 0 0 
C"O 0 0 0 0 0 
G333U3131 
C.. 0 0 0 
Cee 0 0 
C77 0 
G田

sym 

[C3]= 

ここで， [C“]は

1
I
4
 
3
 
G

凶

行
い
じ
川
」

一一
]
 

窓

G
 

k 

ハイブリッドストレス要素4 

3 

図 -4. となる。ここで

による破濯の表現

C..=C ..l九/12，

C88=C ..l ~3/12 

C33二 C内 lお/12，

C77=Cn l ~3/ 1Z. 

C，，=Cn，l '2. 

Goo=C n. l23 

C，，=C.l'2. 

C，，=C.l23 である。したがって，式(4.8)に式(4.13)，(4.14)， (4.15)， (4.20)， (4.21)を代入すれば

次のようになる.

-n~.=lβÎ[H] 1 β)/2ー {β lr C ]l u)+ l u){F }
+(βF[C']{rJー!r)T[C"]{f)/2

4に示す三角形の節点 1と2および節点2と3の辺の長さである。式

(4.8)の右辺第 5項についても，式(4.10)を用いて次のように表される。

l 1'， l 23は図 -4. 

(4.22) 

(4.19) t fS，1/2C.d S=t1川 C.]{f
式(4.22)で{β)，lf)，{u)についての停留条件をもとめれば次式が得られる。

(4.23) 

(4.Z4) 

(4.25) 

(4.2.6) 

!r)=[CU]-'[C'Ylβ] 

{β)= ([H]+[C'][C"]-I[C'n -'[C]{u) 

[K..]{u)=IF) 

[K..]=[CY ([H]+[C'][C"l'[C']) -I[C] 

4の場合について示すと， fC.lの z行 j列を C"とすると，

[Gよ[2132J

ここで，図 -4. 
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ここで[K..]はひずみ軟化を考慮した弾盤性剛性行列である。

4. 4 複合モ ードE直線の条件式と引張軟化 53'

4. 4. 1 せん断破纏および引張破継の条件式

せん断破績や引張敬語盟の判定は要素境界の応力σ縄 .τ目を用いる。そのとき，せん断磁

調直に対しては図-4. 3のようにモール・クーロンの式を仮定する.51 ~量破績については要

紫筑界の応カσ"が号lill強度f‘に達したときを引E量破混とする。せん断破泡に対しては式

(4.27)または式(4.28)を用いた。

τ..=0.14f; -1.37σ" 

τ..=O.25f; -tan370a. 

(N/mm2) L i m5叫 (4.幻)

(N /mm2) (4.2.8) 

ここで.f "はコンクリートのー舶圧縮強度である。要素境界がせん断破線を起こした後

の条件式は式(4.4)を用いる。

4. 4. 2 複合モード破纏での引張軟化

複合モード磁纏での引張軟化の実験的研究は，純引張応力のみの引強軟化に関する研究

よりも非常に少ない。ここでは. Hassanzadeh55'によって行なわれた実験をもとに‘せん断

応力を考慮に入れた引張軟化解析法を説明する。 Hassanzadehが実験で用いた供試体は70

mm*70mmの正方形の断面でその高さは60mmである(図-4. 5)。供試体の高さの

1/2の位置に切欠きがあり. ~直線断面は 40皿 m *40m mとなっている。

本研究ではHassanzadehの行った実験の内，ひびわれ幅 :Wとずれ :Zの比 (tanα)が

一定の条件で行われた実験結果を参考にする。図-4. 6は引張力で破媛薗の応力が ftに

遣した後.tan α=:W/Zが一定になるようにせん断力を加えてE直線させたときの，ひびわ

れ面に垂直な応力とひぴわれ縞の関係を示した実験結果である。この図からは，垂直応力

・ひぴわれ幅関係におよ lますせん断応力の~響は，破線の初期(垂直応力が約 1.5MPa 付

近まで)では~響が小さく，その後は α が小さくなるにつれて、せん断応力の影響により，

引張応力の低下が急になることがわかる。
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図-4. 5 供試体

Nor内閣1str田 s(MPa) 

3.0 

2.0 

。

-3.0 

-4.0 
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0:6 0) 

Normal deformat ion (mm) 

図-4. 6 複合応力のもとでの垂直応力と

ひぴわれ幅の関係

On 

図-4. 7 51張軟化域での応力増分
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本研究では引張軟化曲線として図-4. 1に示すようなこ直線モデルを用いているため

に，せん断応力の彫響により引張応力が急に低下する現象はニ直線モデルの第二直線部分

(引強応力がS，から容の間)で考慮する。

解析では引張応カが j，から S，の聞ではひびわれ面での条件式として式(4.2)， (4.3)を

用い， C. =二直線モデルの第 一直線の勾配，C..= Gとする。 Gはせん断弾性係数である。

引強応力がS，から容では， C. =ニ直線モデルの第二直線の勾配，C.. = Gとする。しか

し，図-4. 7に示すようにせん断応力と垂直応力の比がABよりも大きいAEの場合は，

せん断応力の影響による霊芭応力の低下を考慮する。すなわち，応力指分の方向を AEか

らABの方向に変えることにする。なお， ABは直線AFに重なっており， F点lません断

書主緩の条件式{式(4.27)または式(4.28))とひびわれ縞一定経路でのせん断託験S引から得

られる直線OFの受点として求められる。応力士圏分の方向をAEから ABの方向に変えて

引張応カを低下させた理由は，号1!lI応力の低下が実験的に十分に明らかにされてないため

に，このような仮定を用いた。なお，用いる条件式は，式(4.4)で C，=tan8とする。

4. 4. 3 引張破話題により完全にひびわれが関口した時のせん断応力の伝達

完全に関口したひぴわれ面にせん断応力が作用すると，ひびわれ函にはせん断応力と同

時に圧縮応力が作用する。 Paulayらのひびわれ幅一定経路でのせん断試験 56)によれば.せ

ん断応力と圧縮応力の関係は，図-4. 7の直線OFで表される。同図の GF'ません断E世

話題の条件式であるが，ひぴわれ面でのせん断応力と圧縮応力の関係は常に直線GFを越え

ることはない。すなわち，ひぴわれ面ですべりが生じているときの応力は常に直線 OFと

HFに挟まれる領域の値をとる。このために，本研究では，図 -4. 7のC点のようにひ

びわれ面上でせん断応力が作用しているときは， C Dの方向に応力が培加すると仮定する。

このときに用いる条件式は，式(4.4)でC，= tan θとする。

4. 5 数値解析法

部材の耐力やひびわれの進展を知るためには，増分法が用いられる。増分法では各増分段

階で‘ひぴわれの生じている要素境界では軟化則を満たすように解を求めなければならない。

このために、増分法の一つである山田の方法 57) (R皿inともいう)を用いて軟化則を満たす

方法を示す。
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stepl 要素境界の破漉の状況に応じて[K .]や[K. p]を要素ごとに計算し全体剛性行

列 [K]をつくる。

step2 試験荷重をI:J.L 0とし.[K] {l:J.u，} = {I:J.Lo}を解く。

step3 I:J. u ，を用いて要素境界の平均応力企 σ 01，dT'n・aやひぴわれ編I:J.W，を求める

(企 σ n1， ll. T n・sは節点力を要紫境界の長さで審jったf直に等しい)。

step4 増分段階 i-lで引強強度に達した要素境界のひびわれ舗がI:J.W，>0であるかを確

認する。もしI:J.W，く O なら，試敏荷量I:J.L。を逆向きに作用させる。この時は，

新たに剛性方程式を解く必要はない。すなわち， .6.anl， 6.7:n.i， ll.Wt 

の符号を逆にすればよい。(この操作が必要な理由は，図-4. 8からわかるよう

に，引!lI強度に達した要紫境界のひびわれ幅がI:J.W，>0の時は号i張軟化則を満たし

ているが (AB)，I:J.W，く OならACで示されるように引強軟化則を満たしてない。

このために，引張軟化則を満たすためには試験荷重I:J.L 0を逆向きに作用させる。)

step5 応力増分l1ani，.d.Tnslは、その要素境界が破緩していなければ図-4. 9の

P，Q，や P2Q2で表される.要素境界がせん断E直線を起こしているなら応力増分は

図-4. 9のP3Q3で表される。要素境界が引張破鐘の状態にあるなら応力増分は

図-4. 10のP，Q，やP2Q2の鉛直成分で表される.そこで，応力増分を何倍すれ

ば破線幽面に達するか(例えば図-4. 9でP，R，/P，Q，)，引張軟化をおこし

ている境界面では応力増分を何倍すれば軟化の勾配が変わるか(例えば図ー

4. 10でP，R，/P，Q，)を各要素焼界面について比を求める。そして，これら

の内の最小の比を Rml nとする。

step6 増分段階 iでの全応力，全変位，全ひぴわれ幅はつぎのように求められる。

O'nl= O'nl-1+ Rminム0'01，T nsi= T nsl_l+Rrn1nsTnsl 

u ，= uぃ，+Rm'nl:J.u， ， W ，= W ，_， +Rm'nI:J.W ， 

すなわち，ひぴわれの進展を考慮した解析を行うためには， stepl-step6をくりかえし

計算すればよい.ここに示した計算 stepで完全弾塑性体の計算 stepと大きく異なる点は

step4である。つまり，引張軟化則を満たすためには，引強強度に達した要素境界は次の
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stepでひびわれが開くように仮想的に荷量を加える必要がある。なお，ここで説明した

解析法は荷重制御と変位制御の両方に使うことができる。

c 

W， W2 

図-4. 8 引張破題担直後の応力の経路

τ日
σn 

f， 

σn 

図 4. 9 初期磁場での Rmin 図-4. 10 引張軟化での Rmin 
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4. 6 ひずみ軟化材料の破線に関する数値解析と検証

4. 6. 1 CT試験体のひずみ軟化解析

本章で示した解析手法を図-4. 1 1に示すCT試験体のひずみ軟化解析に適用する。

このようなCT試験体の実験および有限要素解析は野村・和泉 '9勺六郷ら 51)によって行

われており，本手法の精度の確認のために良い例題である。六郷らの実験のコンクリ ート

はW/C=0.43，圧給強度は42.9MPaであり，ひずみ軟化の諸定数は表-4. 1に示す通り

である。表-4. 1のCT武験体のリガメントの長さは60岨， 30c血， 15cmの三種顛で，こ

れらを各々Large， Midium， Smallの試験体と称している。

要家の大きさが解に与える~響を調べるために，図- 4. 12と図 -4. 13に示すよ

うにリガメント上の要素分割を変えて解析した。

解析結果は図-4. 14と図-4. 15に荷重と関口変位 (COD)の関孫で示した。図

-4. 14はリガメント上の要紫分割が粗い場合の計算例で， Large， Midiu田. S皿all

の各試験体に対し同じ分割を用いているために，荷重段階ごとのひびわれ進展長さもそれ

ぞれ5cm.2.5cm， 1.2cmとなっている。このために，ひぴわれ進展長さの長い Large. 

Midium， S皿allの願に解の変動が激しくなっている。特にLargeの供試休の荷量変動は

激しいが数値計算は発散することなく安定した解を得ている。図-4. 15はリガメ ン ト

上の要素分割が細かい場合の計算例で， Large， Midium. Smallの各試験体とも実験値と

解析値との一致は良好である。

ひぴわれ面上で引張軟化構成式を満足しているか否かのチェックを各荷量段階ごとにお

こなったが，全て，十分満足していることがわかった。なお，このような例題として，図

-4.16 (a)にLarge試験体で要素分割が粗いときの計算例で. CODが0.7240mmのと

きの各ひぴわれ面上での応力とひぴわれ絹の関係を示してある。この図からひぴわれ面上

で引張軟化事構成式を満たしていることがわかる。図 4. 16 (b)にはLarge試験体で要

素分割が粗いときの計算例で，最初にひびわれが生じた点(C点に近い要素)の荷量段階

ごとの応力とひびおれ隔の関係を示しているが，いずれも引張軟化構成式を厳密に満足し

ていることがわかる。同様な例をS四all試験体で要素分管jが細かい場合を示したのが，図 -

4.16 (c). (d)である。 Small試験体でもひぴわれ面上で号|張軟化構成式を満たし

ていることがわかる。

図-4. 17にはCODが増加(破話題が進行)するにつれてリガメ ン ト上の応力分布が
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どのように変化するかを示した。図-

4. 1 7の (a)はLarge試験体の応力

分布の変化を示 している。同図で， ①

は初めてひぴわれが発生したときの応

力分布を示している。応力は切欠き先

雛で引~強度に一致し内部に行くにつ

れて，応カは急激に低下している。③

は媛大荷量時の応力分布を示している.

.大荷量時には，切欠き先緒の応力は

低下し引張軟化幽線の第二勾配の領減

に逮し，愚大応力は内部に進行してい

るo @から後は荷JIiが低下しひぴわれ

が進行するときの応力分布を示してい

る。ひぴわれが進行するにつれて，切

欠き付近は応力が低下し最大応力は内

官官に遂行することがわかる。

A 

c 

。

図 4.12 CT試験体の要素分割

(組分割)

図-4.11 CT試験体

表-4. 1 引張軟化幽線のデータ

l.arge P陸diu眼 s.all 

b (・・〉 邸lO.O 筑陥.0 150.0 

f t (kgf!.団2) 44.87 44.87 44.87 

s， (kgf!団2) 11.22 11.22 11.22 

w， (本10-3咽〉 2.76 2.$4 2.03 

W2  (*10-3c・〉 16.36 17.97 I 12.92 

。

図-4.13 CT試験体の要素分割

(細分割)
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図-4. 14 荷量と関口変位の関係(組分割)

P (K N ) 

25 

201 

15 

一-~馳催

。軒析値(Largc) 
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。町析値(S同 11)

図-4. 15 荷量と関口変位の関係(細分割)
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1 7 図 -4. ひびわれ面上の応力とひびわれ帽の関係
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4. 6. 2 両側切欠きを有する俸の直接引張試験

Reinhardtら58)は両側切欠きを有する長方形断面の俸の引強力による静的および繰り返

し荷量試験を行い，引張軟化構成別に関する研究を行っている。 Rots¥2lはReinhardtらの

引強力による静的鼠験をシミュレートし，荷量一変位曲線の最大荷重後の低下域に現れる

こぶ(bunp)が非対称な引張破線によることを明らかにし，詳しい考察を加えている。こ

こでは， Rotsの解析例の内，対称なヨI~長破線について本章で示した解析方法で解析し比較

する。前に述べたように増分法として，山田の方法を用いるときは変位制御，荷量制御の

両手法が使えるので，ここで両手法の比較を行う。なお， Rotsはアイソパラメトリック要

無を用い，ひぴわれは分布ひぴわれを仮定し増分法は snap-backが生じても解を得ること

のできる弧長法を用いている。

試験体は図-4. 18に示すように，断面は幅が60mm，厚さが50mm，長さは250皿皿の長方

形断面の縛である。棒の中央には幅5阻m，深さ 5mmの切欠きが両側についている。コンクリ

ートのヤング係数は E=18000N/園田2，ポアソン比は ν=0.2，引張強度は ft=3.4N/lllm2，破

線エネルギーはGf=59.3J/m2，引張軟化はニ直線モデルで ft/3の所に折れ幽がりがあ

る。なお，この解析ではひびわれ面でのせん断応力は零であるので，せん断に関する材料

特性は省略する。図-4. 18のAから Eはエクステンソメータで，その長さは35血血であ

る。

Rotsの解析では，試験体の全体を要素分割しているが，ここでは対称な引張E世話題につい

て比較するので，図-4. 1 9に示すように 1/4のみ要素分割を行い解析に用いた。境

界条件は下端(切欠きの中央)の鉛直方向の変位と右嬬(棒の中心線)の水平変位を拘束

し，上儲からは変位制御で引張力を加えている。図-4. 20には，平均応力 a(輸力を

切欠き位置での織の断面積で割る)と線全体の{申び Ot.otの関係を示した。本解析法による

結果は丸印で示してあるように， Rotsの解に一致する。次に， ~直線の状況を簡単に説明す

る。破線は量初に切欠き先端に起こり，その後，中心部に向かつて進行していく。最大荷

量 σ=2.9179N/園田2が作用しているときは，ひびわれ先繍は切欠き先緒から 15回目である。最

大荷重に達した後はa= 2.9093N/田がのときにsnap-backが起こり，ひぴわれ面の応力は最

終的に引張軟化曲線の折れ幽がりの位置まで低下する。その後，変位の増加と共に応力が

低下する。

図 4. 2 1には平均応力とエクステンソメータの伸びδの関係を示した。ここでも，

本章で示した解析法による結果は丸印で示してあるが， Rotsの解に一致することがわかる。

ー 74-

~ーーー

図-4. 2 0， 4. 2-1は変位制御で解析した結果を示してあるが，同じ問題を荷量制

御で解析し比較したところ，荷量制御で計算した結果は変位制御で計算した結果に一致し

た。たとえば，荷量制御で得られた最大荷重はa= 2.9179N/mm2，このときの線全体の{申ぴ

は6tot=0.03557血血である。 snap-backが生じているときは図-4. 20からわかるように

O tot. は減少するが，このとき‘荷量制御によって得られた最小の値はδtot=0.02064mm‘σ

=1.1287N/mm2である。これらの値はすべて変位制御から得られる催と一致する.このように、

両者が一致するのは切欠き都と餓荷婦が離れているために.重2荷織にー織な変位を与えた場

合でも餓荷婦の応力がほぼー織になるためである。このように増分法として.山田の方法

を用いるときはsnap-backが起こるような問題に対しも変位制御，荷量制御の両手法が使え

ることがわかる。

』志ザ吋

(unit=mm) 

図-4. 18 直接引張試験

屯

no~ch 

図-4. 1 9 要素分割(1/4図)
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4. 6. 3 片側切欠きを有するはりのせん断試験

解析対象は図-4. 22に示すように，切欠きを有するはりのせん断鼠験で、Arrea& 

Ingraffea20)によって実験および解析的研究が行われた.Rots'2)も閉じ問題を分布ひびわ

れモデルと隊散ひぴわれモデルを用いて解析しているので、 Rotsの解との比較も行う.コン

クリートの材料特性は E= 24800N/mm2.ν=  0.18. f <= 2.8N/mm 2
• G ，= 100N/皿、引掻

軟化はニ直線モデルを用いた.せん断軟化の彫響は小さいと考えられるので. C.= 0.001と

する。実験では図-4. 22に示すように，鉄製のはりを通してコンクリートはりに荷量

を加えているが，ここでは. Rotsと同じようにA点と B点にそれぞれ 0.13FおよびFの

創合で荷量制御で計算した。実験によれば，図-4. 22に示すように切欠き都と議荷点

Bを結ぶひびわれによって磁績がおこるので，裏書韓分割はこのひびわれパターンを含むよ

うに分割した。要索分割は図-4. 23に示す。解析結果は図-4. 24に，荷量Fとク

ラック肩口すベり(C M S D : crack田outhsliding displace皿ent)の関係で表した。本

解析手法による計算は，せん断破布置に対しては式(4.27).(4.28)の 2式を用いて計算を行

った。計算結果は最大荷重および荷重低下域で実験結果に大略一致している。解析結果は

図-4. 24から明らかなように CM S D =0. 07mm付近で急激な破線 (snapback)が生じ

ている.実験でも CMSDが約0.12凹より大きい場合は測定結果が示されてないが、これは，

急激な破犠が生じて測定不可能になったものと思われる。
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図 4. 2 1 平均応力とエヲステンソメヲの伸びの関係
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図-4. 22 片側切欠きを有するはりのせん断試験
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図-4. 23 要素分割
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図-4. 24 荷量と CMSDの関係
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4. 6. 4 制力とせん断力を受ける無筋コ ンク リー ト柱の破措置

複合磁援の解析例として次に示すのは，富井ら 59>の翰カとせん断力を受ける無筋コ ンク

リー ト柱の破績のシミュレーシヨンの例である。富井らは実験変数として‘制力比 N/N。

(N:作用納カ J N 0:中心圧縮耐カ)，往の長さとせいの比 h/D (h:柱の長さ， D: 

柱のせい}およびコンクリ ト強度をとって，かなりの数の実験を行った。

ここでは，柱の断面が b*D (b=D=10cm)で長さが h= 20cmの試験体，軸カ比が

0.2， 0.4， 0.6の実験を解析する。なお， No=bDfc'でf" はコンクリートのー制圧

縮強度である。 fc' はN/No=0.2の時 330kgf/cm
2，N /N 0= 0.4の時 348kgf/cm2，N 

/N  0= 0.6の時351kgf/cm2となっている。

実験に使用している骨材の最大寸法は20mm，W/C=57%となっているので，破措置エネ

ルギGパま三橋ら60>の実験結果より 140N/mとする。引張軟化幽線は六郷らが提案したこ直

線モデルを用いた。実験における餓荷方法は，最初に制力 Noを加えて，次1こ，図 -4. 2 

5に示すように柱錨官官の回転を拘束しながらせん断力を加える方法で行っている。解析に

用いる要素分割は図-4. 26に示す。

解析結果は図-4. 27にQ/bDfc'と部材角 Rの関係で示した。図中のE直線は富井

らによる実験結果でanalysislとanalysis2

はそれぞれ‘せん断磁趨の条件式として式

(4.27 )および式(4.28)を用いたときの解析

結果である。せん断破漉の条件式として式

(4.27 )と式(4.28)を用いたときに，解析結

果に差があるが，いずれも実験結果に大略

一致している。図-4. 28は最大荷量時

のひびわれを示した。図中の破線はせん断

破擁を示し，実線はせん断以外を示してい

る。なお，実線は大部分が引張破緩である。

輸力比が 0.2の時は柱の端部に引張ひびわ

れが生じて磁複するが，輸力比が 0.4，0.6 

と大きくなるにつれて，柱に斜めひびわれ

が顕著に現れるようになり，紬力比によっ

て破綴の形態が変わることがわかる。
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図-4. 28 最大荷重時のひびわれ(Analysis 2) 

図-4. 26 要素分割

4. 7 まとめ

"YNo司.4 円九=0.6

引張力下でのひずみ軟化の研究は近年，活発に行われるようになった。しかし，複合モ

ード破線での号|張軟化の実験的研究は，純引張応力のみの引張軟化に関する研究に比較し

て非常に少ない。本研究ではHassanzadehによって行なわれた実験をもとに、せん断応カを

考慮に入れた引張軟化解析法を示した。今後，実験デ タが増え，引張軟化領域での力学

特性がより明らかになれば，本章で示した解析方法の改良も必要になると思われる。今回

得られた結論を述べるとつぎのようになる。

1 )仮想ひびわれモデルを仮定したときの引張軟化構成式を直接にハイプリッド型コンブ

リメンタリエネルギーの原理に導入する方法を示し，これより務塑性剛性方程式を導

く方法を示した。

2 )引強軟化を解析するための増分法のアルゴリズムを提案した。提祭した方法はsnap

-backが生じても安定して解を求めることができる。

3 )提案した解析手法を六郷らによって行われた CT試験体の実験のシミュレ ーションに

適用した。要素の大きさが解に与える影響を調べるために，リガメント上の要紫分割
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図-4. 27 せん断力と部材角の関係
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を変えた解析を行った。解は要素分割が粗いほど変動が激しくなったが，発散するこ

となく安定した解を得ている。また，実験値と解析値との一致は良好であった。 ひび

われ面上でひずみ軟化則を満足しているか否かのチェックを各荷量段階ごとで行った

が，すべて.十分満足していることがわかった。

4)提案した解析手法を両側切欠きを有する長方形断面の棒の引強力による際的被緩の関

題に適用した。この問題に対して. Rotsはアイソパラメトリック要素を用い，ひぴわ

れは分布ひびわれを仮定し，増分法は snap-backが生じても解を得ることのできる

弧長法を用いて解析している。本研究で示した解析法による結果とRotsの解は最大荷

量およびsnap-backが起こり，荷量が低下する領域でも一致する。

同じ問題を変位制御と荷E皇制御で解析し比較を行ったところ，両者は一致した.この

ように‘両者がー致するのは切欠き節と総荷織が舷れているために‘重t荷錨にー穏な変

位を与えた場合でも穏荷雛の応力がほぼ一様になるためである。

6 )複合磁調理の解析例として，切欠きを有するはりのせん断試験，制力とせん断力を受け

る無筋コンクリート柱のE直線のシミュレーションの例を示した。切欠きを有するはり

のせん断試験は媛大荷量および荷重低下域でも実験結果に大略一致した。制力とせん

断力を受ける無筋コンクリート柱の破線のシミュレーションでは，紬力比が 0.2の時

は柱の錨部に引猿ひびわれが生じて破緩するが，車自力比が 0.4.0.6と大きくなるにつ

れて，柱に斜めひぴわれが顕著に現れるようになり，翰力比によって破線のモードが

変わることが解析的に示された。
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第 5章 内圧を受けるコ ンク リー ト中空円筒の破趨挙動の解明

5. 1 はじめに

内圧を受ける中空円筒の破線問題に類似した問題は，しばしば，鉄筋コンクリ ー ト上の

問題として穏歯されてをた。たとえば. Tepfers2引は鉄筋コンクリ ー トにおける付着翻裂

強度を求めるのに，内圧を受ける円筒でモデル化し付着創裂強度を求めるための式を導い

ている。原因 27)は静的破砕剤を用いて，コンクリートを破纏するときの破織圧力の推定を

行うのに中空円筒の供低体を用いて実験を行っている。森川ら 26)は正方形断面柱の断面中

央に埋められた鉄筋の腐食膨張によるかぶりコンクリートのひびわれ発生荷量を求めるの

に，正方形断面に内接する厚肉円筒でモデル化している。

図-5. 1には原因が行った実験のE量級圧力を示している。同図の幽線¥1). (ll) 

は佐藤ら 69)が示した円筒の破緩条件式である。幽線(1 )は円筒内の平均応力が引張強度

に等しくなったときに破媛が起こると仮定して導かれた。幽線(II )は円筒内壁のヨ|強応

力が引張強度の1. 5倍になったときにE世話題が起こると仮定して導かれた。佐藤らは大理

石，鋳鉄，黒鉛を用いて実験を行っているが，実験の結果はほぼ幽線(1 ). (日)の間

にあることを示している。コンクリートについては原因 打》が100個程度の円筒供試体を用

いて実験を行っているが，同図

に示すように破壇圧力はほぼ曲

線(1 ). (II)の間にあるこ

とがわかる。

PU 磁緩圧力

ft コンクリートの

引張強度

k D/d 

昨

ニ14
¥ 
ヨ
0:: 

12 

10 

B 

2 

図 5. 1 円筒の破緩圧力(原因)
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図-5. 1で繍輸:k (円筒の外径と内径の比)の任意の値に対してE直線匡カが，かな

りの範囲にわったてばらつきが見られる。原因の実厳では，kが閉じであれば寸法(円筒

の内径または外径)が大きいほど破漉圧力は低下している。すなわち，寸法効果は磁媛圧

力のみかけのばらつきの原因の 1つとなっていると考えられる。ひびわれの進展状況も h

の値によって異なるという ことが報告されている。すなわち，k < 5では瞬時にひびわれが

貫通するが，k > 5ではひびわれが進展しながら破纏が生じる 27)0 このような問題を明ら

かにするためには厚肉円筒の5単位理強解ではなく，ひぴわれ先錨での非線形を考慮した非

線形解析が不可欠であろう。

本章では内圧を受けるコンクリート中空円筒の磁鰻圧力の寸法効果，kの値によってひ

ぴわれの進展がどのように異なるかを明らかにするために，第 4倉で示した引張軟化を考

慮した解析方法を適用する 70)・71)。

5. 2 内圧を受ける中~円筒の破媛圧力および破線性状

佐藤らによると，ぜい性材料の中空円筒が内圧を受けて被援するとき，破話題圧力は図-

5. 1の直線(1 ) ，曲線(II )の間にあり，延性の~響が大きいときは( 1 )にぜい性

の~響が大きいときは( II )に漸

近するするといわれる.直線(1 ) 

は図 -5. 2に示すように，内圧

を受ける厚肉円筒の円周引張応力

の平均値σ，がコンクリ トの引

張強度j，に達したときに破漉する

といういわゆる平均応力説である。

図-5. 2に示す内庄 p，と t-t 

断面での鉛直方向のカの釣合より

次式が得られる。

P ， d= σ • (D-d) 

/' 10"'" 一1. _τ./...2 ¥ 
Id '"勺..... ~ ¥ -
12~ 1 I t一寸一-→寸.τ!........l.以lU...ft...t

(5.1 ) 

図-5. 2 内部圧力を受ける

厚肉円筒

σeが引張強度に達 したときの圧力を P.とすると，式(5.1)より次式が得られる。
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P民/σ 盆=k-l (k=D/d) (5.2) 

すなわち，式(5.2)が直線(1 )である。この式は円筒が薄肉断面または断面が完全孤m牲
になったときの破線条件式を表す式でもある。幽線(II )は内圧を受ける厚肉円筒の内側

の円周号151応力の1. 5倍がコンクリ ートの号|張強度 j，に遣したときに破話題するという佐

麟らが示した磁纏条件式である。厚肉円筒の事単位理論 72)によれば円周内側の円周ヨ151応力

(1.は次式のようになる。

σ.=p， (d2+D2) / (D2-d2) (5.3) 

ここで， li量級圧力をP.，破緩圧力が作用しているときの円周号l張応力はσ;=1.5j，である

から，式(5.3)より次式が得られる。

P‘/σι= (3/2) (k2-!) / (k2+1) (5.4) 

式(5.4)が図-5. 1の幽線(II )である。

図-5. 1は原因 27)がコンクリートの中空円筒を用いて円筒の破漉圧力を求めた結果で

ある。破媛圧力は佐藤らが示した条件式(1 )と(II )の間にあるが，kの任意の値に対

し破媛圧力が，かなりの範囲にわたってばらつきが見られる。

原因の行った門筒の破漉実験の内，静的破砕i¥lJを用いた場合の破擁モードの多くは図-

5. 3に示すように， 3方向に割れ，それぞれ120度を形成する破話題モ ー ドとなるといわれ

る。藤井73)はスリットのついた円柱試験体に埋め込められた異形鉄筋の引き銭き試験を行

っている。この時の供試体の破漉は，鉄筋とスリットによりあらかじめ設けられたノッチ

先織を結ぶ面で2-3片に分割される嘗H型破犠である(供試体のモデルを図ー 5.4に示す)。

このように，一般に円筒が内圧を受ける場合は2-3本の主ひびわれによって破犠するとい

える。すなわち，円筒の破線圧力を求めるときは，円筒内に生じるひびわれはー織に生じ

るのではなく. 2-3本の主ひびわれによって破壊すると考えるのが妥当であろう。

原因の実験によれば，ひぴわれの進展のしかたは.kの値によって巽なるということが

-85 -
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示されている。すなわち，kく 5では瞬時にひびわれが貫通するが，k > 5ではひびわれが

進展しなが ら破織が生 じる。

slit 

図-5. 3 鯵的破砕剤による円筒の破鍍 図-5. 4 鉄筋の引き銭き紙験(藤井)

5. 3 解析条件

5. 3. 1 材料特性

原因は静的破砕剤を用い

て，コンクリ ー トを破砕す

るときの破砕圧力の推定を

行うのに中空円筒の供試体

を用いて，実験および解析

表-5. 1引張軟化幽線のデータ(六郷)

k{gM「f/Pc叩a)ま
fl 
k(gMfS/P四，a) 三
G， E 

k(gMf/P団a)主
kgf/佃 2 C， C2 kgf/cm' ν 

438.3 4(ιι847 ) 1(11..Z12 ) 11.84 0.77 4.9 
31C略80 0.2 

(4.2.95) 

3(8335..36)3(03-.6O0)1〈01..200) 10.20 0.42 ι8 
お3020 0.2 

的研究を行っている。円筒供試体の材料は，普通コンクリートの場合，圧縮強度が305kgf

/cm2-456kgf/cm2，モルタルの場合は382kgf/cm2-490kgf/cm2，高強度コンクリ ー トの場

合は616kgf/cm2となっている。原因の実験では破鐘エネルギーを求めてないので，六郷ら

..> が CT試験体のヨI~量破纏実験より求めた材料特性の内，圧縮強度が438.3kgf/cm 2 (42. 

95HPa)と363.3kgf/cm2(35.6MPa)の普通コンクリ ー トを解析に用いる。材料の引張軟化

特性は表ー5. 1に示す。なお，軟化幽線のW" W2は表ー5. 1の値より W，=c，G，/

f" W2=C2G，/f，と して求められる。同表にはヤング係数 Eとポアソン比 νを示して

あるが、Eは日本建築学会の鉄筋コンクリート構造計算基準の式

E=2.1 * 105 (T /2.3)仁川f，/200)ロ 5
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より')'= 2.3， f，はコ ンクリートの圧縮強度を代入して求めた。

5. 3. 2 破趨モード

原因の行った円筒の

破線実験の内，静的破

砕剤を用いた場合のE量

級モードは多くは3方向

に創れ，1201宣を形成す

る磁泡モードとなると

いわれる。藤井はスリ

ットのついた円柱紙験

⑦④勢多⑧
図-5. 5 円筒のひびわれパタ ーン

体に埋め込められた異形鉄筋の引き銭き試験を行っている。この時の供試体の破緩は， 2-

3片に分割される嘗j裂破砲である。このように， 一般に円筒が内圧を受ける場合は2-3本の

主ひぴわれによって磁緩するといえる。 本章では主ひぴわれの発生数と破趨圧力の関係

を調べるために，図-5. 5に示すように円筒に生じる主ひびわれ数を2，3， 32本と仮定

し解析を行った。ひびわれ本数32の意味は円筒に多数のひびわれが一様に生じたときの破

媛圧力を求めるためのものである。解析ではひびわれの発生位置が指定されたところのみ，

引強軟化則を満たしており，指定された位置以外では，たとえ，円周応力が51張強度を越

えても破擦は認めない。しかし，主ひぴわれ間の円周応力による微細なひびわれも発生す

ると恩われるので，主ひぴわれが3本の場合は図ー5.5に示すように，主ひぴわれ聞に3

本のひびわれを仮定し微細ひぴわれの影響を考慮した解析も行った。

5. 3. 3 円筒の寸法および要素分割

解析に用いた円筒の寸法は2グループに分ける事が出来る。

Aグループ d =3.2cm， 4.8c血

k =3.33， 6.25， 12.5 

Bグルプ d = 0.6cm， 1.0cm， 1.9c皿， 2.9 c皿， 4.1 c皿，5.1 c皿

k =3.33， 6.25， 12.5 
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Aグループは主ひびわれの発生数とE直線内圧の関係，主ひぴわれ聞の微細ひぴわれの影

響，寸法効果の問題を解明することを目的とする。

Bグル プは寸法効果をより詳しく解明することを目的とし，さらに， 破綾圧力と円筒の

膨張の関係すなわち破徳性状も明かにすることを目的とする。

第4章で述べた新しい離散化モデルによる解析は対称性を利用して行う。図ー 5. 6に

は主ひびわれが，それぞれムム 32本発生しているときの要素分割を示しであるが，同図

でABは主ひびわれ函. CDは創れたコンクリート片の中心線である。たとえば，主ひび

われが3本発生している揚合はABDCに固まれる節分だけを用いた。

解折では円筒の内径，外径とも種々の物を用いている。このために，図-5. 6に示す

聖書集分割図を鉱大または縮小して解析に用いている。

平面要素を用いる有限要素解析では平面応力問題または平面ひずみの問題と仮定して解

析を行うが，特に断らない限り，本章で示す解析例は平面応力関短として解析する。なお，

平面応力関短を仮定したときの破漉挙動と平面ひずみ問題を仮定したときの破媛挙動の差

は5. 4. 6で比較検討を行う。

。 d-
o B 

B CA 

図-5. 6 円筒の要素分割
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5. 4 挙動の解明

5. 4. 1 主ひびわれ本数と破緩圧力

円筒に生じるひぴわれの数，般若置圧力および円筒内の号|張応力の関係を見るために，コ

ンクリートの引強強度は ft = 44 . 87kgf/cm 2 • 円筒の内径 d を 3.2cm.4.8c皿とし，円筒の外

径 (D) と内径 (d)の比k=D/dを3.33. 6.25， 12.5の3種頬，主ひびわれの数Nは2，

3， 32本とする解析を行った。著者の解析した結果は図-5. 7に示すように，佐藤らが示

した円筒のE直線条件式の幽線(1 )， (II)の間にあることがわかる。図 5. 7から次

の点が明かである。円筒の外径と内径の比kの士宮加と共に破語圏内圧も増加する。仮定した

主ひぴわれの数が繕えるにつれて破趨圧力も士宮加する。すなわち，ひぴわれ数が2本と3本

を比較すると，ひぴわれ数2本の場合が k= 3.33で約7%，k = 6.25で約13%，k=12.5で

約17%も高自となっている。

図-5. 8にはひびわれ面上の円周応力の代表的な例として k= 6.25でN= 3の場合を示

した。①は円筒の内量置がちょうど引掻強度に達したときの応力分布，⑤はE直線圧力が作用

しているときの応力分布である。この図は円筒内部の圧力Pが増加するにつれて，内壁か

ら徐々に号l張軟化を起こしながらひびわれが進行し，破緩圧力が作用しているときは，円

筒内壁付近のひびわれ面上の応力は引張軟化曲線の第二勾配まで遣することを示している。

図-5. 9には磁話題圧力が作用しているときのひびわれ面上の円周応力の分布を示した。

同図で円筒の内径dは4.8c皿，kは3.33，6.25， 12.5， Nは2，3， 32となっている。図-5. 

9 (a)から (c) までを見ると大きな特徴がわかる。すなわち，主ひびわれの数が32本

の場合はひびわれが生じてもひびわれ数2，3本に比べて応力の低下が極めて小さい。前に

述べたように，実験によるとひぴわれの発生数は2または3本であるから，ひびわれの発生

数を32本と仮定すること，すなわち，円筒に多数のひびわれが一様に生じる仮定するのは

適切でないことがわかる。ひぴわれ発生数を2または3本と仮定するとき，両者の破捜圧力

時の応力分布は図ー 5.9(a)， (b)， (c)に示すように多少の差はあるものの，

ひぴわれ発生数32本に比較すれば両者の差は小さい。

89 



---

80 
σ6(匂f/cm')
50 

N;2 N;3 

...10 
¥ 
コ
。ー

国

ロ

N-32 

8 
20 

10 

6 tn PU/ft =k-1 k=3.33 

A 2.4 (a) 
7.992 
(cm) 

4 晶

o σ6 (kgfJcrnl) 

50 

2 

A
a
o
 3 k'-1 
(][) Pu/ft = t-k可干

-5 -- 10 k (D/d) 

図ー 5. 7 破擁圧力と主ひぴわれ数の関係

2.4 
( b) 

15.0 
(cm) 

σ6 (kgf/.師、.')
50 

σ'8 (kgf/tm2) 

50 

図-5. 8 主ひぴわれ面上の引張応力分布

(C) 

図-5. 9 破趨圧力が作用しているときのひびわれ面上の

引張応力の分布
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5. 4. 2 主ひぴわれと微細ひぴわれを考慮したときの磁綬圧力

円筒が内部圧力を受けて破織するときは2または3本の主ひぴわれが発生するために，解

析では主ひぴわれのみを考慮し，その他の郡分では引強破措置を認めてなかった。しかし，

主ひぴわれ間の引張応力がコンクリートの引強強度より大きければ引強磁纏がおこるので，

図-5. 10 に示すように主ひびわれ聞に発生する微細ひぴわれの~響を検討しなければ

ならない。このために，図-5. 10に示すように，円筒に発生する主ひびわれを3本と仮

定しその聞に発生する微細なひびわれを各々3本のひびわれで表し，微細なひびわれの彫響

を検討する。ひぴわれ面上の号1m強度は主ひぴわれ面のほうが他の官官分よりも少し小さい

と仮定して解析する。

解析で用いるコンクリ ートは表-5. 1の号|張強度が44.87kgf/CIII2のコンクリートとす

る。円筒の内径dは3.2cm.外径Dは10.656cm.20.0cm. 40.0cmの3種類である。解析では

微細なひびわれ郵の引張強度は主ひぴわれ部の引張強度よりも 5%高自に仮定した。このた

めに，微細なひびわれ部の引張軟化幽線は主ひぴわれ部の ftよりも5%高目とし，軟化幽

線の折れ幽がり位置およびW2は主ひびわれ部の軟化幽線と同ーとする。

解析によって求めたE直線圧力を表ー 5. 2に示す。表ー 5. 2によれば主ひびわれのみを

仮定した場合と主ひぴわれ聞に微細ひぴわれを仮定した場合の差は小さいといえる(両者

の最大の差は1.6%)。

/ ~3 s~c . 
.l.r 、l' A-' 

図-5. 10 微細ひびわれを考慮した

ときのひびわれパターン

表-5. 2 微細ひびわれを有する

円筒の破線圧力

d/2=1.6cm .ft =44.87kgf/cm" 

D (cm) 10.656 20.0 40.0 

主ひび割れ 78.66 130.83 210.09 
3本

主ひび割れ
3本と 78.71 128. 75 206.70 
微細ひび割れ

山 it(kgf!cm")
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図-5. 1 1 圧力の増加によるひぴわれの進展状況 (D=20.0c皿)

つぎに，ひびわれ状況について述べる.表ー 5.2で示したものの中から代表的な例と

して外径20.0c皿の円筒のひびわれ状況を図-5. 1 1に示した。図-5. 1 1で圧力 p=

50.46kgf/cm2はひびわれが最初に発生したときの圧力である。 p= 90.41kgf/cm2は微細ひ

ぴわれがもっとも長く進展したときの圧力である。このときの微細ひぴわれの長さは 53で

2. 8mm. 52で2.5聞である。 P= 128. 75kgf/cm2は破線圧力が作用しているときを示す。こ

のとき，微細ひびわれ部は除荷の状態にある。 P= 123.52kgf/cm2は主ひびわれがさらに

伸びて圧力が低下している状況を示す。つぎに，ひびわれ面上の応力の変化について述べ

る。図ー 5. 12(a). (b). (c)は圧力が繕加するにつれて各ひびわれ面上の号l強応力

がどの様に変化するかを示した。横輸の1.6c皿は円筒の内壁を示し、 10.0c田は円筒の外壁の

位置である。①はひびわれが最初に発生したとき，⑤はE直線圧力時の引張応力の分布を示

す。主ひぴわれ面では図 -5. 12(a)に示すように，円筒の内壁から発生したひびわれ

は圧力の増加と共に円筒内節に進展する。このとき，引張応力は軟化幽線に沿って低下し

ていくことを示す。図 -5. 12(b)は図ー 5. 10に示しである微細ひびわれ面 52.図

-5. 12'( c )は微細ひびわれ面 53の引張応力の分布を示す。これらの図において，微細

ひびわれ面上の応力分布が，主ひぴわれ面上の応力分布とは大きく異なることがわかる。

すなわち，微細ひぴわれ面上では引張軟化を起こした後，除荷の状態になりながら引張応

力の低下が生じている。このような磁援の特徴は円筒の外径が10.656cm.40.0cmでもほと

んど同じであった。
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以上のことを簡単にまとめると，円筒の敬語盟のシミュレ ーシ ヨンで主ひびわれを3本仮定

し，さらに，主ひぴわれ聞に微細ひぴわれを仮定しても圧力が矯加するにつれて，微細ひ

ぴわれ郡では除荷の状態なる。このために，両者の破鐘圧力差は小さい。

原因や藤井の実験によれば，円筒が内圧を受ける場合は2-3本の主ひぴわれによって自主

緩することがわかっている。図ー 5. 7. 5. 9で示しているように主ひびわれが2本と3

本では破線圧力や応力分布に多少の差はあるが，これから後は3本の主ひびわれだけを仮定

して解析を行う。

5. 4. 3 引張軟化幽線と破題担圧力

円筒の破纏圧力P.1ま一位に，引張強度flで翻って無次元化して表示される。このよう

な表示をしたときに.引張軟化曲線の形状によって Pu/ftがどの程度変わるかを知るため

に，一つの解析例を用いて考察する。引強軟化幽線は図ー 5. 13に示す六郷らの実験結

果を用いる。円筒の内径は3.2c血と4.8cm.外径と内径の比たは3.33.6.25. 12.5の3種類で

ある。ひぴわれは主ひぴわれのみを3本と仮定して

解析した。解析結果は図-5. 14に示してある。 句fr.

Pu/f tはたが小さいときは引張軟化幽線による差

は小さいがたが大きくなるにつれて差は大きくなる

ことがわかる。 k=12.5. ftが30.60kgf/cm2と

44.87kgf/cm2の場合を比較すると，前者が高目とな

っている。すなわち，内径が3.2c皿で8.7%.4.8cm 

で11.5%ほど高目となっていることが

σ~(岬"'""1
<7.(同帥4】
501 8228i装

唱6
1.6 (b) (dl 

8223i器
わかる。 ft= 30.60kgf/c皿2のコンク

リートが高自になったのは，図-5. 

1 3に示すように ft=30.60kgf/c田2

の引掻軟化幽線のほうが緩やかにな

っているからだと恩われる。このよ

うに，寸法効果は単に円筒の大きさ

だけではなく，ヨi張軟化曲線の形状

によって左右されるのである。

S3 

10 

1.6 (cl 

図-5. 1 2 微細ひぴわれを考慮したときのひびわれ

面上の奇|張応力の分布
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① ft -30.回(I<gf/.回。l

② h・44.87陶f/m剖

6W{同o-"~l
図-5. 13 引張軟化幽線

81 

ミ6惟三重
(1) P./ft =k-1 

4 

V
4
7
A
 

主
2 

3 I♂-1 
【:n:)P./f I c .，HTアす

2 1<'+1 

5 10 
k (O/d) 

図-5. 14 引張軟化曲線の差による破措置圧力
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5. 4. 4 寸法効果

本節でいう，円筒の破坦圧力の寸法効果とは「外径と内径の比hが同じなら内径が大き

いものほど磁担圧力は小さくなる」ことを指し示している。原田は内径が3.2c皿と 4.8cmの

円筒供鼠体を用いて磁滋圧力を求めている。図ー 5. 15には原田の実験値と5. 4. 1 

および 5. 4. 3で求めた解析値を示した.同図でP32‘P..はそれぞれ内径が3.2cmと4.8

"の円筒の磁纏圧力を示す。解析結果は内径が3.2c皿の円筒より 4.8cmの円筒の破線圧力の

方が小さいことを示し (k = 12 . 5， f t = 44 . 8 7kg f / cm 2で約14%小さい)，原因の実験の傾

向とも一致する。なお，同図のP..=P3..Jl.5は原因が応力鉱大係数を用いて導いた式で

ある。

ここでは，円筒の破線圧力におよぽす寸法効果をさらに詳しく明らかにするために， f t 

= 44. 87kgf!C1l2，ひぴわれの本数を3本と仮定し円筒の寸法を種々に変えてE世話題圧力を求め

た。円筒の内径は0.6，1.0， 1.9， 2.9， 4.1， 5.1cm， k は3.33，6.25， 12.5として解析を

行った。解析結果は図-5. 16に示しであるが，円筒の内径が小さくなるにつれて，破

線圧力が大きくなることがわかる。このように，円筒の寸法が小さくなるにつれて破績圧

力が増加する理由は，円筒の寸法が小さいほどひぴわれの幅も小さいので，ひびわれ聞を

伝達される引m.'tカも大きくなるからである。佐藤ら 69>は大理石，鋳鉄，黒鉛を用いて円
筒の磁1&1圧力を求めているが，幽線(日)はぜい性材料である大理石の磁緩圧力を表し，

大理石よりも延性のある黒鉛は直線(1 )と幽線(II )の聞に，黒鉛よりもさらに延性の

ある鋳鉄は直線(1 )近くになるといわれる。すなわち，コンク リートのよ うなぜい性材

料の破緩圧力は常に直線(1 )よりも下側になければならない。解析によって得られた破

鐘圧力も図-5. 16に示すように，常に直線(1 )と曲線(II )の聞にあることがわか

る。図ー 5. 1 7はE直線圧力と円筒の内径の関係を示した図である。この図からはk=

3.33のときは寸法効果は小さいがhが大きくなるにつれて寸法効果が大きくなることがわ

かる。図-5. 18には破擁圧力が作用しているときのひびわれ面上の引張応力の分布を

示した.同図でAは円筒の内壁， Bは外壁を意味する。この図から明らかなことは，内径

(d)が小さくなるにつれて引張破線に伴う応力の低下が小さいことを示している。内径

が小さくなるにつれて引張応力の低下が小さいのは、内径が小さいほどひぴわれ幅も小さい

からである。また，k =3 .33とk=12.5を比較すると，円筒の内壁の引張応力は kの大きい

ほど低下も大きくなる。
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図-5. 19は圧力が増加するにつれて，ひびわれ線上の号l張応力 (a.)がどめように

変化するかを示した。これらの図で①は円筒内壁が最初に引強強度に達したときの応力分

布，⑤は圧力が最大のときの引張応力の分布，⑥は圧力が媛大値を超えて低下したときの

号|張応力の分布である。図中のAは円筒の内壁， Bは円筒の外壁を意味している。図-5. 

1 9 (a)は解析した円筒の中では最も肉厚が薄く内径の小さい供試体であるが，円筒の内壁

が引張強度に遣した後でも引強応力の低下が少ない。これは，円筒の寸法が小さいために

号I~量破泌が生じてもひぴわれ舗も小さい，この結果，引強軟化幽線から明らかなように，

ひぴわれ舗が小さいほど応力の低下も小さくなるからである。図-5. 19(f)は最も肉厚

が厚〈内径の大きい供試体である。この供試体は円筒の内壁が引張強度に達した後，急激

に引強応力の低下が起こっている。円筒の寸法が大きいために円筒内壁に引破援が生じた

ときにできるひぴわれ稲も大きい。このために，引張強度の低下も急激になる。
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>< 
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ι 
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/ ， 

ノ~y P48=暑

200 300 
P32(句川町，)

図-5. 15 円筒の内径32mmと48凹の破線圧力の比較
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unit(cm) 

図-5. 16 P ，/ f tとkの関係
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o k=3.33 

J:，. k=6.25 

Ok=12.5 

叫~一二
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2 3 4 6 d(αn) 

図-5. 17 P ，/ f tとdの関係
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d (cm) 

① 0.6 ③ 2.9 

② 1.0 ⑤ 4.1 

a. (k9/cm2) ③1.9 ⑥ 5.1 

H1ner 

a.(k9!Cm2 ) 

Inner 

k=3.33 

d(cm) 

① 0.6 ④ 2.9 

② 1.0 ⑤ 4.1 

③ 1.9 ⑥ 5.1 
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outer 

outer 

d (cm) 

① 0.6 ⑨ 2.9 

② 1.0 ⑤ 4.1 

σ.(k9!cm司③ 1.9 ⑥ 5.1

図-5. 18 Ii世話題圧力作用時のひびわれ面上の

引張応力の分布
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mner 

P (kgflcm2) 

①39.98 ④ 84.00 

②53.16 ⑤ 98.88 

③ 68.38 
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①50.35 ④100.10 
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③ 83.66 k=6. 25 
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P (kgfi町、2)
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d=5.1 

A B 
mner (d) outer 

P I kgf!cm2) 

① 62.65 ④154.66 

仇 Ikgf(cm2) 
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③ 126.20 k=12.5 
d=5.1 
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図 5. 1 9 圧力の増加によるひびわれ面上の引張応力の変化
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5. 4. 5 円筒の破線住状

図ー 5. 20には円筒の内圧Pを婚加させたときの内圧と内壁の平均変位の関係を示し

た。図 (a) はk=3.33.図(b) はk= 6.25. 図 (c) はk= 12.5であるから，各々の図

に示されている曲線は相似な円筒供試体の解析結果である。これらの図は寸法効果によっ

て磁擁圧力が変化すること以外に，破媛圧力を越えた後で圧力の低下の様子も円筒の大き

さによって変わることを示している。内径が大きいほど破趨圧力時の平均変位は大きいが，

圧力が低下する途中でsnap-backを生じており，急激な破1Ilが生じていることがわかる。

図一 5. 2 1には円筒の内径が2.9cmの時の内圧と内壁の平均変位またはひずみの関係を

示してある。なお，同図のひずみは内壁の平均変位から求めた。内径が一定で外径だけを

変化させているために，円筒の内壁に最初にひびわれが発生するときの圧力やひずみは3者

の聞では差は小さい。しかし. ~直線圧力が作用していると きの圧力やひずみは大きな差が

ある。原因の実験によればhく 5のときは，瞬時に破績が生じ. k > 5のときはひびわれが

進行しながらE世話置が起こるといわれている。今回の解析ではこのようなことは，明かでは

ないが，破措置時の内壁のひずみは k= 3.33で 476.μ 10 - 6 • k = 12.5で1798.れ 10-6であるこ

とから，たが大きいほど破滋は徐々に進行することが明かである。

5. 4. 6 平面応力または平面ひずみを仮定したときの破犠圧力

これまでの解析は平面応力問題を仮定したが，ここでは，平面応力と平面ひずみの仮定

の違いが破措置圧力にどのように彫響するか検討する。解析に用いた円筒は k=6.25.内径d

は0.6と5.1c皿の2つである。仮定した主ひびわれはこれまでと同じように3本であり， コン

クリ トの強度は圧縮強度が438.3kg f/ cm 2 • 引張強度が 44. 87 kg f! cm 2である。解析結果は

図-5. 22に，内圧と内壁の平均変位の関係で示し，破綴圧力の値と破擁圧力が作用し

ているときの平均変位を表-5. 3に示した。

変位については図ー 5. 22や表ー5. 3から明らかなように平面応力を仮定した方が

少し大きいが.liI!l媛圧力はほとんど一致しているといえる。
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図-5. 2 1 圧力の治加による円筒内壁の平均変位の変化
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図-5. 22 圧力の増加による円筒内壁の平均変位の変化
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図-5. 20 圧力の増加による円筒内壁の平均

変位の変化
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袋一 5. 3平面応力と平面ひずみの差による

高量級圧カおよび円筒内壁の平均変位

d (cm) Pu (kgf/c澗2) Ud (本1O-2c測〉

0.6 202.18 0.0325 
平面ひずみ

5. 1 113.57 0.1279 

0.6 200.97 0.04-65 
平面応力

5. 1 112.02 0.1819 

5. 5 まとめ

中空円筒が内部静水圧力によって破援するときの問題は，従来，厚肉円筒の弾性理論解

を用いて検討された。しかし，円筒の内部圧力は，円筒内壁からひぴわれが進行するにつ

れて増加するので，その最大値を求めるためには有限要素法を用いた増分解析法が必要で

ある。本章では第 3重量で示した平面要素を用いて，号l張軟化を考慮した解析方法を円筒の

破植に適用した。E車線圧力のばらつきの要因は種々あるが，ここでは要因として，主ひぴ

われの数，引強軟化幽線の形状，円筒の寸法を想定した解析を行い，併せて，挙動の解明

を試みたのである。得られた結論を述べるとつぎのようになる。

1 )円筒に発生する主ひぴわれを2，3， 32本と仮定した解析を行った。主ひびわれの数が
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32本の場合はひびわれが生じてもひぴわれ数2，3本に比べて応力の低下が極めて小さ

い。実験によると，ひびわれの発生数は2または3本であるから，ひぴわれの発生数を

32本と仮定すること，すなわち，円筒に多数のひびわれが一様に生じる仮定するのは

適切でないことがわかる。ひびわれ発生数を2または3本と仮定するとき，両者の破鰻

圧力時の応力分布は多少の差はあるもののほぼ同じ傾向を示している。すなわち円筒

の外径と内径の比kが増えるにつれて円筒内壁の応力の低下が激し く，特に k= 12.5 

のときは円筒内壁付近のひびわれ面上の応力がヨ|張軟化曲線の第二勾配まで達してい

る。なお，磁纏圧力はひびわれの数が2本と3本では3本の方が大きい。

2 )円筒の破線のシミュレーシヨンで主ひぴわれを3本と仮定し，さらに，主ひびわれ聞に

微細ひぴわれを仮定しても圧力が士宮加するにつれて，微細ひぴわれ部では除荷の状態

なる。このために，微細ひぴわれが被援圧力に及ぼす~響は小さい。原因の実験によ

れば，務的破砕剤を用いた場合の破趨モ ドは多くは， 3方向に創れ， 1201実を形成す

る磁績モ ー ドとなるといわれる。従って，静的破砕弗jを用いた場合の円筒の破継の問

題は， 3本の主ひびわれだけを仮定して解析を行えば良 <，実質的に，それ以前に導入

されたひびわれは全体系に対して~響を及ぼさないことがわかった。

3 )引張軟化曲線の形状そのものの変動はE直線圧力の変動に有為な~饗を及ぼす。

4 )円筒のE直線圧力に及ぼす寸法効果を明らかにするために，ひびわれの本数を3本と仮定

し円筒の寸法を種々と変えて破媛圧力を求めた。円筒の内径は0.6，1.0， 1.9， 2.9， 

4.1， 5.1 cm，円筒の外径と内径の比たは3.33，6.25， 12.5として解析を行った。

kが一定の場合は，円筒の内径が小さくなるにつれて，liII!緩圧力が大きくなることが

わかった。このように，円筒の寸法が小さくなるにつれて破媛圧力が増加する理由は，

円筒の寸法が小さいほど，ひぴわれの舗も小さく，ひぴわれ聞を伝達される引張応力

も大きくなるからである。

5 )原因の実験によれば hく 5のときは瞬時に破績が生じ，k > 5のときはひびわれが進行

しながら破漉が起こると報告されている。今回の解析ではこのようなことは，明かで

はないが，図 5. 2 1に示すように破援時の内壁のひずみはた=3.33で476.5*10-6，

k = 12.5で1798.れ10-・であることから，kが大きいほど破滋は徐々に進行することが

明確となった。

6 )内圧を受ける円筒の破援を解析するとき，平面応力と平面ひずみの仮定の違いが破線

圧力にどのように影響するか検討した。仮定した主ひびわれは3本として解析した結果
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は，変位は平面応力を仮定した方が少し大きいが，直量級圧力はほとんど一致した。

7 )本諭文では破題担圧力のばらつきに及ぼす要因として，主ひびわれの数，引強軟化幽線

の形状，円筒の寸法(内径はO.6cmから5.1cm，外径は2cm:から63.75c皿)を想定した解

析を行った。解析した条件のもとでは，主ひびわれの数(2本と 3本)や引張軟化曲

線の形状によるE世話題圧力のばらつきは円筒の大きさによるぱらつきよりも小さい。ま

た，このばらつきはいずれの場合も，円筒の外径と内径の比たが増加するにつれて~

響が大き くなる。見かけ上，ぱらつきの大きいと思われていた，この種の無筋コン

クリートの磁極酎カの実験データは，寸法効果を考慮に入れて，実験の盤濯や実験式

の誘導を行うことにより，より精度の高い実験式が得られると思われる。
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第6章 一次元要素を用いた簡易ひずみ軟化解析主主

6. 1 はじめに

有限要素法でコンクリートのひびわれを解析する際，平面要素を用いて引張軟化の解析

を行う方法は厳密であるが，計算コストがかかるという問題点がある。はり官官材が幽げや

帥カを受ける場合は，平面要素の代わりにトラス要素やはり 婆紫のような一元要素を用い

ることができれば，計算コストや入力データの作成の大きな軽減になる。そこで，本意で

はトラス要素やはり要素のような一次元要素を用いて，コ ンクリートの号|張軟化を考慮し

た解析を行う方法を述べる 61)・ 62)。

4章ではハイブリッド型コンプリメンタリエネルギーの原理から引張軟化を考慮した平

面要素の郷塑性剛性行列を導いた。このために，本意では最初に， 4章で示した変分原理

を用いてトラス要素の弾箆性同日性行列を導く。その次に， トラス要素の弾箆性剛性行列を

応用して，はり要素の弾塑性剛性行列を導く

方法を示す。解析例としては切欠きを有する

コンクリートはりの直接引張試験，コンクリ

ートはりの幽げ試験の解析例を示し解析方法

の妥当性を検討した。

6. 2 弾塑性剛性行列の誘導

6. 2. 1 トラス要素の弾塑性剛性行列

v， 

LUMLL 
①②  

図 6. 1 トラス要素

41誌で示した変分原理の式 (4.8)は平面問題に関する式であるがせん断応力 τ日 に関する

項を省略することでトラス要素の変分原理を次のように導く事ができる。

-t!.ITeH=-t!.ITCH+ f t!. λ t!. a.dS- ~ r t!. λ 2 Cn dS (6.1) 
J sc; L. J Sc 

一山 =ff..B(ω リ )dxdrJH，，ALla山
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図ー 6. 1に示す俸の断面積を一定とし，制力のみ作用すると仮定する。座標輸は同図

に示すようにx舶を棒の図心軸にとる。このとき，局所座標系のn輸はx納と平行になり，

局所座標系で定義したUもX軸に平行となる。したがって，応力はσxだけであり，変位

Uは節点 1の U，と節点2の U2だけとなる。

応力士曇を σ.=o.β ，断面積をA，要素の長さを L，ヤング率を E，応力とひずみの関係

をo.o.=o.e.Eとすると。式(6.2)のコンプリメンタリエネルギ一関数の積分は次のように

なる。

J Jv.B (O.OI;) dxd y= J L.to.σAEzdxdE=i(AL/E)M2 

この式より [H]=[AL/E]となる。式(6.2)の要素境界積分は図 ー6. 1の郷点変位

U I. U2 を用いて

fov0UO.σ円 dS=-O.u，o.βA+O.u2O.βAニ Aβ[-A A]{o.u) 

であるから， [C] =A [ー1 1 ] となる。

式(6.1)の右辺第 1項の積分は Io.λムCηdS=O.λo.sAであるから，これより [CX]=[A]
J SG 

が得られる。

式(6.1)の右辺第 2項の積分は -+ r o.λ2ends=-hλ2[C.A]であるから，これより
L.. J S， 白

[C"] == [C同A]が得られる。

これらの[H].[C]， [C']， [C"]を式(4.26)に代入することで弾塑性剛性行列式[k..]が得

られる。

[ん ]==琵剖-:-:! (6.3) 

さらに，これ らの式を式 (4.24)に代入することでラグランジユの未定乗数，すなわち，ひ
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ぴわれ幅が得られる。

o.r==E (C.L+E)・(o.U2- O. u，) (6.4) 

式(4.23)からは応力が得られる。

Aσx=EL/ (LL+E)・(o. U 2- O. U ， ) (6.5) 

図-6. 1で節点 1を固定し節点2に外力F二が作用しているとき，号1m軟化領域での変

位と外力の関係は式(6.5)より

O.U2==主止土互五
ζ EC.A 

(6.6) 

が得られる。この式は図ー 6. 2に示すように婆繁内にCπのパネを有するトラス要素の変

位と閉じである。したがって，引渡軟化構成式をラグランジユの未定乗数法でハイブリツ

ド型コンブリメンタリエネルギーの原理に導入することの物理的な意味はトラス要素にお

いては，要素内にパネを掃入すること同じである。

式(6.5)の応力と変位の関係式はハイブリッド型コンプリメンタリエネルギーの原理を用

いなくてもCarpinteri63)が示した式からも導くことができる。すなわち，俸に引張軟化が

生じているとき棒全体の伸びを 8，全ひびわれ幅Wが図ー 6. 3に示すように OからWcの

間にあるとする。このとき，俸の伸びは，ひびわれの生じてない弾性体の部分の{申びとひ

ぴわれ部分の{申びの和であるから，次式のように表すことができる。

Cn 

EUl  ~仁二J- U2
①②  

図-6. 2 型車塑性トラス要素

σ 
fl k 

'------"--w  
Wc 

図 6. 3 引張軟化幽線(一直線モデル)
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0=σL/E+Wc (1-σ/!‘) (6. 7) 

この式でC旬=-!，/Wcであるから，絡の伸び

の増分lloと応力の増分IIσ の関係を求めると

IIσ=ECn/ (C.L+E) . llo (6.8) 

σ 
ft↑ 汗J五五

一
一l"E: ¥ 
ν ‘εvεuε 

図-6. 4 分布ひびわれの

引張軟化モデル

となる。式(6.8)で1l{J=(llu2-11u，) であるので，式(6.5)と式(6.8)は一致する。

式(6.3)の弾銀位陣j性行列は郡材座標系で示してあるので，全体座標系で表すためには座

禄変換行列[T)を用いて，次式のように変換する必要がある。

[K ..)=[TY[k ..)[T] (6.9) 

引張軟化構成式として応力とひぴわれ帽の関係ではなく，図-6. 4に示すように応力

とひずみの関係で表す場合がある。このために，両者を換算するための関係式を求める必

要がある。本研究では，次のように求めた。図ー 6. 1で節点 1を固定し節点2に強制変

位を与えたときの引援軟化時の応力漕分は，引張軟化構成式が応力とひびわれ椙の関係で

与えられるときは， 式(6.5)から次のように求められる。

lldx=ECn/ (CnL+E) llu2 (6.10) 

また，引張軟化則が応力とひずみの関係で与えられるときは次のようになる。

Aσ=e (EK) = (EK/L) .llu2 (6.11) 

式(6.10).(6.11)より次式が得られる。

Cn=κ/(1-，，)・(E/L) (6.12) 

なお，引張軟化のときは κは負となる。
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6. 2. 2 はり要素の弾盟性剛性行列

X 

T 
ひぴわれ庖

本研究では，はり要素の弾盟性剛性行列

を導くのに，鉄筋コンクリ ー トの分野でよ

く用いられている方法，すなわち，一本の

はりを高さ方向に分割して計算する方法を

用いた。図ー 6. 5に示すように，はりの

舶方向にX座標，高さ方向にY座標. XY  

面に垂直に Z座標を仮定する。はり要素の

ポテンシャルエネルギーの原理は Ucをひ

ずみエネルギー， Vを外力によるポテンシ

ヤルエネルギーとすると次式のように表す

こと古宝できる。

図ー6. 5 はり要素の座標系

口=Uc+v (6.13) 

Uc=ピff(，+ι山のdz (6附
ここで.nは要素の数，ι はX輸に垂直な

面に作用する鉛直応力，ふはX方向のひず

Y 

日(--} -i明 x
M.8. L M j的

O.V， oJvJ 

図-6. 6 はり要員ミ

z寸占
h ←→ 

みである。外力は，はり要素の節点のみに作用していると仮定すれば Vは図 6. 6に示

してある節点変位や外力を用いて次のように表すことができる。

v= {U}' {F} 

{U}'= {u， V，θa 

{F}'= {N， Q， M， 

Um Vm θm} 

Nm Qm Mm} 

(6.15) 

ここで. mは節点数である。平函保持の仮定をすれば exは次のように表される。

δuδ2V 
.-一一一+一一τy8x . 8y ι 

(6.16) 
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ここで， U， VはそれぞれX方向とY方向の変位である。式(6.16)を式(6.141に代入する

と，ひずみエネルギーは 1個の要索については次のように表される。

u寸 fffvE(告+去をyr d.xdy dz (6.17) 

式(6.17)の変位 U. Vは次式のように uは一次式， υは三次式を仮定する。

u=β.UI+β2U2 

υ=αlVI+α2θ，+α3v，+a.e. 

β3β2.α1. U2.α3. a4は次式に示す。

r X 
β，=1-τ-β，=τ 

日 1-3(~ r+ 2(~ r a2斗(~)- 2 ( ~ r+(~n ' L

ω(~r- 2 (~r 仇=- (-( ~ )二ur].L 

式(6.18a，b)を式(6.17)に代入すると

u.=~ iiγ 【 iu，~β1 白 u ， δβ2 ・ θ2R1=一一 II I /<.1 一一一一一+ 一一一一一十v，ーァ :-y 2 J.よJv-¥--'dx -dx iJx< 
円、2

(6.18a.bl 

(6.19 1 
d'a， d<α3 (干， ¥ 一v..... <! Y+V3て-"':;"-y+v.寺ニ古::_y1 dxdydz dxζ --dx<- iJx<-， 

となる。式(6.19)をマトリックス表示すると次のようになる。

u寸(川ん]{u I (6.20) 
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{uIT=(u， v， e， U2 V2 θ2) 

kll k12 kl3 klA kl5 kl6 

k22 k23 k.. k25 k20 

[K ..J = I 
k33 k34 k35 k30 

k4A k45 k46 

k，. k 50 
sym. k66 

ここで.[K..]は型車塑性剛性行列である。本研究では図ー 6. 5に示すようにひびわれ層

を考慮しているので，弾塑性剛性行列の中の各係数の積分は層ごとに計算を行う。はり要

素のE車塑性剛性行列[K..]を具体的に示すと次のようになる。

k"引 ;?r出 fp出 E. 
L 

k"引 ;?)(Z)dxfp y出=
工( δβ~)(ぬ~)d.x {E y dA = ~. k13= 一3一一x一 δx?ヨ d.xlEydA =ーLァd 

k，.引;?)(;?)批{Eω E. 
L 

k，，= f(211223)d.x fAE山=0 

k ，.= f (ご)(CJ)d.x{E y出
E. 

L 

k22= f (会rむ {Ey2dA
12Ec 

L3 

k23= f(会)(劇作山=ー苧
k割引委主)(会)似たyω=0 
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k25= f(会)(劇作 y2dA-一平三
回=山手)(劇作山=ー苧

k33= f(会r似たm =15三
k34=山手)(会)むかy出=ぞ

k30= f(副会)叫y2dA=苧

k30= f(会)(会)吋EM=2F
k..イ(:2)"山lEdA =ぞ

い=f(会)(会)吋E山=0 
k..e=引委)(吾川Ey出 =守

k50引金)"dxlEy2 12L 

u 

k50= f(会)(会)吋Ey2dA -与三
koe= fJ会r吋E刊 二千

なお， k"=k，， ， L=要素の長さ，dA=dydz ， 

E.=f~ dA， E.=f~Y dA， L=f~y2出

である。

-....--

k"の係数の中に E..E.. E.のようにヤング係数Eの断面積分があるが，これらを具体

的に示せば次のようになる。

Ee=bLEj4y、 EFbSEjyjdy、 Ec=bEEJMUE (6.21) 
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ここで，b =はりの幅， l =暦数，はりの高さをHとすると ，LJy=H/l ， 

y，=}層の p座棟である。E，は次のf置を用いる。

E単位状態 EJ=E (コンクリートのヤング係数)

号1!lI軟化 EJ=C.，EL/ (E+C川 L) (応力が引強軟化幽線の第 1勾配:Cnlの時)

EJ=C.2EL/ (E+C.2L) (応力が引張軟化曲線の第 2勾配:C.2の時)

完全型車塑性の場合は降伏した層の剛性E，をE，=Oとする。

6. 3 オフセヲトビーム婆紫04>

コンクリートのE直線エネルギーの試験方法として， RILEMでは切欠きはり(図-6. 7) 

の3点幽げ試験から破話題エネルギーを求めている。切欠きはりでは切欠き節分と切欠きの

ない部分では図心の位置が遭う。このために，はり要素で切欠きを有するはりの幽げ試厳

をシミュレーシヨンするときは図心のずれを考慮した解析が必要である。

図-6. 8に示すように図心での節点変位を UI，Vl.θ1・U2・V2.θ2とし，図心からん厳

れた点の変位を U山 V10， 810・U20，V 20.820とすれば，平面保持の仮定より

UIO=Ul+D)'θ1・U20=u2+Dy82 

V 10=υ1・V20= V 2 

θ10=81θ20=θ2 

図-6. 7 コンクリートはりの幽げ試験

ー 115-

VlO 

8， 
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V2。

。U2
2 

図心

図-6. 8 オフセットピ ム要素
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平面三角形要索で解析するときに比べればより経済的である。
の関係が成り立つ。式 (6.22)をマトリックス表示すると

1 0 
ーー-cornelissen 
。presenl
(Irianglar element) 

A present 
(Iruss elemenl) 

刊
日
同
川
〕
耐

0
.

円
。
N

(

刷

E
E
¥
Z
)
b

。

[T] (u) 

となる。図心がずれているときの型車塑性剛性行列を [k:.]とすると

u， 

v， 

θ』

U2 

υ2 

θ2 

n
u
n
u
n
U
 o D， 

o 。

n
u
n
U
円

U

n
u
n
u
n
u
 

y
 
D

n

u
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。
。
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。
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u
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u
n
u
n
u
n
u
 

u，ロ

V'O 

θ。。

U20 

V20 

θ20 

(6.23) [k~ . ]=[ア ]T [k..] [T] 

008δ(mm) 

平均応力とかJ.T'j')メ-Ijの{申びの関係

0.06 0.04 0.02 。

(トラス要素による解)

9 図-6. となる。

一次元要紫を用いて引張軟化の解析を行うときの増分法のアルゴリズムは4章 5節で示

6. 4. 2 骨組構造の解析(2部材の場合)

Runessonら23>はポテンシャルエネルギーの原理を用いて，地分法の各増分段階で繰り返し

計算で解を求める方法で引張軟化を示す材料の解析例を示している。ここでは， Runesson 

した stepに準じて行えばよいが，一次元要素の具体的な増分法のアルゴリズムは参考文

献 61 )に示してある。

トラス婆索による数値計算結果による検証4 6. 

らが示した 2部材で構成された骨組の引張軟化解析をトラス要索を用いて解析し比較して

みる。解析対象は図ー 6. 10に示すような骨組構造である。境界条件は節点AとDの鉛

直変位と水平変位が拘束されており，節点Cの鉛直方向には強制変位V2が作用している。

1 両側切欠きを有する棒の直接引張試験4. 6. 

Cornelissenら65>の両側切欠きを有する長方形断面の棒の引張力による実験のシミュレー

4に示すように，軟化減の応力とひずみの関係が一直線モデルで与えションをトラス要素を用いて行う。 引張軟化は図 6. 

られており， /(=-0.233，号I~量破緩が生じるときのひずみは ε Yである。このために，式コンクリートのヤング係数はE= 39270N/mm2，ポアソン比は ν=0.2，引張強度は f，=

である。トラス要素で解析すときは，同図に示すようにACとCDの2要紫で解析した。

解析結果は，鉛直変位V2と水平変位Uiの関係で図ー 6.

比較すると，部材AB部分が引張強度に達する a点は一致しているが，

V2=U2=3.742eyLに対しRunessonらは、それよりも，少し大きい値となっている。図-

6. 1 1の線bcは部材ACが破漉したあとの側体変位を意味しているの七， V2=U2と

1 0のAB部分のみ(6.12)を用いて Cnを求めた。なお，号!張軟化の生じる場所は図-6. 3.2N/園田2、破滋エネルギーはG，=103 .1J/皿2である.引張軟化幽線としては六郷らが提案した

二直線モデル (f，/4の所に折れ幽がりがある)を用いる。

1 1に示す。 Runessonらの解と1 9において切欠き部とそれ以外の部分トラス要素を用いて解析するときは，図-4. 

b点は著者の解が9には，平均応力 σ(軸力を切欠き位置での棒の断面積での2要素に分割した。図-6. 

割る)とエクステンソメ ータの伸びδの関係を示した。トラス要素による解は実験値と最

大荷量および最大荷重後の荷量低下領域においても大略一致する。トラス要素による，こ

の計算例は剛性方程式の未知数が2で，増分の回数もわずか 3回で手計算で求めている。 なる必要があるが，著者の解はこの条件を満たしている。
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C 

図一 6. 13の(C)には κ=

-5.0の解析結果を示してある

が，破話量販序は/(=ー1.0と同じ

なので反力 Pと変位U3の関係は

大略同じである，/(= -5.0がκ=

-1. 0と異なるところはA点から

B点に移るところである。すなわ

ち，困図の解はA点から B'点ま

で荷量は急激に低下するが，線

AB'上では引張破泡を起こして

いる鶴材@は引張軟化構成式を満

たしてない。これに対して，著者

の解は引強軟化が生じる時には，

つねに引張軟化構成式を満すよう

に解を求めているために (4. 5 

節で示した増分法の step4で示し

たように，軟化則を満たすために

o.W の正のチェヅクを行い変位

増分の向きを決めている。)，線

ABのようにsnap-backが生じて

。

図-6. 10 骨組の引張軟化解析(2部材) 図一 6. 11 V2-U2の関係

6. 4. 3 骨組構造の解析(5部材の場合)

図-6. 12に示す骨組の引張軟化解析の例を示す。この解析例は園田 24)が全ポテンシ

ヤルエネルギー士宮分関数の最小化問題を非線形計画法の手法を用いて解析している。引張

軟化は図ー 6. 4に示すように応力とひずみの関係で表されており， κはー1.0，-2.0， 

-5.0の3ケースである.引張強度は:f，= 1.0，引張破媛が生じるときのひずみは ey=

1. 0，ヤング係数はE=1.断面積はA= 1，境界条件は図-6. 12に示すように，節点 1

と節点4の鉛直変位と水平変位は拘束されており，節点3には強制変位U3が加えられてい

る.解析結果は節点3に作用する反力Pと変位U3の関係で、図ー 6. 13に示した。図ー 6.

1 3の (a)はκ= ー1.0の結果を示してあるが，実線はトラス要素による解，丸印は園

田による解である。同図において A点は部材④が引張強度に達したときの荷量，線ABは

部材④の号|張軟化の状態を示している。 B点は部材④の応力がすべて解放された状態を示

す。 B点までは園田による解と著者の解とほぼ一致している。しかし，増分の回数が両者

の解析方法で大きな差がある。著者の解析方法はRm1n法を用いているためにわずか 2回の

糟分でB点が求められるのに対し，園田の解析方法では 10回以上の増分を必要としてい

る。線BDは郎材④を取り除いたトラスの弾性挙動を意味し， D点は節材①と都材③が同

時に引張強度に達する時の荷重である。

図-6. 13の (b) には/(=ー2.0 の解析結果を示してあるが κ= ー1.0 とほぼ

同じ結果なので説明は省略する。

いる。

① 

図-6. 1 2 骨組の引張軟化解析

( 5部材)
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6. 5 はり要紫による数値計算結果によ る検証

6. 5. 1 両側切欠きを有する棒の直接引強試験

Cornelissennの直後引張試験のシミ ユレ ションは計算例6. 3. 1でトラス要素によ

る例があるが， ここでも. t1察したはり要素の精度を確認するために直接号|強試験のシミ

ュレ ーシ ヨンを示す。要紫分劃は図-6. 14に示すように 5分割し，各要繁は50層に

分割している。筑界条件は下錨Aの変位を拘束し上錨Bに号|張力を加えた。 この時，引強

磁砲が切欠き先儲から進行させるために上鑓に微小な水平カ(号l張力の1/1000)を加えた。

解析結果は図ー 6. 15に平均応力とエクステンソメータの伸びの関係で示してあるが，

両者の一致は良好である。

ー--cornelissen 

B よ;- I ー-Present
E 、E、口• 
:z:M 

口、

勺~
(unit=mm) 

A 

図-6. 14 直接引張試験体の要素分割
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6. 15 

0.02 0.04 0.06 0.08" δ(mm) 

平均応力とか1テンソメ-9の伸び

の関係(はり要素による解)

6. 5. 2 コンクリー 卜はりの曲げ解析での最適な要素の長さについて

本研究で提案 して いるは り要素によって引張軟化解析をする方法は計算例 6. 4. 1で

示したようにひびわれ面の応力が比般的一様な場合はひびわれを含む要素の長さが短 くて

も解の精度は良好である。 しかし，これから後に示すように，幽げひびわれのようにひび

われ面で応力勾配が大きいときは，要素の長さが長 くなるにつれて解が低めになる。この

ために，要素の長さをどのように取るかは軍要な間短となる。 これまでの研究によれば無

筋コンクリ トはりの破様モーメントを平面三角形要素で求めた値は十分精度が高いこと

がわかっているので。本研究では無筋コンクリ ー トはりのE直線モ ーメントを三角形要素で

求め， つぎに，要素の長さをいろいろ変えてはり婆繁で破綴モーメント求め，三角形要素

による破緩モーメントとはり婆紫による解が一致する要素の長さを最適な長さとした。

最適な要素の長さを求めるために，三角形要素による破措置モ ーメントは，単純支持され

中央に集中荷重を受ける無筋コンクリートはりの破担解析から求めた。解析は対称牲を利

用して行った。この時の要素分割を図 -6. 16に示す。はり要素による破鐘モーメント

は，図-6. 1 7に示すように対称 2点戴荷のはりから求めた。ただし，ひびわれははり

中央の A点のみに生じるとする。はり要素で解析するときも対称性を利用して解析を行っ

た，この時の要紫分割は図 6. 1 7の右半分を用いているが，その要素数は3である。

問図で斜線を入れた要素はひびわれの発生する要素である。なお，はり要素は高さ方向

( y納)にも 100層の分割を行っている。はり要素の最適な要素長さを求めるために，

ひぴわれの発生する要察長さ (L)は，はり高の1/20から2倍までの範囲で変化させた。

コンクリートの材料特性は E= 30000N/mm 2 • f t = 3. 33N/mm2 • G f = 124N/m .引強軟

化曲線は六郷らの提案したこ直線モデルを用いた。はり 高 (H) とスパンの比は常に 10で

あり，はり高は50皿四. 100mm. 200mm. 400皿m.600mmの5ケ ス，はり幅はいずれも 50mmであ

る。 解析結果は図ー 6. 18に示してあるが，同図で縦軸ははり要素による破媛モ ーメ

ント M，と三角形要素による破纏モ ーメント M2の比，横軸ははりの高さと要素の長さの比

である。なお，破纏モーメントは三角形要素では長重大荷重 *スパ ン/4.はり要素では最大

荷量*スパン/6で求めた値である。

図-6. 18からいえることは，はり高さが 50mmから 400mmでは要素の長さをはり 高さ

の1/2程度，はり高が600皿mの時は要素の長さをはり高さの1/3程度に取れば良いことがわか

る。この結果は一種類のコ ンクリ ー トに対して得られた結論であ るから，さ らに広範囲の

材料特性のもとで確認する必要がある。
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切欠きを有するコンク リー トはり の曲げ強度解析

はり要索によるコンクリ ー トはりの幽げ強度解析の例として， 六郷らによる中央集中荷

7 )の実験結果 66>のシミュ レーシ ヨンを示す。切欠きを有す

るはりでは，切欠き部分と切欠きのない部分では図心輸の位置が違う。このために， 6章

3節で述べたように，切欠き部分はオフセットビーム要素として弾塑性剛性行列を変換す

3 

重が作用するはり(図ー 6.

5. 6. 

ι 
-I  ___ I _____，______ I一一一 1

K I ............... I ~_____I ~ I ----=:::-::---! 
-l:::::::=- r~I____I~一一 l一一一一一一l-一一一一 I ~Ik i <::::::::::: I :::::;::::::=--I ____1 =---=== I =====--̂  

B A 

る必要がある。

はり要素による解析は六郷らの実政の内，断面が10cIII* 10c凪，長さ85c皿の試験体と断面

コンクリートはりの破線モーメント1 6 図 -6. 

が15cm*15cm，長さ 113cmの試験体の内4体だけを解析した。これらの試験体の材料特性は，

， G，は0.175から0.234kgf/cmの聞である。計算に用いたヤング係数は

E = 200000kgf!cm2を仮定する。引張軟化幽線は六郷らが提案したこ直線モデルを用いた。
f t = 34kgf!c皿2

を求めるための三角形要素による要素分割

荷量条件lまRILEMで提示しているように，切欠きを有するはりを単純支持し，はり中央に鉛

直に集中荷量をかけるま式験方法(これをvirticalloadingとする)と，はりや支点，荷置

を 900 回転させ自重の~響を打ち消した試験法(これを horizontal loadingとする}の2種

。~ a 
↓i↓ 
|関 I I 

-->1 L 軒~-- -"'-B 

l←-a一→レ-2-→ト-aーl〆
類を用いている。

解析は対称性を利用しているので，要素分割は切欠き部とそれ以外の部分の 2要紫のみ

コンクリートはりの破線モ ーメント1 7 図 -6. 

である。なお，ひぴわれ要素の長さはいずれもはり高の1/2，層分割数は50である。
を求めるためのはり婆索による要素分割

19に示してある。同図(a)の解析結果は荷量とスパン中央のたわみの関係で図ー6.

はりだけは最大荷重が実験値よりも少し低いが，他の解析結果は最大荷重や衛星低下主義で

も実験{直と良く一致している。この解析例では剛性行列式のサイズはわずか4個であり図ー
NE
¥FE
 1 6の平面三角形要素による要素分割{定ひずみの三角形要素 1個でもそのサイズは6. 

6である)に比べいかに少ないかがわかる。また，解析データを作成する上でもはり要素

はわずか2個であるから経済的である。

1.0 

2.0 

L/H 

1.0 

三角形要素とはり要素よるに18 図 -6. 
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破嬢モ ーメントの比較
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6. 5. 4 コンクリートの幽げ強度の寸法効果

コンクリートの幽げ強度は供試体の寸法の増加に伴って見かけの強度が低下するいわゆ

る寸法効果がある。寸法効果の原因は強度の確率分布，乾燥収縮や材料分量産等が考えられ

るが，それぞれの原因が定量的にどの程度~響するかは現状では明かではない。近年，コ

ンクリート強度の寸法効果を説明するのに破緩力学が用いられるようになった。

加藤ら 673，内田ら 68)は正方形断面のコンクリ ートはりを用いて，曲げ強度の寸法効果

について実験および平面三角形要素による解析的な研究を行い，曲げ強度の推定式を提案

している。

GI = 0 .194 I kgflcm I 

~ 0.2 

horIz曲、tal Ioad川宮
(size;lOl(相 K85cm，申an;80cm)

白
《

O
J

experiments 

0.1 

ft!ft=1+1/ (0.85+4.5 (h/lch) ) 

2.0 
1.0 2.0 

DISPLACEMENT (n輔、} ここで， f ，=曲げ強度， h=供試体の高さ， lCh=EG，/f  ♂である。

(b) 本研究で示しているはり要素を用いて，加藤らの提案した幽げ強度の推定式および実験

結果との比較を行う。実験に用いているコンクリートの材料特性は E= 280000kgf/cm
2、

f t= 28.5kgf/cm2，圧縮強度は336kgf!cm2である。解析では .G f = 0.10kgf/c阻と仮定し

ている。供試体の高さ hは5cm，10c皿， 20cm， 30c皿， 40cmの 5種類である。重2荷方法は図-

6. 1 7に示すような対称2点議荷である。はり要素による解析を行うときの要素分割は，

対称性を利用し図-6. 17の右半分を用いている。ひぴわれ要素の長さはいずれもはり

高の 1/2，層分割数は 100である。

図-6. 20には，加藤らの提案した幽

げ強度の推定式および実験結果の範囲を示

している。同図にははり要素による解も示

しているが，加蟻らの推定式および実験結

Gド 0.175Ikgflcml 

horizontal loading 

(size;15災lSX113cm，spdn; l00cm) 

凸
《

O
」

。PresentAnalysis 
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T
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果との一致は良好である。

。
1.0 2.0 

DISPLACEMENT (mml 

(d) 

日5
0.01 0.1 10 

図-6. 1 9 切欠きを有するはりの曲げ試験

荷重とスパン中央のたわみの関係

h/lch 
図 6. 20  曲げ強度の寸法効果
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6. 6 まとめ

本章では. 51張軟化を考慮したトラス要素とはり要素を用いてコンクリートの号i張軟化

の解析を行う方法を示した。得られた結論を述べると次のようになる。

ーザ_.

1 )ハイブリツド型コンブリメンタリエネルギーの原理からトラス要素の弾塑性側性方程

式を導いた。数値解析例としては. Cornelissenらの直接引張試験、 Runessonらや園田

の弓|張軟化部材で構成されるトラスのE直線問題に適用した結果.得られた解の精度は良

好であることがわかった。

2 )号liJI軟化を考慮でをるはり要素を提案したが，はり要素を用いるときには要素分割に

注意が必要である。すなわち，ひびわれ面を含む要察の長さは.はり高さが拘置皿から

400凹では要素の長さをはり高さの1/2程度，はり高が600m田の時は要素の長さをはり高

さの1/3程度に取る必要がある。

3 )はり要素を用いて切欠きを有するコンクリートはりの幽げ強度解析に適用したところ，

実験と良好に一致した。

4 )コンクリートの曲げ強度の寸法効果の解析では，はり要素による解は加藤らの推定式

および実験結果と良〈一致した。これらの結果は解析方法の妥当性を示している。

5 )はり要素で幽げ磁話題の解析を行うときは，計算例 6. 5. 3および6. 5. 4で示し

たように，わずか 2または 3個の要素で十分である。これは，平面婆紫を用いた解析

に比べ，入力データの作成や計算コストの点で大きな利点である。

126 -

第 7重量 結論

渡辺ら 15)によって提案された平面問題解析用のハイブリッドストレス要素を極限解析に

用いるときは，高精度の極限荷量を得ることができる。しかし，それを5単位解析に用いる

ときは，変位および要察内応力等の孫性解析解は精度上，十分ではなかった。この点を改

善する目的で著者は新しいハイブリッドストレス要素を提案した。さらに，近年，コンク

リートの引強磁纏をモデル化するのによく用いられる仮想ひびわれモデルを，新しい要索

に導入する方法についても述べた。内圧を受ける無筋コンクリートの中空円筒の破線問題

に類似した問題は，しばしば，コンクリート工学上の問題として鎗酋されてきた。本研究

では仮想ひぴわれモデルを考慮した新しいハイブリツドストレス要索の適用例として，中

~円筒の ill!ll車問題を取り上げ検討を行った。また，本研究で平面要索を導くときに開発さ

れた変分原理や泊分法のアルゴリズムは一次元要素のトラス要素やはり要擦に応用され，

その結果，コンクリートの号liJI軟化を考慮した非線形解析が容易に行えるようになった。

本論文の各章の内容については第 1宣言で概説し，得られた結論については各章末で述べて

いる。それをまとめるとつぎのようになる。

渡辺らによって提案された平面問題解析用のハイブリッドストレス要素は要繁境界です

べり敬語置を表すことができるので，剛体パネモデルと同様に極限解析に用いるときは高精

度の極限荷重が得られる。しかし，渡辺らの示した解析方法は，要紫境界が降伏面に達し

たとき，その境界面に新しい節点を設けて，要素境界が自由にすべるようにしているため

に，降伏条件式としてはトレスカの式しか取り扱えないという欠点があった。このために，

2章では要紫境界の降伏条件としてモール・ク ロンの式が使用可能となるように，渡辺

らによって提案された平面問題解析用のハイプリツドストレス婆紫を用いて，要素境界で

すべり破纏を表すことができる型車塑性肺j性行列式を導く方法を提案した。本研究で得られ

た結果を要約すると，つぎのようになる。

1 )要素焼界でモール・クーロンの式を付籍条件として.ラグランジユの未定乗数を用い

てハイブリツド型コンプリメンタリエネルギーの原理に導入するとき，ラグランジユ

の未定乗数の物理的意味を明らかにした。すなわち，ラグランジユの未定乗数の物理

的意味は要素間のずれの大きさであり，要素間のひびわれ幅は摩擦係数と要素聞のず

れから求めることができる。

2 )モール・クーロンの降伏条件で表される材料の三角形要素の弾塑性剛性行列式を導い
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たが，その弾m性剛性行列式のサイズは応力パラメータとラグランジュの未定乗敬を
消去することにより，れ9となった。このために，要素境界に破鐘が生じても，事事性剛

性行列式と孫塑性剛性行列式のサイズは変わらないので，プログラミング上の取り扱

が簡単になった。解析方法の検証例として，斜面上の基礎の支持力問題を解いたが，

要素分割が細かくなるにつれて，急速に理論解に近づくことが確認された。

渡辺らによって提案された平面問題解析用のハイブリツドストレス要索は極限解析法と

しては高精度の要素である。しかし，これをE単位解析に用いると変位および要素内応力等

は精度上，十分とはいえなかった。 3章ではこれを改善する目的で，新しいハイブリツド

ストレス要素を提案した。新しい要素を用いた弾性解析解i主要紫内応力の精度も高いので，

要素内畿でm性を考慮する方法についても新たに検討した。得られた結論を述べるとつぎ

のようになる。

1 )渡辺らによって提案されたハイプリヅドストレス要素を基礎に，変位および要素内の

応力の精度が高い新しいハイブリッドストレス要紫を提案した。新しい要素は要素内

の応力パラメータが 12個.要紫境界あたりの変位パラメータが4個の三角形要索で，

その特徴は，自由度として要素境界の回転角と要素境界に平行なひずみを含んでいる。

2 )新しいハイブリツドストレス要素による弾性解の特性を調べるために，片持はりに柏

カ，せん断力および集中モーメントが作用するときの問題を解析した。解析結果によ

れば，新しい要素による5単位解(変位，要素内の応力および要素境界のひずみ)は要

素分割が細かくなるにつれて理論解に収束し，渡辺らの要素よりも高精度の解を得る

ことができた。新しい要素の極限解析への適用例として，ポンチの押込み問題と Vノ

ッチを有する薄板の引張解析を行ったが，極限荷重は渡辺らのハイブリッドストレス

要素や剛体パネモデルと同じ結果を得た。

3 )新しい要素を用いた弾塑性剛性方程式として要素内都だけで塑性を表す方法の検討を

行った。塑性を考慮する方法としては，塑性条件式をラグランジュの未定乗数法で変

分原理に導入する方法を用いている。このとき，ラグランジユの未定乗数l主要素内の

塑性評価点ごとに厳散的に仮定している。この方法で得られた型車塑性剛性方程式を用

いて，半無限地盤主上の基礎の支持力問題を解析したところ，解析結果はプラントルの

理論解にほぼ一致した。

近年，コンクリ トの引張破緩によるひずみ軟化をモデル化するのに，仮想ひぴわれモ

デルがよく用いられる。第 4重量では仮想ひぴわれモデルを新しいハイブリッドストレス要
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*に導入する方法を述べた。得られた結請を述べるとつぎのようになる。

1 )仮想ひぴわれモデルを仮定したときの引張軟化繕成式を直接にハイブリッド型コンブ

リメンタリエネルギーの原理に導入する方法を示し，これより型車箆性剛性方程式を導

く方法を示した。さらに，引張軟化を解析するための指分法のアルゴリズムを提案し

た。提案した方法はsnap-backが生じても安定して解を求めることが可能である。

2 )提案した解析手法を CT試験体の破後のシミュレーシヨンに適用した。要紫の大きさ

が解に与える~響を調べるために，リガメント上の要黙分割を変えた解析を行った。

解は要素分割が粗いほど変動が激しくなったが，発散することなく安定した解を得て

いる。また，実験値と解析値との一致は良好であった。

3 )複合磁纏の解析例として，切欠きを有するはりのせん断鼠量産，軸圧縮カと曲げせん断

カを受ける無筋コンクリート柱の磁担のシミュレーションの例を示した。切欠きを有

するはりのせん断試験は最大荷量および荷量低下減でも実験結果に大略一致した。軸

圧縮カと曲げせん断力を受ける無筋コンクリート柱の破績のシミュレーションでは，

舶力比が 0.2の時は柱の端部に引張ひびわれが生じて破線した。しかし，輸力比が

0.4， 0.6と大きくなるにつれて，柱に斜めひびわれが顕著に現れるようになり，軸カ

比によってE直線のモードが変わることが解析的にも示された。

無筋コンクリートの中空円簡が内部静水圧力によって破怨するときの問題は，従来，厚

肉円筒の弾性理論解を用いて検討された。 5主主では新しいハイブリッドストレス要素を用

いた号!強軟化解析法を無筋コンクリート中空円筒の内部静水圧力による磁波間短に適用し

た。得られた結論を述べるとつぎのようになる。

1 )無筋コンクリート中空円筒に発生する主ひびわれを2，3， 32本と仮定した解析を行っ

た。主ひぴわれの数が32本の場合はひびわれが生じてもひぴわれ数2，3本に比べて応

力の低下が極めて小さい。実験によると，ひびわれの発生数は2または3本であるから，

ひぴわれの発生数を32本と仮定すること，すなわち，円筒に多数のひびわれが一様に

生じる仮定するのは適切でないことがわかる。破綴圧力はひびわれの数が2本と3本で

は3本の方が大きい。

2 )無筋コンクリート中空円筒の破績のシミュレーションで主ひびわれを3本と仮定し，さ

らに主ひぴわれ聞に微細ひぴわれを仮定しても，圧力が増加するにつれて微細ひびわ

れ部では除荷の状態なる。このために，微細ひぴわれが破話題圧力に及ぼす~響は小さ

くなる。原田の実験によれば，静的破砕弗jを用いた渇合の無筋コンクリ ト中空円筒
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のE直漉モードの多くは， 3方向にWlJれ， 1201斐を形成する破媛モードになると報告して

いる。したがって，静的破砕剤を用いた場合の円筒の破織の問題は， 3本の主ひびわれ

だけを仮定して解析を行えば良く，実質的に，それ以前に導入されたひびわれは全体

系に対して影響を及ぼさないことがわかった。

3 )原田の実験 27)によれば無筋コンクリート中空円筒の外径と内径の比 hく 5のときは瞬

時に磁績が生じ，k > 5のときはひびわれが進行しながら破線が起こると報告さ れて い

る。今回の解析ではこのようなことは，明かではないが，kが大きいほど磁織は徐々

に進行することが解析より明確となった。

4 )本研究では無筋コンクリート中空円筒の破泡圧力のばらつきに及ぼす要因として，主

ひぴわれの数，号liJI軟化幽線の形状，円筒の寸法を想定した解析を行った。主ひぴわ

れの数(2本と 3本}や号|張軟化曲線の形状によるE直線圧力のばらつきは円筒の大き

さによるぱらつきよりも小さい。また，このばらつきはいずれの場合も，円筒の外径

と内径の比 h が鳩加するにつれて~響が大きくなる。見かけ上，ぱらつきの大き い と

思われていた，この種の無筋コンクリートの破纏耐力の実験データは， 寸法効果を考

慮に入れて，実験の整理や実験式の誘導を行うことにより，より精度の高い実験式が

得られると思われる。

第 6宣言は引iJll軟化を考慮したトラス要素およびはり要素を用いて無筋コンクリートの引

張軟化の解析を行う方法を示した。このような一次元要素の開発により無筋コンクリート

の引張軟化を考慮した解析が手際に行えるようになった。得られた結論を述べると次のよ

うになる。

1 )ハイブリツド型コンプリメンタリエネルギーの原理を用いて，号15長軟化 を考慮したト

ラス要素の弾箆性剛性方程式を導いた。トラス要素を無筋コンクリ トの直猿引張試

験，引張軟化を示す部材で構成されるトラスのE世話置のシミュレーションに適用した結

果，得られた解の精度は良好であることがわかった。

2 )はり要素を用いた引張軟化解析法を提案し，切欠きを有する無筋コンクリー トはりの

曲げ強度解析に適用したところ，実験値と良好に一致した。また，切欠きのない無筋

コンクリ トの曲げ強度の寸法効果の問題では，はり要素による解は実験結果と良好

に一致し，提案したはり要素は，寸法効果の問題に有効であることがわかった。

6章の数値解析例ではコンクリートに作用する応力が小さいために，コンクリートの応

カーひずみ幽線としては，非線形を仮定する必要はなかった。しかし，応力が大きいときは
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応力ーひずみ幽線として非線形を仮定する必要がある。このような例として，付録Bに低鉄

筋比のはりの幽げE陸相置解析を示した。最近，コンクリートの破滋を対象とした数値解析の

精度あるいは限界を明らかにするために，コンクリート中のアンカーボルトの引き銭きの

問題が募集され 77)比較検討が行われた78)，19)0 付録Cには新しい要素をアンカーボルト

の引き銭き問題に適用した例を示した。
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守-
付録

付録A 新要素の弾性側性行列や弥m性剛性行列の計算に必要な[H].[G].[Gつの

計算方法

1. [H]の計算方法

新要素の応力場，変位場，ラグランジユの未定乗数は. 3 j量で示したように，それぞれ

式(Al).(A2)， (A3)のように仮定した。

[j[100yoxoyox2日 ojUσ， ~ = I 0 1 0 0 x 0 Y 0 x2 y2 0 2xy I iβ2 t 
τ.，J I 001 0 0 -y -x 0 0 -2xy _y2 -x勺iβ..J

u=u，ー θ，5
V=v，-e.S 

j=rνaー j，，5

(Al) 

(A2) 

(A'l) 

式(A1)を{σ}=[B]{β}と置き，歪と応力の関係式を {e}=[C]{σ}とする。 [C]を

rc， C2 C51 
[C]= IC2 C3 Col 

IC5 Co C.J 

と定義する。コンプリメンタリエネルギー関数の積分は式(2.28)に示したように

fy# (σ j)dxdy=j{β川]{β} 

[H]= L~B Y[C][ B ] dxd y (M) 

である。 [H]の E 行 J 列をH(し j)とすると.[H]は(A4)より次のようになる。
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H(I.I)=C，/o 

H(1.3)=C5/0 

H (1.5) =C21 x 

H (1.7) =C21シーC51x 

H (1.9) =C2/ .. 

H (l.lI) =2C， I .，-C 51 >> 

H (2.2) =C.I 0 

H (2.4) =C21 y 

H (2.6) =C21 x-C.I， 

H (2.8) =C2/>> 

H (1.2) =C2/0 

H (1.4) =C， 1， 

H (1.6) =C， 1 x-C5/， 

H (1.8) =C， 1>> 

H(1.IO)=C‘l口 +C21，，-2Csl.， 

H (1.12) =2C2/.，-C5/ .. 

H (2.3) =Col 0 

H (2.5) =C.1 x 

H (2.7) =C31 ，-C.I x 

H (2.9) =C.I .. 

H (2.10) =C 21 xx+C 31 ，，-2C 0 1.， H (2.11) =2C 21 ..-C.I " 

H (2.12) =2C.I.，-C.I日

H (3.3) =C.I 0 

H (3.5) =Col x 

H (3.7) =-C.I .+C.I， 

H (3.9) =C.I口

H (3.11) =ーC.I>>+2C 51.， 

H (4.4) =C， 1>> 

H (4.6) =C， I .，-C5/" 

H (4.8) =C， I >yν 

H (3.4) =Csfν 

H (3.6) =-C.I，+C，I. 

H (3.8) =C5/ " 

H (3.10) =-2C.I .，+C51 xx+Col >y  

H (3.12) =-C.I ..+2C5/ .. 

H (4.5) =C2/.， 

H (4.7) =C，I ，，-C5/.， 
H (4.9) =C21 xxν 

H (4.10) =C，I ，.，+C，I "，-2Csl." H (4.11) =2C， 1.，νーC5 Jl'YY  

H (4.12) =2C21 .>>-C51 x.， 

H (5.5) =C，I，. H (5.6) =C21 xx-Col .. 

H (5.7) =C.I .，-Col xx H (5.8) =C21円 Y

H (5.9) =C31.，. H (5.10) =C，I..玄+C31 x，，-2C 01 xx， 

H (5.11) =2C，I..，-C.I x>> H (5.12) =2C.I..，-Col. .. 
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H (6.6) =C， I xx+C.I ，，-2C 51.， 

H (6.7) = (C2+C.) I .，-Cof ..-C.I" 

H (6.8) =C， I x，，-C 5 1"シ
H (6.9) =C21 xxx-C.I x .. 

H (6.10) =C， I xxx+ (C 2+2C.) 1 x，，-3C 51 xx，-C.I yy， 

H (6.11) =2C， I ..，+C.I "，-3C51 x" 
H (6.12) = (2C2+C，) I xx，-C，I ...-2C.I Xyy 

H (7.7) =C31 ，，+C.I ..-2C.I.， 

H (7.8) =C 2 I y，，-C.z xyy 
H (7.9) =C31 ..，-Col..x 

H (7.10) = (C2+2C.) I xx，+C31 "，-3C.I xyy-C51 xxx 

H (7.11) =2C21 xyy+C.I xyy-C.I "，-2C，1 x.， 

H (7.12) =2C. I x>>+C.I .xx-3C.I x.， 

H (8.8) =C， 1 >>" 
H (8.9) =C，l 日目
H (8.10) =C， I xx>>+C 21 "，，-2C 51 .. 

H (8.11) =2C， Ix>"ーCs1 )')')1)' 

H (8.12) =2C，1 昨日一 C51 ;<;x)'y 

H (9.9) =C31 xxxx 

H (9.10) =C21 .xxx+C.I xx"ー2C.Ixx.， 

H (9.11) =2C，1 xx.，-C51 XXyy 
H (9.12) =2C31 xx.，-C.I xxxx 

H (10.10) =C， I ....+ (2C 2+4C.) I xx，，+C 31 yy>>-4C，1 xxx，-4C 01.，，， 

H (1O.11) =2C， I xxx，+2 (C ，+C.) I .，，，-5C 51 xx，，-C.I >>" 
H (10.12) =2 (C2+C.) I ...，+2C.I .>>，-C51 xxx.-5C.I xx" 

H (11. 11) =4C， I xxyy+C.I "，，-4C，1 .，yy 
H (11.12) = (4C2+C，) 1 xx，，-2C51 ...，~2Co l x"， 

H (12.12) =4C 31 XXyy+C. I ....-4C e 1 xxx>  
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ここで

lベAdxdp
1 .=JAX dxdy 

I戸 Lydxdy

I …=LX y2dxdy 
I …=fA X • dxdY 

1 .，=LX y dxdy 
I日 =JAX2dxdY

1，.=Ly2dxdy 

I…= f Ay • dxdy 

I…= fAX2y2dxdy 

1...= JAX3dxdY 

1".= Ly
3
dxdY 

1..，= fAX2ydxdy 

I …= fAX3y dxdy 
I…=fAXy3dxdY 

一司..--

である。本研究ではこれらの要素内積分を行うのに，図 -Alに示すように三角形を4分割

し，各々の3角形に対して数値積分?4lを用いた。積分点は図 -Alに示してある7点である。

なお. [Hlは対称行列であるのでH (i. j) はその半分だけを示してある。

図-Al 積分点
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2. [G]の計算方法

式(2.21)の第2項の要素境界上の積分は

f..~U σ 罵+v τ..) dS={β}T[G]{U} (A5) 

3 

Z 

J 
図-A2 節点番号

である。 [G]の計算方法は従来要索については式(2.31)に示してある。新要素の[G] の

計算方法lま，式(A1). (A2)に示してあるように，応力や変位等のパラメ タの数が縫えて

いるだけで，計算方法そのものは従来重要素と同じなので，録終的な[G]の結果だけを示す。

要素境界ですべりを表す要素は図-A2に示すように，三角形の頂点の節点番号と要素

境界の番号を，それぞれ独立に番号を割り付ける必要がある。頂点の節点番号は要紫剛性

行列を計算するのに用い，要素焼界の番号は，図 -2. 1に示したように要紫境界の変位

を表すのに用いる。

[G]は要素境界の 3辺で積分する必要があるが，ここでは，要素焼界1の成分だけを具体

的に示す。最初に [G]を計算するのに必要な座標，方向余弦等を以下のように定義する。

XI  =節点1のx座標， )11 =節点1の p座標，X2 =節点2のx座標， )12 =節点2の y座標

d=要索撹界1の長さとする。 l，mを要素境界lに設定された局所座標系での n輔の方向余

弦とすると

l=(Y2-y，)/d m=  (X，-X2) /d  

となる。 Xcとycを次式のように定義する。

Xc= (X，+X2) yc= (y，+Y2) 

X， y， 5の要素境界に関する積分はそれぞれ次式のようになる。

J..= f~ X 5 ds =-d3m/12 

J..= f> 5 ds=dヨl/12
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J..=f~ X 2 ds=l (X~ + X ， X 2+X ~ )/3 

J .， = f~ y2ds=l (虫干 +y， Y2+ y~ ) /3 

J x>=f~Xyds= l ((2X，+X2) y，+ (X，+2X2) Y2)/6 

J ...= f~X2Sds=l2(X~ - X~ )/12 

J "，= f>2 S d s = l2 (y~ -y~ ) /12 

J ...=f~xysds =l 2 ( X2Y2- X ， y ， )/ 12 

[G]の z行 j~J を G (し j) とすると

G(I.I)=Fd 

G (1.3) = 0 

G(2.1)=m2d 

G (2.3) = 0 
G (3.1) =2lmd 

G (3.3) = 0 
G (4.1) = Ycd l2/2 
G (4.3) =-d3l3/12 

G (5.1) =xcdm
2/2 

G (5.3) =m3dヨ/12

G (6.1) =Xcd l2/2-Ycd lm 

G (6.3) = Fmd3/4 

G(1.2)=-Lmd 

G(1.4)=0 

G(2.2)=Lmd 

G (2.4) = 0 

G (3.2) = ( L 2_m2) d 

G(3.4)=0 

G (4.2) =-Ycd L m/2 

G (4.4) =lmJ .. 

G (5.2) =xcdm l/2 

G (5.4) =-LmJ .. 

G (6.2) =-xcd l m/2-Ycd ( l2-m2) /2 

G (6.4) =lmJu+ (l2-m2) J" 
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G (7.1) =m2Ycd/2-m l xcd 

G (7.2) = l m Ycd/2ー (12-m2) xcd/2 

G (7.3) =-1 m2d3/4 

G(7.4)=-LmJ..+ (12-m2) Ju 

G (8.1) = l2 J" 
G (8.2) =-LmJ" 

G (8.3) =-l2J"，  

G (8.4) =lmJyyc 

G (9.1) =m2J H 

G (9.2) =m l J H 

G (9.3) =-m2J..‘ 

G (9.4) =-lmJ.xs 

G (10.1) = l2J ..+m2J ，，-4l mJ.， 

G (10.2) =-l mJ口 +lmJ.，-2(l2-m2) J.， 

G (10.3) =-l2J...-m2J，..+4lmJ..・
G (10.4) = 1 mJ ...-l mJ ，..+2 ( l2-m2) J.，. 

G (11. 1) =2 l 2 J .，-2 l m J .. 

G (11.2) =-2lmJ..ー (l2-m2)J .. 

G (11.3) =-2FJ...+2lmJ，，， 

G (11.4) =2lmJ...+ (l2-m2) J... 

G (12.1) =2m2J ..-2l mJ H 

G (12.2) =2lmJ..ー (l2-m2) J .. 

G (12.3) =-2m2J..置+2lmJ...

G (12.4) =-2lmJ...+ (l2-m2) J... 

となる。以上のG(1.1)からG(12.4) ますは要素境界lについての計算であるか ら，[G] 

を求めるには，要素境界2と3についても同様な計算をする必要がある。なお，要素境界2に

ついてはG (i. j) で tはlから 12，jは5から乱要紫境界3についてはG (i. j) で iは

lから 12，}は9から 12となり最終的に12行12列の行列が得られる。
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3. [Cつの計算方法

式(2.20)の第4項のすべり面での積分は従来要紫を用いたとき，降伏条件としてモール・

クーロンの式を仮定すれば2章の式(2.36)に示すように，

L.r (σょC¥τ..)dS={β)~(μ \ a2 a3 a. a. ao a7 ] d S r 

となる。ここでC¥は摩録係数 J al， a2・・・は次に示す式である。

a¥=:tC¥l2_lm a2=:tC¥ (l2x-2lmy) -lmx-y (l2-m
2) 

aョ=y(:士Cd2-lm) a.=:tC¥m2+lm a.=x (:tC¥m2+lm) 

ao=:tC¥ (m2y-2lmx) +lmxy ([2-m2) 

a7=:t2lmC¥+( l2-m2) 

(，f>) 

この al.a'2 ・ー は式(2.31)の[C]の t行 j列を C(i， j) とすると，次式のように表すこ

とができる。

a¥=:tC¥C (1，1) +C (1.2) ，a2ニ士C¥C (2，1) +C (2，2) 

ー司..--

従って，これらの式を参考にすれば，図 -A2の要紫筑界の番号1にすべりが生じている

ときの新要素の [C'] の E行 J列の係数G玄(i， j ) は，新要素の[C]を用いて次のよう

に表すことができる。

C' (1.1) =:tC¥C (1.1) +C (し2) C' (1.2) =:tC ¥C (2，1) +C (2，2) 

C' (1.3) =:tCC  (3，1) +C (3，2) C玄(1.4)=:tC¥G (4，1) +C (4，2) 

C' (1，5) =士CC(5，1) +C (5，2) C‘( 1.6)ニ士CC(6，1) +C (6，2) 

C' (1，7) =:tC¥C (7，1) +C (7，2) C玄(1.8)=:tC ¥C (8，1) +C (8，2) 

C' (1，9) =:tC¥C (9，1) +C (9，2) C' (1.10)ニ:tC¥C(10，1) +C (10，2) 

C' (1.11) =:tC¥C (11.1) +C (11.2) C' (1，12) =::!::C¥C (12，1) +C (12，2) 
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なお，要素境界の番号1と2に同時にすべりが生じているときは，さらに，つぎの係数が

追加される。

C' (2，1) =:tC ¥ C (1.5) +C (1，6) 

C' (2，3) =:tC¥C (3，5) +C (3，6) 

C' (2.5) =:tC ¥C (5，5) +C (5，6) 

C' (2，7) =:tC¥C (7.5) +C (7，6) 

C' (2，2) =:tC ¥C (2.5) +C (2，6) 

C' (2，4) =::!::C ¥C (4，5) +C (4，6) 

C' (2，6) =:tC ¥C (6，5) +C (6，6) 

G傘 (2，8)=:tC ¥C (8，5) +C (8，6) 

C' (2，9) =:tCC  (9，5) +C (9，6) C' (2，10) =:tCC  (10，5) +C (10，6) 

C' (2，11) =:tC¥C (11.5) +C (11，6) C' (2，12) =:tC¥C (12，5) +C (12.6) 

すなわち. [Cつは要素境界1にすべりが生じているときは新要索[C]の1列と2;tJ，要素筑

界 2にすべりが生じているときは [C] の 5列と 6列，要~境界 3にすべりが生じているときは

[C]の9列と 10列を用いて計算する。
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付録B 低鉄筋比はりの曲げ破緩解析

近年，構造物の大型化に伴い，鉄筋コンクリート部材断面もますます大きくなっている。

このため，的げモーメントの小さい部分では必要とされる制方向引張鉄筋がきわめて小さ

くなる場合がある。しかし，引張鉄筋を極錨に小さくすると破線が脆性的なものとなる。

島ら 75)は，鉄筋比が0.050-0.20%という低鉄筋比のはりを製作して，それらのE車線挙動

を詳細に観察し，引強鉄筋の最小量について実験的に考察を行っている。

ここでは，引張軟化を考慮したはり要素を用いて，島らの実験結果を解析し，解析結果

と実験を比較検討する。

6量障の数値解析例では，コンクリートに生じる圧縮応力が小さいために，圧縮側での応

ー~

力ーひずみ関係の非線形性は考慮する必要はなかった。しかし，これから示す解析例は鉄筋

コンクリートはりの曲げ破擁解析であるから，図 -Blに示すように，コンクリートの圧

縮側での非線形な応カーひずみ関係，図 -B2に示すように鉄筋の降伏やひずみ硬化を考慮

する必要がある。このために，最初に，非線形な応力ーひずみ関係を仮定したときの剛性行

列の計算方法を説明する。

σc 

f~ 

0.85f'~ 

O. 5f'~ 

f'~ =0.85f'， 

一一一一-1一「一一一一 -1

μ:  

0.2 0.38 

e ，(%) 

a， 

fν 

図ーB1 コンクリ ー トの応力一ひずみ曲線
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ES3 E S4 

e.名

Eν 

図-B2 鉄筋の応力一ひずみ曲線

6宣言で示したように，剛性行列の係数k"の中にE.，E.. E，のようにヤング係数Eの断

面積分があるが，これらは，式(6.21)で示したように，数値積分で次のように求めればよ

L、。

EFbSEEsd y、 E.=bZEjPjdp、 E，=bζE，y，'Ll Y 

ここで，b =はりの幅，l =庖数，はりの高さをHとすると，Lly=H/l 

y，=)層の 3座標である。 E，はコンクリートの場合は図 -BlのEcl， EC2. EC3等のよう

に，鉄筋の場合は図 -B2のEsl，ES2. ES3等のように，各応力状態での接線の勾配である。

なお，コンクリートに引張軟化を生じているときの取扱いは6章に示している。

解析では鉄筋コンクリ ー トはりを，単純に，鉄筋層とコンクリ ー ト層で層状に分割し，

鉄筋とコンクリートの付着は完全付着を仮定する。

島らの実験に用いられた供試体の鉄筋比，配筋およびコンクリート強度を表-B 1，は

りの諸元を表-B 2，使用した鉄筋の特性は表 B. 3に示す。

表 -Bl 供試体の鉄筋比、配筋および

コンクリート強度

供試体 鉄筋比 配筋 コンクリート強度

番号 P f・c
(%) (MPa) 

1 0.05 1010 24.5 

2 0.10 2010 31.4 

3 0.10 2010 20.1 

4 0.15 3010 20.1 

5 0.20 1019 20.1 
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表-B2 供試体の諸元

表-B3 鉄筋の特性



数値解析は対称性を利用して図-B3に示すように，はりの右半分だけを用いて解析し

た。婆素分割は同図に示すように，はりの長手方向に 3分割し，はり高方向の層分割数を

100とした。なお，ひびわれ要素の長さははり高の 1/3とした。

解析では，コンク リートの引張軟化幽線を六郷らが提案したこ直線モデル，コンクリー

トの圧縮領主義での応力一ひずみ曲線を図-B 1.鉄筋の応力一ひずみ曲線は図ー B2のよ

うにひずみ硬化を仮定する。 また，破纏エネルギ-G，は三橋らの実験60)を参考にG，=

120N/阻と 160N/皿の2ケースについて解析した。

解析結果は袋一 B4に幽げひぴわれ発生荷量，鉄筋の降伏荷量，最大荷量まについて，は

り要素を用いた解析値と島らの実験結果および島らの計算値の比較を示した。解析結果に

対する考察および結鈴を述べると次のようになる。

1 )幽げひびわれ発生荷量

表-B4に示してある幽げひびわれ発生荷重は，島らの計算値の内で最も良い結果を示

した措置屋らの式?引を用いて計算した値である。供試体の番号 1と2については，両者の計

算値に優劣はつけがたいが，供紙体番号 3. 4. 5では.aJlらかにはり要素の値が精度は

高い。はり理事面解は:t10%の誤差で実験値を算定することができる。

2 )降伏荷量

鉄筋の降伏荷量は実験では4と5番の供試体だけで求められているが，はり要素の解析

{直と実験との一致は良好である。

3 )最大荷重

供試体 1. 2. 3の最大荷重については，はり要素による解と島らの計算値は近い値を

示しているが，実験値はそれよりも少し高い値を示している。供試体4の場合は，はり 婆

索による解が実験値と一致し島らの計算値は少し低めとなった。いずれの解析方法も実験

値より:t10%以上の誤差がある。

4 )はりのたわみと荷重の関係

はりのたわみと荷重の関係の解析例を図 -B4に示した。今回の解析では，単純に，鉄

筋とコンクリートの完全付着を仮定し，コンクリートのひびわれや応力ーひずみ関係の非線

形性，鉄筋の降伏等の非線形現象は全て，はり中央のひびわれ要素に集中させているため，

解析で得られる，はりのたわみと荷重の関係も精度の低いものとなっている。このような

問題点を解決することは次の課題としたい。

島ら 75)らは，低鉄筋比はりの曲げモーメントによる脆性破複を防ぐためには，ひびわれ
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宛生荷量が最大荷量より小さくなるように量生計すればよいと述べている。したがって，設

計の第一段階としては，ひびわれ発生荷量を正確に算定することであると報告している。

今回のコンクリートのヨ1m軟化を考慮したはり要紫による解析によれば，曲げひびわれ発

生荷量を:t10%以内の誤差で実験値を推定することができたので，設計の第一段階は終

了したことになる。是大荷重は島らの計算値とほぼ同じ結果であるが. :t10%以上の誤

差があり，今後の課題である。

240 

80 80 

図-B3 鉄筋コンクリ ー トはりの曲げ鼠験

表 -B4 曲げひびわれ発生荷重、降伏荷量および最大荷重

供 幽げひぴわれ発生 降伏荷量 最大荷重

試 荷重(削) (KN) (KN) 

体

品|鷲|笥 ZA|哲|官番 Gf 
号

1 120 110 114 107 49 55 60 56 

(1.03) (1.06) (1.09) (1.07) 

160 118 57 55 
(0.96) (1.09) 

2 120 125 120 126 83 110 122 112 

(0.96) (0.95) (1.09) (1.08) 

160 133 90 110 
(0.90) (1.09) 

3 120 103 110 93 85 110 130 108 

(1.06) (1.18) (1.18) (1.20) 

160 110 94 110 

(1.00) (1.18) 

4 120 105 113 93 120 116 163 163 150 

(1.07) (1.21) (0.96) (1.0) (1.08) 

160 113 128 163 

(1.00) (0.90) (1.0) 

5 120 108 113 93 149 147 195 184 

(1.04) (1.21) (0.98) 

160 116 157 195 

(0.97) (0.93) 

)の中は実験値/計算値
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符m(KN) 
200 

150 

p" 

50 

。

荷量 (KN)

200 

10 

NO. 1 

G，= 1 20 

p， 
はり要素

変位 (mm)

20 30 40 

/ はり要素
150 

ズー::Adどと〆 実駿(島)

10011-ιー pc.

NO. 4 

50 
G，= 1 20 

変位 (m皿)

。
10 20 30 40 

図-B4 荷量と変位の関係
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付録C コンク リ ト中に埋め込ま れたアンカーボルトの破措置挙動

RILEKの90-FMA(FractureMechanics of Concrete -Applications)委員会は，コ ンクリ

ート中に埋め込まれたアンカーボルトの破滋挙動の解析を募集した77)。これは，コ ンクリ

ートの破担を対象とした数値解析の精度あるいは限界を明らかにすることを目的としてお

り，解析方法，帯構成員リあるいはプログラムが異なる場合の解析結果を比較しようとするも

のである。

ここでは. 4章で提案した新ハイブリツドストレス要素を図ーC1のアンカーボルトの引

き銭き磁纏の解析に適用する。コンクリートの材料定数は図中に与えられており ，解析の

パラメータは反力点位置と側方の境界条件である。ここでは. a = d = 150m m. パネ定数

k = 0の場合を解析する。

解析 に用いる引張軟化は六郷らが提案したこ直線モデル，せん断破纏の条件式は式(

..28) .せん断軟化は無視して解析した。アンカーとコ ンクリ ー ト境界面での摩録係数は

0.75とする。要素分割は図ーC2に示した。今回の解析では図ーC1のアンカーボルト突

起先場から反力点を結ぶ線上だけで破擦が生じると仮定した。

解析結果は図ーC3にアンカーの引き抜き荷重とA点での変位の関係で示した。同図には

内田ら 78)の解析結果も示しているが，著者の解(愚大荷重は460.21N/mm) は内田らの解

(最大荷重は389N/mm) より最大荷量が高目となっており，実験値79) (参考文献 79の図

-1 2より約335.N/凹と 395.N/mm) よりも少し高い。

K=O 

f， ，，3M向

出
d= 50 150 450 I d=150 

GF= 100 Nm/m' 

Ec ，，30 G向 a=d!2 
tt:=30MPo) a=d I x 

a=2d x ⑦ x 

6d (300.900.2700 I 

図一C 1 平面応力状態での課題
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図-C2 要素分割

荷量制/mml

500 

新要車

"'00 

γ、つ/一一
300 

/j 
/， 

200卜‘ t 

/1 
I 

100ト J

変位 (mml

。
0.04 0.08 o. 12 

図ー C3 荷重ー変位曲線
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