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(A∞型超ケーラー多様体について)

　

氏名　服部　広大

実 4n次元リーマン多様体 (X, g)とその上の３つの複素構造 I1, I2, I3 が、

I2
1 = I2

2 = I2
3 = I1I2I3 = −1を満たし、各 (g, Ii)がケーラー多様体となると

き、これを超ケーラー多様体と呼ぶ。このとき gのホロノミー群は Sp(n)の
部分群と同型であり、さらに gはリッチ平坦計量となる。複素構造 I1, I2, I3

が上記の条件を満たしているならば、任意の y = (y1, y2, y3) ∈ S2 ⊂ R3に対

し Iy := y1I1 + y2I2 + y3I3 もまた複素構造であり (g, Iy)はケーラー多様体
であるので、超ケーラー多様体上には S2 によってパラメトライズされた複

素構造の族が存在する。

超ケーラー多様体の系統的な構成法はいくつか知られているが、そのひと

つに Gibbons-Hawking ansatz [4]がある。これは、R3 の有限部分集合から

4次元の超ケーラー計量を構成する方法である。この手法によって、4次元
のAk型のALE空間と呼ばれる非コンパクト完備超ケーラー多様体の全てを
構成することができる。さらに Anderson-Kronheimer-LeBrunは、R3 の可

算無限部分集合から出発し同様の手法を使うことによって、A∞ 型の超ケー

ラー多様体を構成した [1]。これは無限大の位相的タイプをもつ 4次元非コン
パクト完備超ケーラー計量で、Ak 型の ALE空間と多くの共通点を持つ。こ
こで無限大の位相タイプをもつ多様体とは、ホモロジー群が無限生成となる

ような多様体をいう。また、この超ケーラー計量は超ケーラー商としても構

成できることが [5]で示されている。
本論文では、A∞ 型超ケーラー多様体の、主に微分幾何学的な側面につい
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て研究する。そこで、まずはA∞型超ケーラー多様体の周期写像を計算する。

[1]ではA∞型超ケーラー多様体の 2次元のホモロジー群が可算無限個の基底
をもつことを示しているが、本論文ではさらに踏み込んで、その基底をなす

各ホモロジー類が、ある複素構造に関する正則曲線によって代表され、さら

にその体積は同じホモロジー類の中で最小値を与えていることを示す。また、

これらの正則曲線上でケーラー形式を積分することによって、超ケーラー構

造の周期写像を計算する。その手法として、トーリック超ケーラー多様体の

トポロジーと周期写像に関する研究 [2][8]を参考にする。
A∞ 型超ケーラー多様体のリーマン多様体としての局所的な性質は、同じ

ような構成法で作られるAk型のALE空間との違いが見えづらい。実際、A∞
型超ケーラー計量は、局所的にはAk型のALE空間 (Xk, gk)の列 {(Xk, gk)}k

によって近似できることが証明される。

そこで本論文では、超ケーラー計量の漸近挙動によって両者の違いを捉え

るために体積増大度を調べる。ここで体積増大度とは, リーマン多様体 (X, g)
に対して次のように定義されるものである. 点 p0 ∈ X を中心とする半径 rの

球 Bg(p0, r) ⊂ X の体積を Vg(p0, r)と書くものとする。このとき、ある関数
f(r)に対して

0 < lim inf
r→+∞

Vg(p0, r)
f(r)

≤ lim sup
r→+∞

Vg(p0, r)
f(r)

< +∞

が成り立つならば、g の体積増大度は f(r) であるという。ただし g のリッ

チ曲率が非負ならば、上記の条件は点 p0 ∈ X の取り方に依存しないことが

Bishop-Gromovの比較定理より従う。
実 4次元を例にとると、ユークリッド空間 R4 の体積増大度は r4 であり、

R3×S1上の平坦計量の体積増大度は r3である。これらは自明な例であるが、

もう少し非自明な例では体積増大度が r4となる ALE空間 [3][4][9]や、r3と

なるmulti-Taub-NUT計量 [12][10][7]などがある。このように、体積増大度
が rの整数乗となるようなリッチ平坦多様体はいくつか知られている。

これに対し本論文では、A∞ 型超ケーラー多様体の体積増大度が r3 と r4

の中間であることを証明する。

A∞ 型超ケーラー多様体は、無限次元のパラメーターの空間

(ImH)N0 := {λ = (λn)n∈N ∈ (ImH)N;
∑

n∈N

1
1 + |λn| < +∞}

の各元ごとに構成される。ただし、Hは四元数体であり ImHはその虚部から
なる 3次元の部分空間である。そこで、λ = (λn)n∈N ∈ (ImH)N0 から構成さ
れるA∞型超ケーラー多様体と、その上の超ケーラー計量の組を (Xλ, gλ)と
書くことにする。本研究の目的は、固定された p0 ∈ Xλ に対して Vgλ

(p0, r)
の漸近挙動を調べ、その挙動がパラメーター λのとり方に対してどのように

依存するかを観察することにある。このような問題意識の下で、以下のよう

な主結果を得た。
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Theorem 1. 任意の λ ∈ (ImH)N0 及び p0 ∈ Xλ に対し、関数 Vgλ
(p0, r)は

0 < lim inf
r→+∞

Vgλ
(p0, r)

r2τ−1
λ (r2)

≤ lim sup
r→+∞

Vgλ
(p0, r)

r2τ−1
λ (r2)

< +∞

を満たす。ただし、ここで関数 τλ : R≥0 → R≥0 は R ≥ 0に対して

τλ(R) :=
∑

n∈N

R2

R + |λn|

によって定義される。さらに、

lim
r→+∞

Vgλ
(p0, r)
r4

= 0, lim
r→+∞

Vgλ
(p0, r)
r3

= +∞

が成立する。

さらに、パラメーター λをうまくとってTheorem 1を適用することにより、
以下のような体積増大度をもつ超ケーラー多様体が存在することがわかった。

Theorem 2. (1) 実数 αを、3 < α < 4となるように任意にとる。このとき
λ ∈ (ImH)N0 をうまくとることにより、

0 < lim inf
r→+∞

Vgλ
(p0, r)
rα

≤ lim sup
r→+∞

Vgλ
(p0, r)
rα

< +∞

を満たすような完備超ケーラー多様体 (Xλ, gλ)が実現される。
(2) λ ∈ (ImH)N0 をうまくとることにより、任意の α < 4に対して

lim
r→+∞

Vgλ
(p0, r)
r4

= 0, lim
r→+∞

Vgλ
(p0, r)
rα

= +∞

を満たすような完備超ケーラー多様体 (Xλ, gλ)が実現される。

次に、gλのTaub-NUT変形を g
(s)
λ とおく。ただし s > 0は変形のパラメー

ターである。すると、g
(s)
λ の体積増大度は以下によって与えられる。

Theorem 3. 任意の λ ∈ (ImH)N0 及び s > 0に対して

lim
r→+∞

V
g
(s)
λ

(p0, r)

r3
=

8π2

3
√

s

が成立する。

ここで、Theorem 2より、パラメーターの列 {λ(k) ∈ (ImH)N0 }k∈Z>0をうま

くとって gλ(k) の体積増大度が r3+ 1
k となるようにする。このときに k → +∞

における極限を考えたい。{λ(k)}k∈Z>0 を然るべくとっておけば、その極限

λ(∞)は存在する。しかし、そのような場合でも
∑

n∈N
1

1+|λ(∞)
n | の値が無限大

に発散してしまうため、λ(∞)というパラメーターから完備な超ケーラー計量

を構成することはできない。そこで少し修正して、λ(∞)に収束するようなパ
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ラメーターの列 {ρ(k) ∈ (ImH)N0 }k∈Z>0 を、gρ(k) の体積増大度が kについて

不変であるようにとる。このような状況で {(Xρ(k) , gρ(k))}k∈Z>0 という多様

体の列の「極限」を考えることにより、非完備な超ケーラー計量を構成でき

る。さらに λ(∞)をうまくとっておけば、この非完備な計量は、リーマン多様

体としては [11]で構成されている Ooguri-Vafa計量の普遍被覆空間と同じも
のである。

本論文は、3つの章から構成される。第 I章 (第 2-3節)では A∞型超ケー

ラー多様体を構成し、その上の基本的な幾何学的性質を調べ、第 II章 (第 4-8
節) で A∞ 型超ケーラー多様体の体積増大度を計算し、そして第 III 章 (第
9-12節)では超ケーラー商の列とその極限について論じる。
第 2節では、A∞型超ケーラー多様体を構成し、体積増大度を求めるのに必

要な基本性質を調べる。構成の方法には Gibbons-Hawking ansatzと超ケー
ラー商構成法の 2通りがあるが、我々は後者を採用し、[5]に従って構成を復
習する。これは、第 5節で論じる 2点間の距離の下からの評価式を導くため
に、超ケーラー商による構成が必要となるからである。さらに A∞型超ケー

ラー多様体 (Xλ, gλ)を構成したのち、Xλ上の超ケーラー構造を保つ S1作用

と、その作用に関する超ケーラー運動量写像 µλ : Xλ → ImHを構成する。
第 3節では、Xλ のホモロジー群と超ケーラー構造に関する周期写像を調

べる。Xλのホモロジー群は [2][5]に沿って、変形レトラクトを構成すること
によって求める。また、トーリック超ケーラー多様体の周期写像は [8]におい
て計算されているが、全く同様にして A∞型の場合にも計算することができ

る。

体積増大度に関する諸結果の証明は第 4節から始める。体積増大度を求め
るのに必要なことは、関数 Vgλ

(p0, r)の上下からの評価であるが、第 4節に
おいて上からの評価を、第 5節において下からの評価を論じる。第 4節では
まず、Xλ上の S1作用と超ケーラー運動量写像 µλを用いて、計量 gλの情報

を R3 上可算個の極をもつ正値調和関数に帰着する。すると、この調和関数

を用いることによって Vgλ
(p0, r)の上からの評価式を具体的に求めることが

できる。

続いて第 5節では Vgλ
(p0, r)の下からの評価を考える。基本的なアイディ

アは第 4節と同じだが、全く同様に評価をしていくと、どうしても我々が期
待する評価よりも弱いものしか得られない。そこで第 5節では、体積の評価
をするのに便利な Bgλ

(p0, r)の開部分集合をうまくとることによって、期待
通りの評価を得ることができる。

第 6節では、第 4、5節の評価を使って主定理を証明し、第 7節で具体例を
挙げて体積増大度を計算する。

第 8節では、(Xλ, gλ)の Taub-NUT変形を定義し、第 4-6節と同様の手法
によって体積増大度を計算する。

第 9節では A∞ 型超ケーラー多様体が ALE空間の列によって近似できる

4



ことを証明する。もう少し詳しく言うと、(Xλ, gλ)の有界な開部分集合 U に

対して、Ak型のALE超ケーラー多様体 (Xk, gk)と、U に微分同相な有界な

開部分集合 Ukで、gk|Uk
が k → +∞において gλ|U に収束するようなものが

存在する。ただしここでの位相は、計量 gλ|U によって定まる
⊗2

T ∗U 上の

ベクトル束の計量による C0ノルムを使う。また、{gk|Uk
}の極限を考えるた

めに、Uk から U への S1 同変な微分同相を構成する。

これに対し第 10節では、A∞型超ケーラー多様体の列の極限について、第

9節の手法を使って論じる。そして、列をうまくとることによって非完備な
超ケーラー計量を得る。これは特殊な場合には、Ooguri-Vafa計量の普遍被
覆空間とリーマン多様体として同じものである。さらに第 11節で、この超
ケーラー構造を保つ推移的な Z-作用が存在することを示し、商空間をとるこ
とで Ib 型特異ファイバー (b = 1, 2, · · ·)をもつ楕円曲面の、特異ファイバー
の近傍上の超ケーラー計量が構成されることを見る。

第 11節で構成した計量は、Gibbons-Hawking ansatzによっても構成でき
る。[11][6]では、Gibbons-Hawking ansatzによってOoguri-vafa計量を構成
しているが、この手法を適用することによって Ib 型の楕円曲面上の超ケー

ラー計量が構成できることを第 12節で示す。
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