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概要

核融合プラズマにおける zonal flowなどの構造形成は，閉じ込めの改善や劣化をもたらすと

して注目されている．このような乱流中の構造形成は，特に 2次元乱流であればエネルギーの

逆カスケードによって説明される．そして逆カスケードされるエネルギーは，プラズマのよう

に力学的にエネルギー入力がない場合，傾圧効果を通じて熱 δQ = T dsによって入力される．

このように，逆カスケードによる構造形成と傾圧効果，そして熱の間には深い関わりがある．

さらに核融合プラズマのような乱流は開放系であり，系の外から境界を通じて熱が入力するこ

とが重要である．

本研究では以上の関係に着目し，傾圧効果を含んだドリフト波方程式の構造形成に関して数

値解析を用いて調べた．その結果，これまでのドリフト波方程式ではあまり考慮されていな

かった密度勾配というパラメータが，zonal flowのような構造形成に大きく影響することが明

らかになった．さらに本研究では，ドリフト波方程式という運動方程式に対して，非散逸かつ

閉じた境界のときに成立する Hamilton形式と呼ばれる概念を応用することで，熱エネルギー

を定め，境界から流入する熱流束の定式化をおこなった．そして境界における熱流束の値を制

御した計算をおこなった結果，zonal flowが形成されているときに，境界から流入する熱流束

を増加させると，密度勾配や温度勾配といった背景勾配が増加することが明らかになった．
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第 1章

序論

1.1 乱流における構造形成と核融合プラズマ

乱流とはその名のとおり非常に乱れた（Reynolds数の高い）流れのことをいうが，その中

にも秩序的な構造が形成されることが知られている．このように系の中に自律的に秩序的な構

造が生まれることを自己組織化 (self-organization) といい [1]，非線形性によって引き起こさ

れる特徴的な現象である．自己組織化する乱流の代表的な例として，木星大気が挙げられる．

木星大気には図 1.1(a)のように縞模様や大赤斑といった秩序的な構造が形成されている [2, 3]

が，これらの領域での風速は 100 m/sにも達しており [4]，乱流状態にあると考えられる∗．縞

模様の部分では東西方向の流れの向きが交互に変化しており（シアを持っている），このよう

な流れのことを zonal flowと呼ぶ．赤道地域（高温な領域）から極地域（低温な領域）への方

向と垂直に流れているのが特徴である．

核融合プラズマの乱流においても，この zonal flowと同様の構造が形成されることが知られ

ている．図 1.1(b) にトカマク断面の模式図を示した．断面の中心部（高温領域）から端（低

温領域）への方向と垂直な向き，すなわちポロイダル方向へ流れて，半径方向にシアを持つ構

造が zonal flowである [1, 6, 7]．Zonal flowは中心部と端との間の熱輸送を阻害するので，核

融合装置における閉じ込めの改善をもたらすと考えられる．これと関連して考えられているの

が，輸送障壁と呼ばれる現象である．輸送障壁とはプラズマ中の密度や温度の勾配が急激に大

きくなる現象で，その形成によって閉じ込め効率は向上する [8]．輸送障壁は，プラズマに入力

する熱を大きくしていったときに，閾値を超えると現れる．輸送障壁によって閉じ込め効率が

∗ 例えば台風の階級分けでは，最も強い階級でも風速 54 m/s以上である [5, p. 325]．
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向上した状態を Hモードといい，向上する前の状態を Lモードという（この変化は LH遷移

と呼ばれる）．Hモードは核融合開発には必須のものと考えられており，ITER（国際熱核融合

実験炉）の実験シナリオにも含まれている [9]．Zonal flowに対して，断面の半径方向を向い

た対流構造も形成されうることが知られており，streamer と呼ばれている [10]．こちらは逆

に，中心部と端との熱のやりとりを促進するので，閉じ込めを劣化させると考えられる．熱の

閉じ込め効率を向上させることは核融合開発の鍵になるので，zonal flowや streamerといっ

たプラズマ乱流中の構造形成は重要視されている．

1.2 エネルギーの逆カスケード

Zonal flowのような大規模な構造はどのようにして生まれるのだろうか．大規模な構造が生

まれるということは，大きな空間スケール（＝小さな波数スケール）のモードにエネルギーが

集中していることを意味する．ゆえにこの現象を理解するためには，波数空間におけるエネル

ギーの輸送を理解する必要がある．

Kolmogorov [11]は，3次元等方乱流に対して波数空間におけるエネルギー輸送の現象論的

な説明を示した．流体の運動方程式（Navier–Stokes方程式）には対流項 v · ∇v が含まれてお

り，Reynolds数が高い乱流状態ではこの項が支配的になる．対流項は非線形であるから，異

なる波数のモードが結合し，波数空間においてエネルギーの輸送をもたらす．Reynolds数が

(a) (b)

図 1.1 (a)木星大気に形成された縞模様と大赤斑 [NASA Photojournal, PIA00343,
http://photojournal.jpl.nasa.gov/catalog/PIA00343]．(b) トカマ
ク断面における zonal flowと streamerの模式図．
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高いので粘性項は非線形項に比べて非常に小さいが，高波数の領域では効くようになる．すな

わち，外力のスケール程度の低波数領域で入力されたエネルギーは，非線形項によって高波数

側へ輸送され，最終的に粘性によって散逸する．非線形項が支配する波数領域を慣性領域とい

い，エネルギーが慣性領域を高波数側へ輸送されることをエネルギーカスケードという．3次

元の乱流においては，エネルギーは細かな構造への集中するのである．

Kolmogorov の説明は 3 次元等方乱流に対するもので，2 次元等方乱流に対する説明は

Kraichnan [12] や Leith [13] によって示された．2 次元乱流が 3 次元乱流と大きく異なるの

は，エネルギー以外にエンストロフィー（渦度の二乗の積分）も保存するということである∗．

エネルギーと同様に，エンストロフィーも非線形項（対流項）によって波数空間内を輸送され

る．そして 2 次元流体の場合，エネルギーは低波数領域へ輸送され，エンストロフィーは高

波数領域へ輸送されるという，双カスケードと呼ばれる現象が起こる．エネルギーが低波数領

域へ輸送されることを，エネルギーの逆カスケードという．エネルギーは逆カスケードによっ

て大規模な構造に集中し，エンストロフィーはカスケードによって構造の隙間に強い乱れとし

て集中する．この理論はいくつも仮定をおいて導かれたものであるが，例えば Bathchelorに

よって数値計算を利用した検証がなされている [14]．

以上のように，3次元乱流ではエネルギーはカスケードによって細かな構造に集中する一方，

2次元乱流では逆カスケードによって大きな構造に集中する．つまり，乱流系における構造形

成には，その系の次元性が重要になる．核融合プラズマでは強力な磁場によって，そして惑星

大気では水平方向と鉛直方向のスケールの違いによって運動は 2次元的になる．そのためエネ

ルギーの逆カスケードによる大規模構造の形成が期待される．

1.3 ドリフト波方程式

トカマクのようなトーラス型の核融合装置においては，トロイダル方向に強い磁場が作られ

る．これによって，プラズマの運動は磁場に垂直な方向の 2次元と平行な方向の 1次元に分離

される．ドリフト波とは，磁場を横切る方向への輸送の主要なメカニズムと考えられているも

のである [15]．

∗ 3次元では渦の引き伸ばしと呼ばれる効果が働き，エンストロフィーは保存しない．渦度方程式 (A.12)におけ
る (ω · ∇)v という項がこの効果を表す．2次元では渦度 ω は z 成分のみで，速度 v は x, y 方向にしか変化し
ないので，この項はゼロになる．
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1.3.1 Hasegawa–Mima方程式

ドリフト波を記述する最も単純な方程式は，Hasegawa–Mima方程式 [16]

∂t(ϕ− △ϕ) − [ϕ,△ϕ] + β∂yϕ = 0 (1.1)

である（変数は規格化されている）．ただし xをトカマク断面の半径方向，y をポロイダル方

向にとる．ϕは静電ポテンシャルで，電子に対する Boltzmann分布と準中性条件から密度揺

動と同一視できる．△ϕは E × B ドリフト vE ∝ ez × ∇ϕの渦度 ω，[ϕ,△ϕ]は E × B ドリ

フトによる渦の対流微分 vE · ∇ω を表している．そして β は，背景密度 n0 の勾配の大きさを

表しており，β ∝ (−d lnn0/dx)を満たす（定義は式 (2.5)）．この方程式の導出など，詳しい

ことは A.1節で述べている．Hasegawa–Mima方程式 (1.1)は，2次元非圧縮性流体の渦度方

程式とよく似た構造を持っている．特に，エネルギーとエンストロフィーを一般化した形で保

存量として持っているので，2次元乱流と同様に双カスケードが起こる．エネルギーの逆カス

ケードによって大規模構造が形成されるが，ここで 2次元乱流との違いが現れる．その違いと

は，式 (1.1)の β∂yϕの項に現れている非等方性である．Hasegawa–Mima方程式は背景密度

が x方向の勾配を持つために非等方になっているのである．この非等方性により，x方向と y

方向とで逆カスケードの傾向が異なったものになる．数値計算によって，y 方向では波数ゼロ

まで逆カスケードし x方向では途中でカスケードが止まる，つまり zonal flowが形成されるこ

とがわかっている [17]．

1.3.2 ドリフト波方程式と惑星大気の方程式

プラズマと惑星大気という，まったく異なったところに zonal flowのような構造が共通して

現れるのはなぜだろうか．実は，ドリフト波方程式と惑星大気を記述する方程式とは非常によ

く似た方程式になっているのである．例えば Hasegawa–Mima方程式は，惑星大気の Rossby

波と呼ばれる波を記述する Charney方程式 [18]と同一の方程式になっている．そのためこれ

らの方程式は Charney–Hasegawa–Mima方程式とも呼ばれる [17, 19]．プラズマの 2次元的

な運動は強い磁場によるものであったが，惑星大気は鉛直方向と水平方向のスケールの違い

によって 2 次元的な運動をする．そしてプラズマでの背景密度の非一様性は，惑星大気では

Coriolis力の非一様性に対応する．他にも 2.2.2節で述べるように，Hasegawa–Mima方程式
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に含まれる β は惑星流体における β 面近似と呼ばれる方程式に現れる β 項という項と類似し

ている．

ただし注意しなくてはならないのは，方程式の形が似ている，または同じであっても，パ

ラメータがとりうる範囲まで同様だとは限らないということである．Hasegawa–Mima 方程

式に現れる β は，密度 n0 の微分を密度自身で割ったもの (−d lnn0/dx) である．そのため

オーダーは β ∼ 1 となる．対して β 面近似方程式に現れる β は，定義は Corioris パラメー

タ f = 2Ω sinφ（Ω は自転速度，φ は緯度）の変化 df/dy（y は惑星の南北方向）そのもの

である．これを規格化すると，代表的なスケール L，代表的な風速 U，赤道半径 a を用いて

β = (L2/U)(2Ω cosφ/a) となる．スケール L に a をとれば β = (a/U)2Ω cosφ となる．つ

まり，惑星の大きさや自転速度によって β の値が大きく異なるのである．理科年表 [5] の値

を利用すると，例えば地球の半径は 6.4 × 106 m で，木星の半径は 7.2 × 107 m なので，木

星のほうが 10 倍程度大きい．自転速度についても，地球では 7.3 × 10−5 s−1 で，木星では

1.8 × 10−4 s−1 で，木星のほうが大きい．風速についても木星のほうが大きいと思われるの

で，これらの差は少し縮まるが，結果として β は地球で数十程度，木星で数百程度になる．惑

星大気の β はドリフト波のそれよりも大きな値になり，惑星によって値はさらに異なるものに

なる．

このようにとる値が大きく変わるので，たとえ方程式において同じ意味をもつ項であって

も，及ぼす影響は変わる可能性がある．

1.4 傾圧効果と渦生成

1.4.1 傾圧効果とは

エネルギーのカスケード・逆カスケードという考え方によって，2次元乱流における大規模

構造形成が説明される．次に問題になるのは，カスケード機構において輸送されるエネルギー

がどこから入力されるかである．先の説明では，外力によって入力されたエネルギーといっ

た．例えば翼や飛翔体の周りにできる乱流は，物体の形状によって流体（気体）が力を受け，

力学的なエネルギーが入力される．しかしプラズマや大気などでは，このような力学的なエネ

ルギーの入力があるわけではない．

このことは，流体の「渦」という観点からも考えることができる．エネルギーのカスケード
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は渦が細かく分裂していくことを意味し，逆カスケードは渦が結合してより大きな渦を作るこ

とを意味すると考えられる．すなわち，カスケードされるエネルギーがどのように入力される

かという問題は，分裂・結合する元の渦がどのように生成されるかという問題になるのである．

力学的なエネルギーの入力があるということは，流体が物理的にかき混ぜられて渦が作られる

ということである．翼や飛翔体などのエネルギーの入力は，物体の周囲を通る流れに Kármán

渦が形成される例を考えればわかりやすいだろう．

プラズマや大気のように，力学的なエネルギー入力がないところで渦を形成するのは，傾圧

効果と呼ばれる効果である [20, 21]．傾圧とは，流体の密度 nと圧力 pの勾配の方向が一致し

ない状態，すなわち∇n× ∇p ̸= 0となる状態のことをいう．傾圧でない，すなわち n = f(p)

という関係が成り立つ状態を順圧という．

粘性も外力も無い流体では，運動方程式は

m[∂tv − v × (∇ × v)] = −∇
(

1
2
mv2

)
− ∇p

n
(1.2)

と表されるから∗，両辺に ∇×を作用させて渦度方程式にすると

m[∂tω − ∇ × (v × ω)] = ∇n× ∇p
n2 (1.3)

となり，傾圧効果が渦を作り出すことがわかる．

1.4.2 Kelvinの循環定理と傾圧効果

式 (1.3)によって，傾圧効果によって渦が形成されることがわかった．これを少し別の視点

で捉える．そのために，流体力学においてよく知られている Kelvinの循環定理 [22]を通じて

傾圧効果を見る．Kelvinの循環定理は次のようなものである：

非粘性順圧流体とともに動く閉曲線 L(t)を考えると，その閉曲線に沿った循環
∮

L(t) v ·

dℓは時間的に不変である．

Kelvinの循環定理，すなわち循環の保存は傾圧効果によって破れるが，数式上でどのように

して保存が破れるかを見てみる．これによって，傾圧効果の，特に熱力学的な意味がわかるよ

∗ 式 (A.10) を参照されたい．外力がないとしたが，電磁場に関しては一般化運動量 mv + eA やエネルギー
mv2/2 + eϕとして運動に付随するものとみなせる．
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うになる．式 (1.2)を利用すれば，循環の時間変化は

d
dt

∮
L(t)

mv · dℓ =
∮

L(t)
m[∂tv − v × (∇ × v)] · dℓ

= −
∮

L(t)
∇
(

1
2
mv2

)
· dℓ −

∮
L(t)

∇p
n

· dℓ (1.4)

と書ける．さらに熱力学関係式 dh = n−1 dp+ T dS（h：エンタルピー，T：温度，s：エント

ロピー）を用いれば，この式は

d
dt

∮
L(t)

mv · dℓ = −
∮

L(t)
∇H · dℓ +

∮
L(t)

T∇s · dℓ (1.5)

とまとめられる．ただし H = mv2/2 + hは一般化エンタルピーである．右辺の第 1項は完全

形式なので積分するとゼロになる．つまり，

d
dt

∮
L(t)

mv · dℓ =
∮

L(t)
T∇s · dℓ (1.6)

という関係が成り立つ．順圧であれば n−1∇pや T∇sは完全形式であり，式 (1.6)の右辺はゼ

ロになって循環が保存する．式 (1.6)は，流体の循環（渦）が傾圧効果を通じて熱 δQ = T ds

によって作られることを意味している．傾圧効果は，流体に渦を作り，熱という形でエネル

ギーを入力しているのである．

1.4.3 傾圧効果と Bénard対流

傾圧効果が流れの構造を作る例として，Bénard対流 [23, Ch. II]について述べる．Bénard

対流とは，層状の流体を下側から加熱したとき，下部の流体の密度が減少して浮力が生じるこ

とで起こる現象である．

一様重力下で，下側から加熱される流体の運動を考える．運動方程式は，重力場を g と書

けば

m(∂tv + v · ∇v) = −n−1∇p+mg (1.7)

となる．この式の静止平衡状態は v∗ = 0, −n−1
∗ ∇p∗ +mg = 0と表される．静止平衡からの

摂動を考える．Boussinesq近似によって密度の摂動 ñ = n− n∗ と温度の摂動 T̃ = T − T∗ と
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が比例すると仮定し，

ñ = −αn∗T̃ (1.8)

と表す．すると，式 (1.7)は

m(∂tv + v · ∇v) = −n−1
∗ ∇p+ (1 − αT̃ )mg (1.9)

と書くことができる．この方程式に粘性項を加え，線形化して安定性解析すると，温度勾配

（空間の両端での温度差）が一定以上ある場合に対流が起こる．これが Bénard対流である（も

しくは単に熱対流とも呼ばれる）．

以上は Bénard対流に関してよくおこなわれる説明で，先に述べたとおり浮力 (1 − αT̃ )mg

によって対流が生まれるとされる．もちろんこれは正しい解釈だが，実は突き詰めると，

傾圧効果，すなわち T ds の非完全性に結びつけることができる [24]．Maxwell の関係式

(∂s/∂p)T = −(∂V/∂T )p = n−2(∂n/∂T )p と式 (1.8)から，∇s∗ = −αn−1
∗ ∇p∗ という関係が

得られる．これを用いれば，式 (1.9)は

m(∂tv + v · ∇v) = −∇(h̃− T∗s̃) + T̃∇s∗ (1.10)

と書き換えられる．ただし dh = n−1dp+ T dsより∇h̃ = n−1
∗ ∇p̃+ T∗∇s̃となることを利用

した．この式から，Bénard対流の渦形成は T̃∇s∗ の非完全性に起因することがわかる．重力

場が存在するという情報は，静止平衡でのエントロピーに勾配 ∇s∗ があるということに含ま

れている．流体の加熱が一様であれば，T̃ は∇s∗ と同じ向きにしか変化しないので，T̃∇s∗ は

完全形式になり，渦は形成されない．しかし流れ v が存在すれば対称性は破れ，T̃ は ∇s∗ 以

外の向きにも変化して T̃∇s∗ は非完全形式になる．Bénard対流の問題は，重力場が平衡状態

のエントロピーに勾配を作るということから，傾圧効果による渦生成と結びつけて考えること

ができるのである．

1.5 流体運動と熱力学法則

1.4.2 節で述べたことから，流体の渦形成は傾圧効果を通じて熱 δQ = T dS と関係している

ことがわかる．ここで，熱力学法則と流体運動との関係について述べておく．

熱力学第 1法則はいわゆるエネルギー保存則で，系のエネルギー変化 dE が系になされた力

– 8 –



学的仕事 δW と系に流入した熱 δQの和で書けるというものである：

dE = δW + δQ. (1.11)

この dは熱力学的な状態変数の変化を表す記号であり，すなわち状態空間における経路上の移

動を表している．δ は状態変数でない一般の変化について用いる記号である．流体運動を扱う

上で，非平衡系のランダムな運動すべてを扱いきることは不可能である．そこで流体エレメン

ト（流体要素）を考え，個々のエレメントでは熱力学法則が成り立つとする．なお簡単のため，

各流体エレメントにおいて密度 nと体積 V に対して nV = 1となるように粒子数を規格化す

る．E は流体エレメントが持つ全エネルギーである．δW は圧力 pによる −p dV 以外にも要

因が存在するが，E を調整して δW = −p dV となるようにする．これは働く力をポテンシャ

ルエネルギーとして E に含ませるなどすればよい．流体エレメントの全エネルギーは，熱エネ

ルギー E と流体の運動エネルギー EF からなる．後者は状態変数でないので，dE = dE + δEF

と表される．よって，流体エレメントに対して第 1法則 (1.11)は

dE + δEF = −p dV + δQ (1.12)

と表される．エンタルピー h = E + V pを導入すると，この式は

dh+ δEF = n−1 dp+ δQ (1.13)

とも表される．

ここで変動 d の意味を明確にしよう．これによって普通の熱力学法則と流体運動を含

んだ熱力学法則の違いが浮き彫りになる．流体の運動がなくて準静的であれば（δEF が

なくて δQ = T dS），式 (1.12) は式 (1.11) に，そして式 (1.13) はよく知られた関係式

dh = n−1 dp+ T dS に帰着する．このときの dは系に対する準静的操作による状態空間上の

変化であり，必ずしも時空間と結びついた変化ではない∗．一方で流体の運動を考えると，物

理量の変動は流体運動にともなって起こる．すなわち dは流体エレメントの時空間上の軌道に

沿った変化（物質微分）になる．

以上のようにして，熱力学法則は流体運動を含むような形に定式化される．これと傾圧効果

を合わせると，熱力学法則と流体運動との関係が図 1.2 のようにまとめられる．流体の運動

∗ 例えばピストンを動かしたときのような，温度や体積で表される状態空間での変化である．
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熱⼒学的法則

流体運動

（逆カスケード, zonal flow, etc.）

図 1.2 熱力学法則と流体運動との関係図．流体運動は熱力学法則の中では変動 dが
時空間の変化であることとして記述され，流体の循環（渦）は傾圧効果を通
じて熱 δQ = T dsによって生まれる．

は，熱力学法則の関係式 (1.12), (1.13)において変動 dが時空間の変化であることとして記述

される．一方で熱は，傾圧効果を通じて流体の運動にエネルギーの流入，渦の形成として変化

をもたらす．それをわかりやすく示すのが Kelvinの循環定理の破れ（1.4.2 節）であり，代表

例が Bénard対流（1.4.3 節）である．なお図 1.2において，流体の逆カスケードや zona flow

といったものは流体運動の枠組みの中に存在するものである．

1.6 プラズマ乱流の熱的駆動

ここまでに述べたことをまとめれば，zonal flowなどのプラズマ乱流中の構造は，傾圧効果

によって熱力学的に生成された渦が，流体力学的にエネルギー逆カスケードによって大規模な

構造に結びついたものだといえる．傾圧効果による渦生成やエネルギーカスケードは，それぞ

れ独立してはよく研究されているものであるが，これらを組み合わせた研究はあまり取り組ま

れていない．

Yoshida–Mahajan [25]は，前節で述べたような流体運動を含んだ熱力学法則のの視点から，

現象論的な熱力学モデルを構成して解析した．熱によって乱流が駆動され，逆カスケードに

よって大規模構造が形成されている系を想定し，その熱力学的特性について解析した研究であ

る．そこでは，系に流入する熱流束が制御されていることが重要になる．熱流束を制御するこ
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とに違和感があるかもしれないが，核融合プラズマや惑星大気において，温度が制御されてい

るとは考えにくい．むしろ高温な中心部から流入する熱や，太陽から入射する熱を扱うほうが

自然である．さらに境界から熱が流入するということは，以下のように重要な意味を持つ．孤

立した系は熱力学第 2法則に従い熱的死に向かうので，秩序的な構造が保たれ続けるにはエネ

ルギーの入力が必要になる．これは系を開放系に設定することを意味している．そして傾圧効

果は渦を形成し力学的エネルギーを作るが，そのエネルギー源になるのは熱である．つまりこ

の熱が，系の外から境界を通って流入すると考えるのである．

もう 1つ重要になるのは，乱流に大規模構造が形成されることによって，熱輸送に変化を及

ぼすということである．例えば zonal flowは熱輸送を妨げると考えられるから，熱流束に対す

るインピーダンスとして働くと考えられる．以上の定式化の下で，系に zonal flowが形成され

ているとき，境界条件として熱流束を制御することによって，熱流束がある閾値を超えたとき

に温度勾配が増大する（エントロピー生成率が増大する）分岐が起こることが示された．これ

は，LH遷移を説明したことを意味している．なお，それに続く研究で，制御する量を熱流束

から温度に変更した場合や，系に形成されている構造を streamer型に変更した場合について

の解析もなされている [26]．

輸送障壁の形成や LH遷移については，渦形成や熱流束についてモデル化した研究は多くな

されている．例えば Hinton [27] は，ポロイダル方向のシアに関する新古典理論に基づいて，

熱輸送方程式から LH遷移について説明した．本研究では，渦形成について直接的に運動方程

式（渦度方程式）を解き，熱輸送と結合させて解析をおこなう．

1.7 研究概要

本研究では，以上のような背景のもとで，傾圧効果によって渦が形成され，エネルギーの逆

カスケードによって大規模構造が発現するプラズマのモデルに関する解析をおこなう．特に本

研究は，プラズマの運動方程式（ドリフト波方程式）そのものを解析することによって，現象

論的な熱力学モデル [25] で得られた結果を検証することを目的とする．そのために，傾圧効

果によって駆動されるようなドリフト波方程式を用いる．圧力項を含んだドリフト波方程式は

多く提案されているが，ほとんどは反磁性ドリフトによって傾圧効果が打ち消されている．そ

こで本研究では，近年提案された傾圧 Hasegawa–Mima方程式 [28]というドリフト波方程式

を利用する．まず傾圧効果によってエネルギーが入力される様子，そしてエネルギーの逆カス
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ケードによって大規模構造が形成される様子をみる．そして続いて，どのような構造がどのよ

うなときに形成されるかを，方程式に含まれるパラメータを変化させて調べる．その後，構造

形成が熱輸送に影響を及ぼす場合，そして境界から熱流束が流入する場合について解析する．

特に後者では境界条件の設定が重要である．何故ならば，多くの研究で用いられている周期境

界条件や Dirichlet境界条件では熱流束の流入が実現できないためである．本研究ではこれを

正しく定式化するために，傾圧 Hasegawa–Mima 方程式が非散逸かつ閉じた境界のときに持

つ Hamilton形式を利用する．

本論文の構成は以下のようになっている．第 2章ではモデルの定式化をおこなう．2.1節で

は，方程式の導出をする前に系の物理的な条件を設定する．2.2節では本研究で用いるドリフ

ト波方程式について述べる．設定した条件のもとでの方程式の導出をおこない，そしてその

方程式が持つ特徴として，線形不安定性と Hamilton 形式について述べる．方程式の導出と

Hamilton形式に関しては本文では概要にとどめ，補足 Aで解説をおこなう．2.3節ではドリ

フト波乱流の熱的駆動の定式化について述べる．乱流中の構造形成が背景勾配に及ぼす影響

や，境界からの熱流束の流入がドリフト波方程式でどのように実現されるか，本研究で用いた

手法を述べる．第 3章では，第 2章で定式化したモデルについての数値解析の結果を述べる．

3.1節では数値解析の手法や条件に関して簡単に説明する．数値解析の手法に関しては補足 B

に解説を設けた．3.2節以降は数値解析の結果を示し，第 4章で得られた結果をまとめる．
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第 2章

熱的に駆動されるドリフト波乱流
モデル

2.1 物理的な条件

本研究で対象とするのは，トーラス状のトカマクプラズマである．トロイダル方向の磁場が

十分に強いとし，トーラス断面でのイオンの 2次元的な運動を考える．

模式図を図 2.1に示す．z をトロイダル方向，xを断面の半径方向，yをポロイダル方向にと

る．断面全体ではなく一部の領域に制限する．磁場はトロイダル方向を向いていて，大きさは

一様かつ一定とする：B = Bez．すなわち，静電プラズマを考える．磁場が時間変化しないの

で，電場は静電ポテンシャル ϕの勾配で表される：E = −∇ϕ．

B
z

x

y

図 2.1 対象とする系（トカマクプラズマ断面）の模式図．トロイダル方向を z，断
面の半径方向を x，ポロイダル方向を y とする．
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イオンの運動を E × B ドリフト

vE = E × B

B2 = 1
B

(
−∂yϕ

∂xϕ

)
(2.1)

で近似する．他にも圧力で表される反磁性ドリフトを用いるモデルもあるが [29, 30]，本研

究では傾圧効果に注目するので，圧力は E × B ドリフトに働く力として考える．式 (2.1)か

ら，E × B ドリフトは非圧縮流れ (∇ · vE = 0) であり，静電ポテンシャル ϕ は流れ関数の

役割を果たすことがわかる．そして渦度は ϕの Laplacianで表される：ω = (∇ × vE) · ez =

B−1△ϕ．流体方程式において現れる対流微分 v · ∇は，E × B ドリフトに対しては Jacobian

[f, g] = ∂xf∂yg − ∂yf∂xg を用いて vE · ∇ = B−1[ϕ, ◦]と表される．

イオンの密度や温度，圧力については，背景量からの揺動を解く．すなわち

ni = ni0 + ñ,

Ti = Ti0 + T̃ ,

pi = pi0 + p̃

(2.2)

のように展開し，ñ/ni0, T̃ /Ti0, p̃/pi0 は微小量だとする．ただし背景量 ni0, Ti0, pi0 には，

半径方向，すなわち x方向に勾配があるものとする．なお温度には Boltzmann定数が含まれ

ていて，単位はエネルギーになっている．これらの間には，pi = niTi，そして pi0 = ni0Ti0 と

いう関係が成り立っているものとする．この関係から，圧力の揺動成分に関して

p̃ = ni0T̃ + ñTi0 (2.3)

という関係が成り立つ．

電子はイオンに比べると質量が非常に小さいので，磁力線に平行な向きに激しく運動してす

ぐに緩和すると考えられる．そのため，電子は Boltzmann分布に従うとする：

ne = n0 exp
(
eϕ

Te

)
. (2.4)

ただし電子温度 Te は一定とする．さらに準中性条件を課して ni ≈ ne とする．その結果，

ñi/ni0 = ñe/ne0 = eϕ/Te という関係が得られる．以降では密度の添字 i, eと圧力の添字 iを

省略する．
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2.2 傾圧 Hasegawa–Mima方程式

2.2.1 導出

前節で述べたような設定のもとで，本研究で用いる方程式が導かれる．計算過程については

補足 A.1節に記した．

規格化に用いる定数は，イオンの質量 m を用いて表される，サイクロトロン周波数 ωci =

eB/m，イオン音速 cs =
√
Te/m，そしてサイクロトロン半径 ρs = cs/ωci =

√
mTe/eB

である．背景密度 n0 と背景温度 Ti0 の勾配長をそれぞれ Ln = −(d lnn0/dx)−1, LT =

−(d lnTi0/dx)−1 と表す．システム長を Lとして，密度勾配と温度勾配の大きさを表す無次元

数を定義する：

β = L

Ln
= L

(
−d lnn0

dx

)
,

βT = L

LT
= L

(
−d lnTi0

dx

)
.

(2.5)

その他の無次元数として，温度勾配と密度勾配の比 ηi = Ln/LT = βT /β，イオン温度と電子

温度の比 τ = Ti0/Te，そしてサイクロトロン半径とシステム長の比 ϵ = ρs/Lを定義する．ϵ

は微小量であり，変数の規格化に用いられる．

規格化を以下のように定める：

x̂ = x

ρs
, ŷ = y

ρs
, t̂ = ϵωcit = cs

L
t,

ϕ̂ = ϵ−1 eϕ

Te
, p̂ = ϵ−1 p̃

n0Te
.

(2.6)

微分に関しても，同様に △̂ = ρ2
s △, [◦, ◦]norm = ρ2

s [◦, ◦]と規格化する．

流体の運動方程式，連続の式，そして断熱の式
∂tv + v · ∇v = e

m
(E + v × B) − 1

nm
∇pi,

∂tn+ ∇ · (nv) = 0,

∂tp+ v · ∇p+ γp∇ · v = 0.

(2.7)

からドリフト波方程式が導かれる．ただし γ は比熱比で γ = 5/3である．運動方程式は，両辺
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に ∇×を作用させて渦度方程式

(∂t + v · ∇)(ω + ωci) = (ω · ∇) − ω(∇ · v) + 1
mn2 ∇n× ∇pi (2.8)

に書き換えられる．右辺第 1項は，2次元運動では ω が z 成分のみを持つので消去できる．連

続の式を ∇ · v = d lnn/dt と書き換えることで，渦度方程式と断熱の式から ∇ · v を消去す

る．順圧であるか，またはイオン温度が無視できる場合には，渦度方程式から

∂t̂(ϕ̂− △̂ϕ̂) − [ϕ̂, △̂ϕ̂]norm + β∂ŷϕ̂ = 0 (2.9)

が得られる．これが Hasegawa–Mima方程式である [16]．傾圧効果を含めて計算すれば，次の

方程式が得られる（式 (A.22), (A.26)）．{
∂t̂(ϕ̂− △̂ϕ̂) − [ϕ̂, △̂ϕ̂]norm + β{1 + τ(1 + ηi)}∂ŷϕ̂+ [ϕ̂, p̂]norm − β∂ŷp̂ = 0,

∂t̂(p̂− Γϕ̂) + [ϕ̂, p̂]norm + βτ(1 + ηi − γ)∂ŷϕ̂ = 0.
(2.10)

これを傾圧 Hasegawa–Mima方程式と呼ぶ [28]．

ここで，無次元数 αを

α = βτ(1 + ηi − γ) (2.11)

と定義する．あとで述べるように，この数は傾圧効果による不安定性において重要なもので

ある．さらに式 (2.3) から圧力揺動を p̂ = T̂ + τ ϕ̂ として温度揺動に置き換えれば（ただし

T̂ = ϵ−1(T̃ /Te)），式 (2.10)は{
∂t(ϕ− △ϕ) − [ϕ,△ϕ] + (β + α)∂yϕ+ [ϕ, T ] − β∂y(T − (γ − 1)τϕ) = 0,

∂t(T − (γ − 1)τϕ) + [ϕ, T ] + α∂yϕ = 0
(2.12)

と書き換えられる．ハットなどの規格化の記号を省略した．

2.2.2 他のドリフト波方程式との違い

Hasegawa–Mima 方程式や傾圧 Hasegawa–Mima 方程式以外にも，すでに様々なドリフト

波方程式が研究されている．その中でも圧力項を含むものには，例えば Hamaguchi–Horton

方程式 [29] や Kim–Horton–Hamaguchi 方程式 [30] などがある．これらの方程式と傾圧
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Hasegawa–Mima方程式の違いを 2つ述べておく．

まず 1 つ目の違いは，イオンの速度に関することである．Hamaguchi–Horton 方程式や

Kim–Horton–Hamaguchi方程式など，ほとんどの方程式においては，イオンの速度をE × B

ドリフトと反磁性ドリフト（＋分極ドリフト）によって近似している．すると運動方程式にお

ける圧力項は，反磁性ドリフトによってキャンセルされる．本研究では特に傾圧効果に注目し

ているので，イオンの速度は E × B ドリフト（＋分極ドリフト）で近似している．

もう 1つの違いは，規格化に関することである．本研究では，微小パラメータとしてサイク

ロトロン半径 ρs とシステム長 Lの比 ϵ = ρs/Lを用いている．対して多くのモデルにおいて

は，システム長 L でなく密度勾配長 Ln を用いている（温度勾配長 LT を用いる例もある）．

すると，式 (2.5)で定義した β は 1に規格化される．しかしこの β という量は，第 3 章で実

際に数値解析によって確かめるように，構造形成において非常に重要な役割を果たす．傾圧

Hasegawa–Mima方程式で密度勾配の大きさを表す β は，地球流体力学における β 面近似 [31,

Sec. 3.17]に現れる β という量（Coriolisパラメータの変化率）と類似している．参考として

β 面近似の方程式を示すと，渦度 ζ と流れ関数 ψ によって

∂tζ + [ψ, ζ] + β∂xψ = ν△ζ (2.13)

と表される∗．Hasegawa–Mima 方程式 (2.9) と β 面近似 (2.13) とを見比べると，前者で渦

度に密度の項が付け加わっていることを除けば，全く同一のものである（∂x と ∂y との差は，

座標軸の取り方＝背景密度・温度や Coriolis パラメータの変化する方向の取り方によるも

のである）．β 面近似 (2.13) において zonal flow が形成されること [32]，そしてその形成は

β の値に依存すること [33, 34] が示されている．1.3 節で述べたように，β 面近似での β と

Hasegawa–Mima方程式における β では取りうる値の範囲が違うが，それでもやはり構造形成

に重要な役割を果たすと考えられるので，規格化せずに残している．

2.2.3 線形分散関係

傾圧 Hasegawa–Mima方程式には，その名のとおり傾圧効果が含まれているので，不安定性

が存在する．それを確認するために，傾圧 Hasegawa–Mima方程式の線形分散関係を導く．

まず式を簡単にするために，s = T − (γ − 1)τϕ = p− Γϕとおく．これはエントロピーの摂

∗ 扱うモデルによって，右辺に外力などの項が加わることがある．
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動量である．式 (2.12)は{
∂t(ϕ− △ϕ) − [ϕ,△ϕ] + (β + α)∂yϕ+ [ϕ, s] − β∂ys = 0,

∂ts+ [ϕ, s] + α∂yϕ = 0
(2.14)

という形になる．非線形項を無視して，ϕ = ϕω,ke−iωt+ik·x, s = sω,ke−iωt+ik·x を代入すると{
− iω(1 + k2)ϕω,k + iky(β + α)ϕω,k − ikyβsω,k = 0,

− iωsω,k + ikyαϕω,k = 0
(2.15)

となるから（ただし k = (kx, ky), k2 = k2
x + k2

y），整理すれば分散関係式が得られる：

(1 + k2)ω2 − (β + α)kyω + βαk2
y = 0. (2.16)

第 1項と第 2項からは y 方向に伝搬する波の分散関係

ω = β + α

1 + k2 ky (2.17)

が得られる．そして第 1項と第 3項から得られる

ω = ±
√

−βα
1 + k2 ky. (2.18)

という関係は，βα > 0であれば成長または減衰を表す．以上より，非線形項がほとんど影響

しないときには，y 方向への伝搬と，線形不安定性による成長が起こることがわかる．

厳密には，式 (2.16)を解いた

ω =
β + α±

√
(β + α)2 − 4βα(1 + k2)

2(1 + k2)
ky (2.19)

が解になる．この虚部，つまり線形不安定性による成長率の kx, ky に対する依存性は図 2.2の

ようになる．ky = 0のモード，すなわち zonal flowのモードは線形不安定性では成長しない

こと，そして，kx が小さく ky が大きいモードのほうが線形不安定性による成長率が大きいこ

とがわかる．

式 (2.18)が不安定になる条件は βα > 0で，β は定義 (2.5)から基本的に正である．そのた

め，α > 0であれば線形不安定性が発生する．αの定義 (2.11)より，この条件は

ηi > γ − 1 = 2
3

(2.20)
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(a) β = 1.0, α = 1.0の場合．
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図 2.2 線形分散関係式 (2.19)の虚部を (kx, ky)に対してプロットしたもの．ky = 0
のモードは成長しないこと，そして ky が大きいほうが成長率が大きいこと
がわかる．(a)と (b)で β, αの値を変えているが，傾向は同じである．

と表される．つまり，イオンの背景温度勾配と背景密度勾配の比が大きくなると不安定性が発

生する．このような不安定性はイオン温度勾配 (ion temperature gradient, ITG)不安定性と

呼ばれる [35]．

注意しておく点は，ここでの ITG不安定性は通常の ITG不安定性と呼ばれるものと原因が

異なることである．普通 ITG不安定性といった場合，不安定性の原因になるのは磁力線方向

の運動 v∥ や磁場曲率 ∇B である．これらが温度勾配と結びついて不安定性が駆動される．磁

力線方向の運動 v∥ に起因するものをスラブ ITGモードといい，磁場曲率に起因するものをト

ロイダル ITGモードという．傾圧 Hasegawa–Mima方程式はどちらも含んでおらず，傾圧効

果によってのみ不安定性が駆動される．

不安定性が現れるする条件を ηi の形で記述したが，実は α > 0も重要な意味を持つ．ゼロ

次のエントロピーは s0 = ln pi0n
−γ
0 = lnTi0n

1−γ
0 であり，この勾配は次のように Ln, LT で表

される：

ds0

dx
= (1 − γ)d lnn0

dx
+ d lnTi0

dx
= −1 − γ

Ln
− 1
LT

. (2.21)

ここでエントロピーの勾配長を Ls = (−ds0/dx)−1，勾配の大きさを βs = L/Ls で定義すれ
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ば，αは

α = Ti0

Te

L

Ln

(
1 − γ + Ln

LT

)
= Ti0

Te

L

Ls
= Ti0

Te
βs (2.22)

のように，βs にイオン温度と電子温度の比をかけたものになる．すなわち，不安定性が生じる

α > 0という条件は，エントロピー s0 が x方向（半径方向）へ向かって減少する (βs > 0)と

いう条件に他ならない．1.4.3 節で Bénard 対流を重力場に起因したエントロピー勾配による

渦生成と関連付けて述べたが，同じことがドリフト波方程式でも起こっているのである．

2.2.4 Hamilton形式と熱エネルギー

揺動が駆動されるということは，そのエネルギー源になるものが存在するということであ

る．傾圧 Hasegawa–Mima方程式の駆動のメカニズムは傾圧効果であるから，そのエネルギー

源は熱であると考えられる．揺動のエネルギー

E = 1
2

∫ (
ϕ2 + |∇ϕ|2 + s2

Γ

)
d2x (2.23)

の時間変化を見ると，境界項を無視すれば次のようになる：

dE
dt

= −
(
β + α

Γ

)∫
s∂yϕ d2x. (2.24)

ここで s = T − (γ − 1)τϕ, vx = −∂yϕを用いれば，

dE
dt

=
(
β + α

Γ

)∫
Tvx d2x (2.25)

という形にできて，揺動のエネルギーが成長することがわかる．

式 (2.24), (2.25)の右辺を生む源が，熱エネルギーであると考えられる．すなわち，何らか

の量 Qが存在して，揺動のエネルギー (2.23)と合わせて E +Qが時間変化しないと考えるの

である．しかしただ適当な量を考えて Q とするわけにはいかない．そこで本研究では，これ

を明確に書き下すために，一般化 Hamilton形式という概念を利用する．Hamilton形式に関

する事柄は A.2節にまとめた．結果だけを述べると，傾圧 Hasegawa–Mima方程式 (2.12)の

Hamilton形式は次のようになる．ただし境界条件には，Dirichlet境界条件や周期境界条件な

ど，境界項がゼロになる閉じた境界条件を用いる．

– 20 –



• 状態変数を q := ϕ− △ϕ−βx, σ := s−αx = T − (γ− 1)τϕ−αxと定義する．これら

は密度∗とエントロピーに，それぞれ背景の勾配 β, αによって補正を加えたものである．

• Hamiltonianは次のように定められる：

H = 1
2

∫ [
ϕ2 + |∇ϕ|2 + s2

Γ
− 2

(
β + α

Γ

)
xs

]
d2x. (2.26)

• Poisson作用素は，状態変数 q, σ に対して

J =

(
[q, ◦] + [σ, ◦] [σ, ◦]

[σ, ◦] 0

)
(2.27)

と定められる．

• 以上を用いれば，傾圧 Hasegawa–Mima方程式は

∂

∂t

(
q

σ

)
= J


δH

δq

δH

δσ

 (2.28)

と表される．

Hamiltonianは，揺動のエネルギー E に別の項が加わって構成されている．これを E +Q

とみなす．すなわち，ただ E + Qが保存するというだけでなく，Hamiltonianという，運動

を支配する意味を持つものを利用するのである．

ここで注意しなくてはならないのは，Hamilton形式はあくまで粘性などの散逸が存在しな

いこと，そして境界が閉じていることが条件になる．本研究で扱うのは，散逸がある上に開い

た系である．そのため Hamilton形式は原則として利用できない．ただ，揺動のエネルギーが

線形不安定性によって成長する，そのエネルギー源を明示するために Hamilton形式を利用し

たのである．そのためこの H は，Hamiltonianと呼ばずに「全エネルギー」と便宜的に呼ぶ

ことにする．

∗ ϕ − △ϕは渦度であるが，密度が ϕと表されていることから，密度に対して有限サイクロトロン半径効果によ
る補正 (1 − ρ2

s △)がかかったものとみなすこともできる．
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2.3 ドリフト波乱流の自己組織化と熱的駆動

序論で述べたように，プラズマ乱流における zonal flowなどの構造は，核融合プラズマにお

ける熱の閉じ込めに影響するとされている．すなわち，プラズマ乱流中の構造によって，背景

の勾配が影響されて変化するはずである．そして加えて，境界からの熱流束の流入を考える．

図 2.3に模式図を示した．前節で述べた線形不安定性は，密度・温度勾配からドリフト波乱流

へ向う矢印（傾圧効果）を表している．残りの矢印，すなわち背景勾配への影響と，境界との

熱のやりとりに関して本節で定式化する．

2.3.1 背景勾配の修正

傾圧 Hasegawa–Mima 方程式において解いているのは，密度揺動（静電ポテンシャル）

ñ = eϕ/Te と温度揺動 T̃ である．これらを用いて背景勾配 β, βT を修正する．本研究では [28]

と同様に，n = n0 + ⟨ñ⟩, Ti = Ti0 + ⟨T̃ ⟩としたうえで，これらの勾配を用いて β, βT を定義し

なおす．ただし ⟨◦⟩は y 方向に平均を取ることを意味する．規格化して ϕ̂や T̂ で書けば，こ

れらの式は
n = n0

(
1 + ϵ⟨ϕ̂⟩

)
,

Ti = Ti0

(
1 + ϵ

Te

Ti0
⟨T̂ ⟩
) (2.29)

⾼温

密度・温度勾配

傾圧効果

低温

構造形成

ドリフト波乱流

（傾圧 ⽅程式）

図 2.3 ドリフト波乱流の背景勾配への影響と熱流束の流入に関する模式図
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と表される．数値解析で実装する際には，各ステップで式 (2.29)から最小二乗法によるフィッ

ティングで β と βT を再計算する．そして αも式 (2.11)に従って再計算する．

以上の設定によって，ドリフト波乱流は傾圧効果によって背景勾配の大きさに依存した熱エ

ネルギーの入力を受けながら（式 (2.25)），その勾配を自身で変化させるというモデルが構成

される．

2.3.2 境界条件の設定

次に，ドリフト波方程式の境界条件の設定について考える．本研究では x方向をトカマク断

面の半径方向とし，y 方向をポロイダル方向としている．そのため y 方向に関しては周期境界

条件を課す．x方向に関しては，多くの研究で用いられているような周期境界条件や Dirichlet

境界条件では不十分である．熱力学モデルによる研究 [25]にならい，高温側から流入する熱流

束を制御することを考える．低温側については，熱流束の制御ではなく，熱浴に吸収されてい

ると考えて境界条件を設定する．

2.3.2.1 高温側：熱流束の制御

高温側では，熱流束が境界から流入するような境界条件を設定する．ここでの「熱流束」を

定式化するために，2.2.4節で定めた熱エネルギーを利用する．その項は，全エネルギー H か

ら揺動のエネルギー E を引いた

Q = H − E = −
∫ (

β + α

γ

)
xsd2x (2.30)

である．ただしこれに含まれる xは，β や αなどが x方向の勾配を表すことから，βxという

ような項を微分して β が残るように現れたものである．そのため，原点 (x = 0)の設定には意

味が無いことに注意しておく∗．

熱流束とは熱の「流れ」のことであるから，全空間での積分量でなくて，全エネルギーH の

密度に関する輸送方程式を考える．H の密度を Hとおく (H =
∫
H d2x)．するとその輸送方

∗ この xの原点をずらすことは，全エネルギーには sの定数倍を加えることを意味するが，これは Hamilton形
式の言葉でいえば Casimir不変量を Hamiltonianに加えていることになる（A.2.2節）．
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程式は，傾圧 Hasegawa–Mima方程式から

∂tH = −[ϕ,H] + ∂y

{
βϕs+

(
β + α

Γ

)
xs− (β + α)ϕ

2

2

}
−
[
ϕ2

2
, s

]
+ ∇ · (ϕ∂t∇ϕ)

(2.31)

となる．右辺の第 1項はE × B ドリフトによるH の密度Hの輸送を表す．第 2項は Rossby

波によって y 方向へ伝搬する部分である．第 3 項は，傾圧効果のうち，揺動同士のカップリ

ングによる部分である（不安定性を引き起こすのは，揺動と背景勾配とが結びついた部分であ

る）．第 4項は，運動エネルギーを (ϕ2 + |∇ϕ|2)/2で書いているところから，渦度 ϕ− △ϕで

書き換える際に発生する項である．右辺はすべて空間微分から構成されており，積分すれば境

界項になる．第 2項と第 4項はそのまま Gaussの発散定理を用いればよい．第 1項と第 3項

に関しては

[f, g] = ∂xf∂yg − ∂yf∂xg = ∂x(f∂yg) − ∂y(f∂xg) (2.32)

と変形すれば Gauss の発散が適用できる．そのため Hamilton 形式のように，周期境界条件

や Dirichlet 境界条件（ゼロ固定）など，境界項を無視するような閉じた境界条件を課す場

合，式 (2.31)の右辺は積分すればすべて消える．これは H の積分が Hamilton形式における

Hamiltonianであり，保存するので当然のことである．

式 (2.31) の [ϕ,H] という項から，式 (2.30) で表される熱エネルギーは H の一部として

E × B ドリフトによって輸送されていることがわかる．そこで，熱エネルギー Qの密度の輸

送項を y 方向へ積分した

F = −
(
β + α

Γ

)∫
s∂yϕ dy =

(
β + α

Γ

)∫
Tvx dy (2.33)

を熱流束として，高温側の境界で値を制御する．

ここでポイントになるのは，境界から揺動のエネルギーを入力しているわけではないとい

うことである．あくまで入力しているのは「熱」というエネルギー源であり，系の内部で式

(2.25)を通じて揺動を駆動させる．

2.3.2.2 低温側：熱浴の設定

次に低温側の境界条件を考える．低温側では系の外側に熱浴の領域を設定する．熱浴は十分

な大きさがあって，ほとんど常に平衡であるとする．そのため，ドリフト波のような揺動は熱

– 24 –



浴内では減衰すると考えられる．そこで{
∂t(ϕ− △ϕ) = Dϕ,

∂t(T − (γ − 1)τϕ) = DT

(2.34)

というような，散逸項Dϕ,DT による時間発展方程式を解く．これは，熱浴は対流や Rossby波

のような輸送がほとんど起こらないほど平衡に近く，揺動はただ減衰すると考えていることを

意味する．散逸項の具体的な形に関してはここでは明示しない．次章で傾圧 Hasegawa–Mima

方程式の数値解析について述べ，その際に方程式 (2.12)に散逸項を付け加えるが，それと同じ

ものを用いる．

なお，熱浴として系の外部に領域を設定したので，今度はその領域での境界条件を課す必要

がある．y 方向には系内部と同様に周期境界条件を課す．x方向には，系からある程度離れた

ところでゼロになるように Dirichlet境界条件を課す．これは，それだけ離れていれば十分に

減衰すると考えられるということである．熱浴の幅をその距離に設定しているわけではないこ

とに注意されたい．
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第 3章

数値解析

本章では，前節で説明した傾圧 Hasegawa–Mima方程式に関する数値解析の結果を述べる．

3.1節では数値解析の手法について概要を述べる．詳細は補足 Bを参照されたい．3.2節では，

傾圧効果によって乱流が駆動され，逆カスケードによって大規模構造が形成することを見る．

続く 3.3節では，背景勾配や温度勾配によって，形成される構造にどのような違いが現れるか

を調べる．3.4節では，2.3.1節で述べたように，ドリフト波の構造が背景密度や背景温度に及

ぼす影響を見る．これは既に [28]で調べられているが，3.5節の結果と比較するために必要な

ので本研究でも改めて計算をおこなった．3.5節では，2.3.2節で定式化したように，境界から

流入する熱流束を制御して計算した結果を述べる．特に，zonal flowが形成されているときに，

熱流束と背景勾配への修正との関係を調べる．

3.1 数値解析の手法

数値計算の際には傾圧 Hasegawa–Mima方程式 (2.12)に対して散逸項を加える．ϕに関す

る第 1式の右辺には −ν△(△ϕ)を加え，T に関する第 2式には κ△(T − (γ − 1)τϕ) = κ△s

を加える．これらは物理的には粘性散逸と熱拡散を表す．

空間離散化には x, y の両方向に有限差分法を利用する．微分は 1 階微分 ∂y，2 階微分

△ の両方とも中心差分によって近似する．ただし非線形項（対流を表す Jacobian [f, g] =

∂xf∂yg − ∂yf∂xg）の計算については，Arakawa Jacobian [36]という計算手法を用いる．こ

れは対流によって保存されるべき物理量（エネルギー・エンストロフィー）を有限差分法で精

度よく保存させるための手法である．
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空間領域は (x, y) ∈ [0, 20π] × [0, 20π] とする（規格化を解けば (x, y) ∈ [0, 20πρs] ×

[0, 20πρs]）．境界条件は，y方向（ポロイダル方向）には周期境界条件を課す．x方向（半径方

向）に対する境界条件は計算によって変える．3.2節と 3.3節の前半では傾圧Hasegawa–Mima

方程式の性質を調べるためにスペクトルも見るので，x 方向にも周期境界条件を課す．3.3節

の後半と 3.4節では Dirichlet境界条件を課し，揺動は境界でゼロになるようにする．3.5節で

は 2.3.2節で定式化したように，高温側 (x = 0)の境界では熱流束を与え，低温側 (x = 20πρs)

の境界では熱浴を連結させる．

時間進行法には，Karniadakis–Israeli–Orszag [37]によって提案された多段階法の 2段法を

用いる．非線形項と 1階微分項は陽的に扱い，散逸項は半陰的に扱って ADI法（交互方向陰

解法）によって解く．初期条件には，静電ポテンシャル ϕに微小な揺動を与え，温度揺動 T は

ゼロとする．ϕ と渦度 ω = △ϕ の初期状態を図 3.1に示した．ただし 3.5節はこれと異なり，

大規模構造 (zonal flow)が形成した状態から計算をはじめている．

ϕの方程式において時間発展するのは ϕ − △ϕ =: Φなので，ϕを求めるには Poisson方程

式△ϕ = ϕ− Φを解く必要がある．この計算では，y 方向に周期境界条件を課していることを

利用して Fourier変換をおこない，x方向には中心差分で離散化することで解く∗．

数値計算のプロセスを図 3.2 に示す．まず 3.2 節と 3.3 節では，傾圧 Hasegawa–Mima方程

式と Poisson方程式を交互に解き続ける (1)．3.4 節で示す計算では，各ステップごとに 2.3.1

節での定式化に従い背景勾配を修正する (2)．そして 3.5 節での計算では，境界での熱流束の

値から揺動の境界値を逆算する (3)．

∗ このスキームについては補足 Bにも記していないが，B.3節の内容と同様に三重対角行列の逆行列を求めるこ
とで，緩和法を使わずに直接解くことができる．
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図 3.1 初期条件として与えた静電ポテンシャル ϕと渦度 ω = △ϕの図．微小で細
かな揺動を与えている．温度揺動 T はゼロとした．

初期条件の⼊⼒

時間発展

（傾圧 ⽅程式）

Poisson⽅程式

出⼒

背景勾配の修正

境界値の計算

(1)

(2) (3)

(2) (3)

(3)

図 3.2 数値計算のプロセスの模式図．初期条件を入力したのち，傾圧 Hasegawa–
Mima方程式に従った時間発展と Poisson方程式 △ϕ = ϕ − Qを解き続け
る．3.2 節と 3.3 節の計算は図の (1)に従い，ループを繰り返すだけである．
3.4 節では (2) のように各ステップごとに背景の勾配を修正する．3.5 節で
はさらに，(3)のように熱流束を固定するという境界条件から揺動の境界値
を計算する．
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3.2 線形不安定性・非線形飽和・大規模構造形成

まずはじめに，パラメータを β = 1.6, α = 0.065, τ = 1.0, ν = 1.0 × 10−2, κ = 1.0 × 10−3

として計算した．そのときの揺動のエネルギー E の時間発展を図 3.3に示す．t = 100過ぎか

ら t = 200 ごろまで，エネルギーが線形不安定性によって指数的に増加していることがわか

る．それ以降もエネルギーは増加しているが，非線形飽和したことによって散逸が大きく効く

ようになり，増加は抑えられている．

t = 165での静電ポテンシャル ϕ，渦度 ω = △ϕ，そして温度揺動 T の分布を図 3.4に示す．

式 (2.17)で得られるような Rossby波が形成されていることがわかる．x方向には低波数で広

がり，y 方向には高波数で細かい波が存在している，これは線形不安定性の傾向（図 2.2）と一

致している．この段階では，まだ非線形項はほとんど効いておらず，線形分散関係 (2.16)から

推測される結果が現れている．

エネルギーの成長が抑えられた後 (t = 210) での様子を図 3.5に示す．図 3.4と異なり，

Rossby波で見えていた，x方向に低波数で y 方向に高波数な波が崩れていることがわかる．

さらに時間発展したあとでの，t = 1000での分布が図 3.6である．静電ポテンシャル ϕや温

度揺動 T には，y方向（ポロイダル方向）へ伸びた，大規模な構造が現れていることがわかる．

つまり zonal flowが形成されているといえる．渦度 ω = △ϕの図を見ると，静電ポテンシャ

ル ϕの大規模な構造の隙間に局在していることがわかる．これは，非線形効果によってエネル

ギーが低波数領域へ逆カスケードし，エンストロフィーが高波数へカスケードした結果だとい

える．

図 3.7 に揺動エネルギー E のスペクトルを示す．線形不安定性によって成長しているとき

（t = 165，図 3.4），非線形飽和した直後（t = 210，図 3.5），zonal flowが形成されているとき

（t = 1000，図 3.6），そして非線形飽和から zonal flow形成の間 (t = 500)のものを色分けし

てプロットしている．t = 165のとき（赤線）は線形分散関係のとおりに x方向に低波数で y

方向に高波数な波ができており，低波数成分と高波数成分にそれぞれ強いスペクトルがある．

t = 210のとき（緑線）では Rossby波が壊れており，低波数のスペクトルが減少して高波数

側に偏っている．このスペクトルと t = 500のとき（紫線），そして t = 1000のとき（青線）

のスペクトルを比べると，時間経過とともに低波数領域へエネルギーが逆カスケードしている

ことがわかる．
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カスケードをより明確に見るために，運動エネルギーやエンストロフィーで重み付けした平

均波数

⟨k⟩energy =
∑

k kEkinetic(k)∑
k Ekinetic(k)

,

⟨k⟩enstrophy =
∑

k kW (k)∑
k W (k)

,

(3.1)

の時間変化を調べる．ただし k =
√
k2

x + k2
y で，Ekinetic(k) は運動エネルギー密度 (ϕ2 +

|∇ϕ|2)/2 の Fourier 成分で，W (k) はエンストロフィー密度 (|∇ϕ|2 + |△ϕ|2)/2 の Fourier

成分である．図 3.8 に ⟨k⟩energy と ⟨k⟩enstrophy の時間発展を示す．線形不安定性によって

Rossby波が成長している間は，どちらの平均波数も時間とともに大きくなっている．しかし

その後非線形飽和したときに，⟨k⟩energy は減少し，⟨k⟩enstrophy は増加している．これはエネ

ルギーの逆カスケードとエンストロフィーのカスケードが起こっていることを示している．な

お，⟨k⟩enstrophy の増加が途中で止まっているのは，高波数成分が粘性によって散逸されるため

である．
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図 3.3 揺動のエネルギー E = 1
2

∫ (
ϕ2 + |∇ϕ|2 + s2

Γ

)
d2x の時間発展をプロッ

トしたもの．t = 100ごろから t = 200ごろまで線形不安定性によって指数
的に成長した後，非線形飽和して成長が抑えられていることがわかる．
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図 3.4 線形不安定性によって成長している間 (t = 165) での静電ポテンシャル ϕ，
渦度 ω = △ϕ，温度揺動 T を描画したもの．どれを見ても，y 方向に高波数
な Rossby波が現れていることがわかる．
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図 3.5 非線形飽和した直後 (t = 210) での静電ポテンシャル ϕ，渦度 ω = △ϕ，
温度揺動 T を描画したもの．非線形項が効きはじめ，図 3.4 で見えていた
Rossby波の構造が壊れている．
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(c) 温度 T (x, y)

図 3.6 非線形飽和のあと，さらに長時間経過したとき (t = 1000)の静電ポテンシャ
ル ϕ，渦度 ω = △ϕ，温度揺動 T の描画．ϕと T にはポロイダル方向に伸
びた zonal flowが形成されており，渦度 ω は ϕの構造の隙間に局在して大
きな値を持っている．
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図 3.7 エネルギースペクトル Ek の時間変化の様子．赤線は線形不安定性による
成長の間 (t = 165)，緑線は非線形飽和した直後 (t = 210)，そして紫線
(t = 500) と青線 (t = 1000) は非線形飽和の後さらに時間経過したもの．
t = 165では，線形分散関係から予測できるように低波数成分（x方向）と
高波数成分（y方向）が成長している．t = 210では Rossby波の構造が壊れ
て，その後は逆カスケードで低波数領域にエネルギーが輸送される．
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図 3.8 エネルギーとエンストロフィーでそれぞれ重み付けした平均波数 ⟨k⟩energy

と ⟨k⟩enstrophy の時間発展の図．線形不安定性による成長の間はどちらも時
間とともに増加し，非線形項が効くと ⟨k⟩energy は減少し，⟨k⟩enstrophy は増
加する．すなわち双カスケードが起こっているといえる．
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3.3 密度勾配・温度勾配と構造形成との関係性

前節では，傾圧 Hasegawa–Mima 方程式において傾圧効果によって揺動が成長し，エネル

ギーの逆カスケードによってポロイダル方向へ伸びた zonal flow が形成されることをみた．

続いて本節では，密度勾配や温度勾配が構造の形成にどのような影響をもたらすかを調べる．

τ = 1.0, ν = 1.0 × 10−2, κ = 1.0 × 10−3 は固定する．

まず，β = 1.0, α = 0.070として計算したときの，t = 1000での静電ポテンシャル ϕ，渦度

ω，温度揺動 T を図 3.9に示す．前節の図 3.6と比べると，大規模な構造はできているがポロ

イダル方向へ伸びているわけではない．β = 1.6, α = 0.120として計算したときも，図 3.10の

ように，大規模だがポロイダル方向へ伸びてはいない構造が形成される．

β = 1.6, α = 0.040として計算した結果を図 3.11に示す．このときは大規模な構造も形成

されておらず，乱れたままである．初期条件（図 3.1）と比べると，揺動の強度は 10倍以上に

なっているが，非線形項が十分に効いておらず，エネルギーの逆カスケードが起こっていない

と考えられる．

これらの構造を定量的に比較するために，x方向の平均波数と y 方向の平均波数（どちらも

エネルギーで重み付けした）の時間発展を図 3.12に示した．β = 1.6, α = 0.065（図 3.6）の

ときは y 方向の平均波数が x方向のそれよりも小さくなっており，zonal flowの形成が説明で

きる．対して β = 1.0, α = 0.070（図 3.9）や β = 1.6, α = 0.120（図 3.10）のときには，x

方向の波数と y 方向の波数がほとんど同じように減少している．そのため zonal flow のよう

に引き伸ばされていない構造が形成されている．β = 1.6, α = 0.040（図 3.11）のときは平均

波数がほとんど減少していない．

以上の結果は，以下のようにまとめられる．まず β = 1.6, α = 0.065と β = 1.0, α = 0.070

の結果の比較から，ポロイダル方向へ伸びた構造が形成されるには密度の非等方性が強い必要

がある．これは，β の値の範囲こそ違えど，β 面近似において zonal flowの形成が β の大きさ

に依存すること [33, 34] と同様の結果である．そして β = 1.6, α = 0.120 の結果と比較する

と，線形不安定性が強すぎる（αが大きい）場合には，zonal flowのように引き伸ばされた構

造にはならないことがわかる．逆に β = 1.6, α = 0.040のように線形不安定性が弱すぎる（α

が小さい）場合には，非線形項が効くまで成長せず，エネルギーの逆カスケードが起こってい

ない．
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(c) 温度揺動 T (x, y)

図 3.9 β = 1.0, α = 0.070の場合での，t = 1000における静電ポテンシャル ϕ，渦
度 ω，温度揺動 T を描画したもの．ϕや T に大規模な構造は形成されてお
り，ωが局在していることから，双カスケードが起こっていることがわかる．
しかし図 3.6のように zonal flowは形成されていない．
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(a) 静電ポテンシャル ϕ(x, y)

0 10 20 30 40 50 60

x/ρs

0

10

20

30

40

50

60

y
/ρ

s

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

(b) 渦度 ω(x, y)

0 10 20 30 40 50 60

x/ρs

0

10

20

30

40

50

60

y
/ρ

s

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

(c) 温度揺動 T (x, y)

図 3.10 β = 1.6, α = 0.120 の場合での，t = 1000 における静電ポテンシャル ϕ，
渦度 ω，温度揺動 T を描画したもの．図 3.9と同様に，双カスケードによっ
て大規模構造と局在した渦度ができているが，zonal flow のようにポロイ
ダル方向に伸びているわけではない．
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(c) 温度揺動 T (x, y)

図 3.11 β = 1.6, α = 0.040 の場合での，t = 1000 における静電ポテンシャル ϕ，
渦度 ω，温度揺動 T を描画したもの．初期状態（図 3.1）に比べると強度
は 10倍以上になっているが，非線形項が十分に働くほどではなく，エネル
ギーの逆カスケードが起こらず大規模な構造は形成されていない．
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図 3.12 エネルギーで重み付けした，x方向・y 方向それぞれの平均波数の時間発展
を各パラメータに対してプロットしたもの．x方向の平均波数を赤線で，y
方向の平均波数を青線で描いている．Zonal flowが形成されている (a)で
は y方向の平均波数が x方向の平均波数よりも低いのに対し，(b)や (c)で
はどちらも同じ程度になっている．(d) では他に比べて波数が減少してい
ない．
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3.5節ではドリフト波乱流の熱的駆動を解析するが，熱流束が境界から流入すると数値計算

は不安定になりやすい．そこで以降では粘性係数を ν = κ = 5.0 × 10−2 と変更する（τ = 1.0

はそのままとした）．またここまでは，傾圧 Hasegawa–Mima方程式の性質を調べるのが目的

であり，スペクトルも調べる対象であったから，x方向に周期境界条件を課していた．これは

現実的には，x方向はトカマク断面の半径方向なので不適切であり，変更しなくてはならない．

これらの，粘性係数と境界条件の変更が構造形成に影響を及ぼさないかを確認する．粘性係数

を大きくしたので，揺動が成長するために必要な不安定性は大きなものになる．そのため αの

値は前よりも大きなものとする．熱的駆動の境界条件については 2.3.2節で述べたとおりだが，

まずは Dirichlet境界条件を課して揺動が端点でゼロになるとする．境界からの熱流束がなく，

さらに熱浴で極めて速く揺動が減衰するとすれば，x 方向の両端で揺動はゼロになるとみな

せる．そのため Dirichlet境界条件は，周期境界条件よりは設定したい境界条件に近いもので

ある．

結論を述べれば，β や α に対する傾向は変わらない．図 3.13 に β = 1.60, α = 0.20 とし

て計算した結果を示す．静電ポテンシャル ϕや温度揺動 T にはポロイダル方向へ伸びた構造

が形成されている．渦度 ω は，図 3.6ほどではないが，やはり ϕ に比べて局在していること

がわかる．図 3.6ほど局在していないのは，粘性が大きいために高波数のモードの散逸が強

くなっているためである．ここから α の値を大きくして，β = 1.60, α = 0.25 としたときの

計算結果を図 3.14に示す．α が大きくなったことで，図 3.13 ほどポロイダル方向へ伸びて

いないことがわかる．これは図 3.6と図 3.10との関係と同様である．他のパラメータとして，

β = 1.0, α = 1.0として計算した結果を図 3.15に示す．このときは ϕや T に非常に大きな構

造が形成されている．これは次節で図 3.18や図 3.19に示すように，背景勾配を著しく低下さ

せ，熱の閉じ込めを悪化させる．
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(c) 温度揺動 T (x, y)

図 3.13 β = 1.60, α = 0.20として計算したときの，静電ポテンシャル ϕ，渦度 ω，
温度揺動 T の図．静電ポテンシャル ϕ や温度揺動 T にはポロイダル方向
へ伸びた構造が形成されている．渦度 ω は，粘性が大きいので図 3.6ほど
ではないが，ϕに比べると小さなスケールに局在していることがわかる．
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(c) 温度揺動 T (x, y)

図 3.14 β = 1.60, α = 0.25 としたときの静電ポテンシャル ϕ，渦度 ω，温度揺動
T の図．図 3.13から αを大きくした結果，ポロイダル方向への伸び方が弱
くなっている．
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(c) 温度揺動 T (x, y)

図 3.15 β = 1.00, α = 1.00としたときの静電ポテンシャル ϕ，渦度 ω，温度揺動 T

の図．極めて大規模な構造が形成されている．次節で図 3.18や図 3.19に
示すように，この構造は背景勾配を著しく低下させる．
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3.4 背景密度勾配・温度勾配の修正

2.3.1節で述べたように，式 (2.29)に基づいて背景の勾配を修正する．

図 3.16と図 3.17に，β = 1.60, α = 0.20として zonal flowが形成されているときの計算結

果を示す．図 3.16の (a)と (b)はそれぞれ，式 (2.29)にしたがって背景の密度と温度を修正

した結果である．ただしドリフト波の計算の中では β や α の値は修正せず，ただ背景成分と

揺動成分を組み合わせたのみである．(c)と (d)は，ドリフト波の計算の中で β や αの値を修

正した，背景勾配の修正がドリフト波へフィードバックされたものである．このパラメータの

場合には，ほとんどドリフト波乱流から温度勾配や密度勾配への影響はないように見える．し

かし図 3.17に示した β や βT の時間発展をみると，フィードバックしているときもしていない

ときも，背景の勾配は減少していることがわかる．すなわち，ドリフト波乱流が傾圧不安定性

によって成長したことによって，背景から自由エネルギーが減少しているのである．この計算

では Dirichlet境界条件を課しているので，孤立した系になっている．そのためエネルギーの

入力がなく，系は熱的死に向かうのである．

β = 1.00, α = 1.00 の場合の結果を図 3.18と図 3.19に示す．それぞれの図の意味は図

3.16や図 3.17と同じである．背景密度・温度の変化をドリフト波へフィードバックすること

で，フィードバックがない場合に比べれば勾配の現象は抑えられていることがわかる．これ

は，駆動する力（背景の自由エネルギー）が減少したことによってドリフト波乱流の強度が抑

えられ，背景勾配の減少も抑えられたことを表している．しかし背景の勾配が大きく低下する

ことに変わりはない．

次節では，境界条件を変更して，外部から熱流束によってエネルギーが流入するようにして

計算をおこなう．
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図 3.16 β = 1.60, α = 0.20として，zonal flowが形成されているときの，ドリフ
ト波による背景密度・温度の修正．n0(x = L) または Ti0(x = L) で割っ
て規格化している．(a)と (b)は背景の修正によるドリフト波へのフィード
バックがない場合を表し，(c)と (d)はフィードバックがある場合を表す．
この場合はほとんど差はみられない．
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図 3.17 β = 1.60, α = 0.20として，zonal flowが形成されているときの，ドリフ
ト波による背景勾配の修正の時間変化をプロットしたもの．フィードバッ
クがない場合もある場合も，どちらの場合も背景勾配は時間とともに減少
する．
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図 3.18 β = 1.00, α = 1.00として，zonal flowが形成されているときの，ドリフ
ト波による背景密度・温度の修正．n0(x = L) または Ti0(x = L) で割っ
て規格化している．(a)と (b)は背景の修正によるドリフト波へのフィード
バックがない場合を表し，(c)と (d)はフィードバックがある場合を表す．
いずれの場合も，背景の勾配は著しく低下していることがわかる．

– 48 –



0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

β

t(cs/L)

Feedback
no Feedback

(a) 密度勾配 β

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

β
T

t(cs/L)

Feedback
no Feedback

(b) 温度勾配 βT

図 3.19 β = 1.00, α = 1.00 としたときの，ドリフト波による背景勾配の修正の時
間変化をプロットしたもの．フィードバックがないときの勾配の減少は著
しいものであることがわかる．フィードバックがある場合，勾配の減少は
抑えられるが，それでも元の勾配に比べると大きく減少していることがわ
かる．
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3.5 ドリフト波乱流の熱的駆動

2.3.2節で述べた定式化に基づき，ドリフト波乱流に境界から熱流束が流入する場合につい

て解析する．低温側では熱浴を設定する．既に述べたように，熱浴の中である程度系から離れ

たところで揺動がゼロになるという境界条件を設定するが，その距離は仮定する必要がある．

まずその距離を大きくとって計算し，その後揺動の熱浴内における減衰の様子を見て，十分に

減衰しているところをその距離と定めることにする．何回か計算を試行し，本研究では，系の

サイズ Lに対して L/4の距離をとって揺動がゼロになるとした．

境界から流入する熱流束は，式 (2.33)である：

F =
(
β + α

Γ

)∫
Tvx dy

∣∣∣∣
x=0

. (3.2)

さらに β や αに対しては，前節で述べたようにドリフト波によって修正をおこなう．F の値

を固定し，β や αの値から揺動の大きさを計算して境界条件とするのである．

まずはじめに，熱流束がない状況で熱浴のみを設定し，β = 1.60, α = 0.20として t = 1000

まで数値計算をおこなった．図 3.13と同じパラメータだが，熱浴を設定しているので改めて計

算した．結果は図 3.20のようになり，熱浴を設定した場合でも zonal flowが形成されている．

次に，図 3.20の結果を初期条件として境界での熱流束を有限の値に設定する．はじめから

F を大きな値にすると計算が不安定になるので，t = 1100 まで徐々に F の値を上げていき，

t = 1100から t = 1500までは F の値を保って計算した．

F = 1.0, 3.0, 5.0と変えて数値計算をおこなった．それぞれで最終的に得られた静電ポテン

シャル ϕ，渦度 ω，そして温度揺動 T の様子を図 3.21，図 3.22，図 3.23に示す．F = 1.0の

ときは初期状態とあまり変わっていない．F = 3.0, 5.0のときは，初期状態よりも揺動の強度

が大きくなっているが，ポロイダル方向へ伸びた zonal flowの構造は維持されている．

熱流束 F の値を変えたときの背景密度・温度の様子を図 3.24に，勾配の時間発展を図 3.25

に示す．F = 1.0のときは，前節で示した，Dirichlet境界条件での計算結果と同様に，背景勾

配は時間とともに減少する．しかし F = 3.0や F = 5.0のときを見ると，時間とともに勾配

が増加していることがわかる．F の値が大きいほど勾配の増加は大きく，さらにただ増加する

だけでなく，ドリフト波が存在していないとき (t = 0)の勾配の値（点線でプロットした）を

超えて増加していることがわかる．
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(c) 温度揺動 T (x, y)

図 3.20 β = 1.60, α = 0.20として，熱浴のみを設定し，熱流束はないものとして
t = 1000 まで計算したもの．図 3.13 と境界条件がわずかに変化している
が，同様に zonal flowが形成されている．
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(c) 温度揺動 T (x, y)

図 3.21 F = 1.0としたときの静電ポテンシャル，渦度，温度揺動の図．図 3.20に
比べてわずかに揺動の強度が大きくなっているが，ほとんど変わっていな
い．
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(a) 静電ポテンシャル ϕ(x, y)
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(c) 温度揺動 T (x, y)

図 3.22 F = 3.0 としたときの静電ポテンシャル，渦度，温度揺動の図．特に熱流
束の流入を受ける左側で，揺動の強度が大きくなっている．
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(c) 温度揺動 T (x, y)

図 3.23 F = 5.0としたときの静電ポテンシャル，渦度，温度揺動の図．F = 3.0の
ときの図 3.22よりも，さらに揺動の強度が大きくなっている．
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図 3.24 熱流束が流入したときの，ドリフト波による背景密度・背景温度の修正の
図．どれも n0(x = L)または Ti0(x = L)で割って規格化している．(a)と
(b)は F = 1.0のとき，(c)と (d)は F = 3.0のとき，(e)と (f)は F = 5.0
のときのもの．F が大きいときに，背景への修正も大きい．
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図 3.25 熱流束が流入したときの，背景の密度勾配，温度勾配の時間発展を各 F に
対してプロットしたもの．それぞれ左側には熱流束を流入する前の変化を
プロットし，右側に熱流束を流入したあとの変化をプロットした．点線に
t = 0 での傾き，すなわちドリフト波 (DW)が存在しない場合の傾きを表
した．F = 1.0のときは，勾配は熱流束の流入前と同様に時間とともに減
少する．F = 3.0, 5.0のときは増加し，t = 0，つまりドリフト波がないと
きの勾配よりも大きくなる．
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3.6 熱流束のオーダー

本研究では F = 1.0, 3.0, 5.0などと，熱流束について F = O(1)のオーダーで解析をおこ

なった．これが実際にはどの程度の大きさなのか，規格化を解いて評価する．ここでは規格化

された物理量を Ê, F̂ などと書き，規格化されていないものを E,F などと書く．F の単位は

W = J/sである．式 (2.6)や式 (A.4)から，エネルギーの規格化は E3D = ϵ2ρ2ℓzn0TeÊ3D と

なっている．本研究で扱っているのは 2次元断面なので，トロイダル方向の長さ ℓz をかけて

いる．F に対しては，この式を時間で割った

F = ϵ3ρ2ℓzn0TeωciF̂ (3.3)

が規格化になる．n0 や Te などの値を，[9]を参考にして以下のように評価する：

n0 ∼ 1020 m−3, Te ∼ 1 keV, B ∼ 1 T, a ∼ 1 m, ℓz ∼ 10 m. (3.4)

ただし a は小半径である．そしてイオンは水素イオンを想定し，e = 1.60 × 1019 C, m =

1.67 × 10−27 kgとする [5, p. 360]．最後に，微小パラメータ ϵを ϵ ∼ 10−2 とする．

以上の評価のもとで式 (3.3)の規格化を計算すると，F̂ ∼ 1は F ∼ 1 kW程度に相当する．

評価を 10n のように大雑把におこなったため，その前の係数によって値は変動するが，おおよ

そキロワットからメガワット程度の加熱になっている．これは実際の核融合装置における加熱

量のオーダーに近いものだといえる．

この評価から，本研究での熱流束の値は妥当な範囲だといえる．では F̂ = 1.0 と F̂ =

3.0, 5.0の差はどのようなものになっているのか．これを考察するには，系の内部のエネルギー

と加熱とを比べればよい．揺動のエネルギーを式 (2.23)にしたがって計算すれば，熱流束を制

御する前の状態（図 3.20）では Ê ∼ 2.0 × 103程度になっている．t = 1000から t = 1500まで

熱流束を制御したので，F̂ = 1.0, 3.0, 5.0ではそれぞれ δQ = 5.0 × 102 , 1.5 × 103, 2.5 × 103

だけ加熱されている．すなわち背景勾配が増加した F = 3.0, 5.0のときには，もともと乱流が

持っていたエネルギーの総量に匹敵するだけの熱が入力されていることがわかる．
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第 4章

結論

2 次元乱流における構造形成は，エネルギーが波数空間を低波数領域へ輸送され（エネル

ギーの逆カスケード），エンストロフィーが高波数領域へ輸送される（エンストロフィーのカ

スケード）という双カスケードによって説明される．これは，渦が互いに結びついて大きなス

ケールの渦となり，その渦同士の隙間に強い乱れを生じることを意味する．しかしこの考え方

は，既に十分な量のエネルギーや渦を持っていることが前提で，そのエネルギーや渦がどう振

る舞うかを述べたものである．プラズマや惑星大気など，力学的にはエネルギーの入力を受け

ない系において，カスケードの元になるエネルギーや渦を生み出すのは傾圧効果である．傾圧

効果は熱と深い関わりがあり，核融合プラズマでは高温部から低温部へ流れる熱，大気では太

陽から入射する熱が傾圧効果を通じて乱流にエネルギーを入力する．このように，乱流におけ

る構造形成と傾圧効果との間には深い関係がある．しかしこれまで，特にプラズマ物理の分野

においてはこのことはあまり取り組まれてこなかった．本研究では上記の関係に注目し，傾圧

効果による渦生成とエネルギーの逆カスケードが組み合わせられたモデルとして，プラズマの

ドリフト波を記述する傾圧 Hasegawa–Mima方程式の数値解析をおこなった．

傾圧 Hasegawa–Mima 方程式は，傾圧効果に起因する線形不安定性を持つ．まず，小さな

揺動がこの線形不安定性によって成長し，非線形飽和を経て zonal flowのようにポロイダル方

向へ伸びた構造を形成することがわかった．特に，静電ポテンシャル（E × B ドリフトの流

れ関数）と渦度（静電ポテンシャルの Laplacian）のスケールの違い，乱流のエネルギースペ

クトル，そして平均波数の振る舞いを見ることで，傾圧効果によってエネルギーが入力され，

エネルギーの逆カスケードとエンストロフィーのカスケードによって大規模な構造が形成され

ることを確認した．続いて，方程式にパラメータとして含まれている背景密度・背景温度の勾
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配が構造形成に及ぼす影響を調べた．その結果，zonal flow以外に，大規模だがポロイダル方

向へ伸びていないような構造が形成される例や，非線形飽和するものの十分な量のエネルギー

がなく，逆カスケードによる大規模構造の形成が起こらないような例も確認された．特に，こ

れまでのドリフト波方程式ではほとんどの場合に規格化されている，背景密度の勾配が zonal

flowの形成に大きく影響することが明らかになった．

さらに本研究では，プラズマ乱流に対する境界からの熱的駆動に注目した．傾圧効果によっ

て乱流にエネルギーが入力されるが，既に述べているようにそのエネルギー源になるのは熱で

ある．系が孤立していると，いずれはエネルギー源を使い果たし熱的死に至る．実際にはプラ

ズマ乱流，例えば核融合プラズマ乱流は開放系であり，高温領域から低温領域へ向かって熱が

流れるので，これが系にエネルギーをもたらす．これまでおこなわれてきたドリフト波乱流に

関する研究では，境界条件として Dirichlet境界条件や周期境界条件を用いることが多い．も

ちろんこれらは利用するのが簡単であるから，方程式の特性を調べるのには便利である．しか

しこれらの境界条件は孤立系を記述するものであり，熱の流入を記述することはできない．

運動方程式において「熱」という概念を定式化することは難しい．本研究では，熱が傾圧効

果による不安定性のエネルギー源である，ということに着目して，傾圧 Hasegawa–Mima 方

程式が非散逸かつ境界が閉じているときに Hamilton形式を持つこと利用して，熱を定式化し

た．そしてその項の輸送が熱流束であるとした．この考え方に基づき，境界条件として高温側

では熱流束を固定するようなものを適用して数値計算をおこなった．低温側では熱浴に接して

いるとして，熱浴の中では揺動は拡散方程式に従って減衰するとした．このように境界条件を

設定した結果，系に zonal flowが形成されているときに，流入する熱流束を増大させると密度

や温度の勾配が増大することが明らかになった．このような結果は熱力学モデル [25]の性質と

一致するものである．特に，乱流がもともと持っていたエネルギーに匹敵するだけの熱が流入

されているとき，背景勾配が増大することがわかった．

本研究で考案した境界条件，すなわち非散逸かつ境界が閉じているときに Hamilton形式を

持つこと利用した熱流束の定式化と，揺動が減衰するという熱浴の設定は，傾圧 Hasegawa–

Mima 方程式に限ったものではない．Hamilton 形式は多くのプラズマ・流体の方程式に対

して存在する．他のドリフト波方程式，例えば Kim–Horton–Hamaguchi 方程式も，傾圧

Hasegawa–Mima 方程式と似た Hamiltonian と Poisson 作用素で記述できる [38]．そのため

本研究で定式化した方法は幅広く応用されることが期待できる．

– 59 –



補足 A

ドリフト波方程式

ここでは，本文では詳細を述べなかった，ドリフト波方程式の数式に関する補足をする．ま

ず A.1節ではドリフト波方程式の導出について述べる．そして A.2節では一般化 Hamilton

形式という概念に関して説明し，傾圧 Hasegawa–Mima 方程式の Hamilton 形式について述

べる．

A.1 ドリフト波方程式の導出

本節ではドリフト波方程式の導出に関して説明する．ただし磁場は z 方向に一様かつ一定で

あるとし (B = Bez)，イオンは磁場に対して垂直な方向に 2次元的な運動をすると仮定する．

A.1.1 ドリフトオーダリング

はじめに，ドリフト波モデルにおいて用いられるオーダリング（規格化）について述べる．

オーダリングの基準になるのは，磁場中でのイオンの回転運動に現れる物理量である．

電荷 e，質量mi を持つイオンは磁場中を

ωci = eB

mi
(A.1)

の角速度で回転運動をする．この ωci をサイクロトロン周波数という．この回転運動では速度

の大きさ v⊥ は変化せず，回転の半径は ρ = v⊥/ωci で表される．とくに速さについて，電子
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温度 Te とイオンの質量mi から決まる熱速度（イオン音波の伝搬速度でもある）

cs =
√
Te

mi
(A.2)

を用いれば

ρs = cs

ωci
=
√
Te/mi

eB
(A.3)

となる．

本研究で用いるドリフト波モデルでは，式 (A.1), (A.2), (A.3)と電子温度 Te から定まる次

のようなオーダリングを用いる [39]：

1
ωci

∂

∂t
= O(ϵ), ρs∇⊥ = O(1),

v

cs
= O(ϵ), Ti0

Te
= O(1), T̃i

Te
= O(ϵ).

(A.4)

∇⊥ は磁場に垂直な x, y 方向への微分を表し，Ti0 と T̃i はそれぞれイオンの背景温度と温度

揺動である (Ti = Ti0 + T̃i)．ϵ は微小なパラメータであり，ρs とシステムスケール L から

ϵ = ρs/Lと定めることにする．

磁場に垂直な方向の速度には，E × B ドリフトを考える．静電ポテンシャルを ϕと書くと，

E × B ドリフト速度 vE は

vE = E × B

B2 = −∇ϕ× ez

B
= 1
B

(
−∂yϕ

∂xϕ

)
(A.5)

と表される．ϕのオーダリングは，∇⊥ と v に関するオーダリングから

eϕ

Te
= O(ϵ) (A.6)

となる．式 (A.5) からわかるように，vE は磁場が一定かつ一様であれば非圧縮である

(∇ · vE = 0)．しかし，以降の計算では非圧縮性を残して計算をおこなう．これは，E × B ド

リフトの慣性による分極ドリフトが存在するためである．分極ドリフトの大きさは E × B ド

リフトの大きさよりも非常に小さいので基本的には無視できるのだが∗，圧縮性に関しては分

∗ E × B ドリフトの慣性力はmdvE/dtで与えられるので，分極ドリフトは (m/eB2)dvE/dtとなる．これと
vE との大きさを比べると，オーダリング (A.4)より微小である．
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極ドリフトが残るのである．

次小節ではドリフト波方程式の導出をおこなうが，その前に E × B ドリフトの性質につい

て述べておく．式 (A.5)から，E × B ドリフトにおいて静電ポテンシャル ϕは流れ関数の役

割を果たしていることがわかる．そして渦度 ω = ∇ × v は ∇ × vE = ezB
−1△ϕとなり，対

流微分 v · ∇は

vE · ∇ = 1
B

(
∂ϕ

∂x

∂

∂y
− ∂ϕ

∂y

∂

∂x

)
= 1
B

[ϕ, ◦] (A.7)

のように，Jacobian [f, g] = ∂xf∂yg − ∂yf∂xg を用いて表される．

A.1.2 Hasegawa–Mima方程式

前小節の説明に基づいて，最も単純なドリフト波方程式である Hasegawa–Mima方程式 [16]

を導出する．

出発点になるのは，イオンに関する流体方程式（運動方程式・連続の式）である：

∂tv + (v · ∇)v = e

mi
(E + v × B) − 1

nimi
∇pi, (A.8)

∂tni + ∇ · (niv) = 0. (A.9)

まず運動方程式 (A.8)について，E = −∇ϕ− ∂tAとベクトル公式 (v · ∇v) = ∇(v2)/2 − v ×

(∇ × v)を用いれば，

∂t

(
v + eA

mi

)
− v ×

[
∇ ×

(
v + eA

mi

)]
= −∇

(
v2

2
+ eϕ

m

)
− ∇p
nimi

(A.10)

となる．両辺に ∇×を作用させれば，渦度方程式

∂t(ω + ωci) − ∇ × [v × (ω + ωci)] = 1
min2

i
∇ni × ∇pi (A.11)

が得られる．ただし ωci = eB/mとおいた．さらにベクトル公式 ∇ × (v × ω) = v(∇ · ω) +

ω · ∇v − ω(∇ · v) − v · ∇ω を用いると，

d
dt

(ω + ωci) = (∂t + v · ∇)(ω + ωci) = (ω · ∇)v − ω(∇ · v) + 1
min2

i
∇ni × ∇pi

(A.12)

となる．右辺第 1 項は渦管の引き伸ばしを表し [31, Sec. 2.4]，2 次元流体であればゼロにな
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る．右辺第 2項は流体の圧縮性による渦の変化で，第 3項は傾圧効果である．

連続の式 (A.9)は次のように変形できる：

∇ · v = − d
dt

lnni. (A.13)

これを用いて式 (A.12) から ∇ · v を消去する．2 次元運動であれば渦度は z 方向のみのスカ

ラー（擬スカラー）であるから，まとめると

d
dt

ln
(
ω + ωci

ni

)
= ez · (∇ni × ∇pi)

min2
i (ω + ωci)

(A.14)

という形になる．

ここで，磁場に平行な方向の電子の運動を考える．運動方程式は

me(∂t + ve · ∇)v∥e = e∇∥ϕ− 1
ne

∇∥pe (A.15)

となる．電子は質量が非常に軽いので，左辺の慣性項が無視できる．これは電子が非常に軽い

ので激しく運動し，すぐに緩和して平衡状態になることを意味している．さらに電子温度 Teは

一定であるとする．すると式 (A.15)は∇∥ lnne = ∇∥(eϕ/Te)と整理できるから，Boltzmann

分布が得られる：

ne = n0 exp
(
eϕ

Te

)
. (A.16)

準中性 (ni ≈ ne)を仮定すれば，静電ポテンシャル ϕは密度揺動 ñ = ni − n0 と

ñ

n0
= eϕ

Te
(A.17)

のように結びつけられる．

イオン温度を無視するか，もしくは順圧流体を考えれば，式 (A.14)の右辺は考えなくてよ

い．左辺は，渦度に関して式 (A.4)から ω/ωci = O(ϵ)というオーダリングが得られるから，

d
dt

(
ω

ωci
− lnn0 − ñ

n0

)
= 0 (A.18)

と展開される．ここで ωci は定数なので無視した．n0 は時間的には変化しないが，半径方向

（x方向）に勾配があると考えて残している．ω = B−1△ϕや式 (A.7)，そして式 (A.17)を用
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いて式 (A.18)を整理すれば，

∂t̂(ϕ̂− △̂ϕ̂) − [ϕ̂, △̂ϕ̂]norm + β∂ŷϕ̂ = 0 (A.19)

となる．これを Hasegawa–Mima方程式という．β は密度勾配の大きさを表すもので，

β = L

(
−d lnn0

dx

)
(A.20)

と定義される．なお，式 (A.4), (A.6)のオーダリングに従い，

t̂ = ϵωcit = cs

L
t, x̂ = x

ρs
, ŷ = y

ρs
, ϵϕ̂ = eϕ

Te
,

△̂ = ρ2
s △, [◦, ◦]norm = ρ2

s [◦, ◦]
(A.21)

と規格化している．tについては，ϵ = ρ/Lより t̂ = (cs/L)tとなっていることがわかる．

A.1.3 傾圧 Hasegawa–Mima方程式

Hasegawa–Mima 方程式に傾圧効果を含める [28]．式 (A.14) の右辺において pi = pi0 + p̃

と展開して計算し，規格化すると

∂t̂(ϕ̂− △̂ϕ̂) − [ϕ̂, △̂ϕ̂]norm + β

(
1 + Ti0

Te
(1 + ηi)

)
∂ŷϕ̂+ [ϕ̂, p̂]norm − β∂ŷp̂ = 0

(A.22)

とまとめられる．ただし ηi は密度勾配と温度勾配の比であり，

ηi = βT

β
, βT = L

(
−d lnTi0

dx

)
(A.23)

と定義される．圧力の摂動の規格化は次の式で与えられる：

ϵp̂ = p̃

n0Te
. (A.24)

圧力の時間発展方程式として，断熱の式

∂tpi + v · ∇pi + γpi∇ · v = 0 (A.25)

を考える．γ は比熱比であり，5/3とする．この式でも運動方程式と同様に，連続の式 (A.13)
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を利用して ∇ · v を消去する．規格化して得られる式は

∂t̂(p̂− Γϕ̂) + [ϕ̂, p̂]norm + β
Ti0

Te
(1 + ηi − γ)∂ŷϕ̂ = 0 (A.26)

である．ただし Γ = (Ti0/Te)γ とした．さらに

α = β
Ti0

Te
(1 + ηi − γ) (A.27)

と定義すれば，式 (A.22), (A.26)は

∂t̂(ϕ̂− △̂ϕ̂) − [ϕ̂, △̂ϕ̂]norm + [ϕ̂, p̂]norm + (β + α)∂ŷϕ̂− β∂ŷ(p̂− Γϕ̂) = 0,

∂t̂(p̂− Γϕ̂) + [ϕ̂, p̂]norm + α∂ŷϕ̂ = 0
(A.28)

と書くことができる．

A.2 一般化 Hamilton形式

A.2.1 一般化 Hamilton形式と流体方程式 [40]

一般化された Hamilton形式とは，物理量 F (u)の時間発展が，Hamiltonian H と Poisson

括弧 {◦, ◦}を用いて

d
dt
F (u) = {F (u),H(u)} (A.29)

と書けるものをいう．ただし u は状態変数であり，流体方程式では速度や密度などであ

る．Poisson 括弧は，反対称であり ({F,G} = −{G,F})，Jacobi 恒等式 ({F, {G,K}} +

{G, {K,F}} + {K, {F,G}} = 0)を満たすものとする．この反対称性から，Hamitonian自身

は保存量である：dH/dt = {H,H} = 0．状態変数を座標 q と運動量 pとして，Poisson括弧

を {f, g} = ∂qf∂pg− ∂pf∂qf と定めれば，式 (A.29)は古典力学における質点系の方程式に他

ならない．

流体やプラズマなどの連続体においても同様の定式化が可能であるが，Poisson括弧が状態

変数を含むような複雑な形になる．例えば 2 次元非圧縮性流体の渦度方程式は流れ関数 ψ と

渦度 ω = △ψ を用いて

∂tω = [ω, ψ] (A.30)
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と表されるが，この方程式は状態変数を渦度 ω として Hamiltonianと Poisson括弧をを

H(ω) = 1
2

∫
v2 d2x = −1

2

∫
ωψ d2x,

{F,G} =
∫
ω

[
δF

δω
,
δG

δω

]
d2x

(A.31)

と定めれば式 (A.29)の形に表される∗．δF/δω は

δF = F (ω + ϵw) − F (ω) = ϵ

∫
δF

δω
w d2x+ O(ϵ2) (A.32)

によって定義される汎関数微分であり，δH/δω = −ψ である．

Poisson括弧は，しばしば Poisson作用素と呼ばれる作用素 J を用いて

{F,G} =
⟨
δF

δui
,J ij δG

δuj

⟩
(A.33)

という形に書き換えられる．ただし ⟨◦, ◦⟩は内積を表す．δF/δuは内積を用いて

δF = F (ui + ϵw) − F (ui) = ϵ

⟨
δF

δui
, wi

⟩
+ O(ϵ2) (A.34)

と定義される．質点系の例であれば内積は関数の積またはベクトルの内積であり，δF/δuは偏

微分 ∂uF である．そして J はシンプレクティック行列 J =

 0 1

−1 0

である†．流体やプラ

ズマであれば内積は関数の積をとってから空間積分したものであり，δF/δuは式 (A.32)と同

様に定義される汎関数微分である．そして J は，例えば式 (A.31)の Poisson括弧の場合は

{F,G} = −
∫
δF

δω

[
ω,
δG

δω

]
d2x =

⟨
δF

δω
,−
[
ω,
δG

δω

]⟩
(A.35)

と変形できるから J = −[ω, ◦]である．J を用いれば，状態変数の時間発展方程式は

du

dt
= {u,H} =

⟨
δu

δui
,J ij δH

δuj

⟩
= J δH

δu
(A.36)

と表される．ただしこの式の左辺の時間微分はあくまで状態変数としての時間微分であって，

たとえ流体が対象でも物質微分ではないことに注意しなければならない．流体やプラズマなど

の場の量を対象にする場合は，時間に関する偏微分になる．

∗ 境界条件を，例えば周期境界や Dirichlet境界条件など，表面積分がゼロになるようにとっている．
† 行列はベクトルをベクトルにうつす作用素である．
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流体やプラズマの Hamilton 形式が質点系のそれと大きく異なるのは，Poisson 括弧や

Poisson 作用素が核，すなわち作用させるとゼロになる非自明な量を持つということであ

る．このような場合，Hamilton 形式は非正準であるという．例えば 2 次元非圧縮性流体の

場合を考えると，渦度の任意関数 f(ω) は [ω, f ′(ω)] = 0 を満たすから，任意の K に対して

{K, f(ω)} = 0となる．その結果，f(ω)は Hamiltonianによらず保存するのである．このよ

うな，Poisson括弧や Poisson作用素の核から生まれる保存量のことを Casimir不変量という．

A.2.2 ドリフト波方程式の Hamilton形式

Hasegawa–Mima 方程式は Hamilton 形式によって記述することができる [41]．∂yϕ =

−[ϕ, x]であるから，Hasegawa–Mima方程式 (A.19)は次のような形に書き換えられる：

∂t(ϕ− △ϕ− βx) + [ϕ, ϕ− △ϕ− βx] = 0. (A.37)

規格化の記号は省略している．状態変数を q = ϕ − △ϕ − βx として，Hamiltonian H と

Poisson作用素 J を

H = 1
2

∫
(ϕ2 + |∇ϕ|2) d2x,

J = [q, ◦]
(A.38)

と定めれば，δH/δq = ϕなので Hasegawa–Mima方程式 (A.37)は式 (A.36)の形で表される．

傾圧 Hasegawa–Mima方程式 (A.28)も，同様に Hamilton形式によって記述することがで

きる [28]．まず次のように書き換える：

∂t(ϕ− △ϕ− βx) + [ϕ, ϕ− △ϕ− βx] + [ϕ, s− αx] − [βx, s− αx] = 0,

∂t(s− αx) + [ϕ, s− αx] = 0.
(A.39)

ただし本文と同様に s = p−Γϕとした．よって状態変数を u = (q, σ), q = ϕ−△ϕ−βx, σ =

s− αxとして，Hamiltonian H と Possion作用素 J を

H = 1
2

∫ [
ϕ2 + |∇ϕ|2 + s2

Γ
− 2

(
β + α

Γ

)
xs

]
d2x,

J =

(
[q, ◦] + [σ, ◦] [σ, ◦]

[σ, ◦] 0

) (A.40)

と定めれば，δH/δq = ϕ, δH/δσ = σ/Γ − βxなので，傾圧 Hasegawa–Mima方程式 (A.39)
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は式 (A.36)の形で表される．このようにして，本文で用いた，傾圧 Hasegawa–Mima方程式

の Hamiltonianが構成されるのである．なお式 (A.40)から，傾圧 Hasegawa–Mima方程式の

Casimir不変量は

C =
∫

[qf(σ) + g(σ)] d2x (A.41)

と表される．

最後に少し注意を述べておく．式 (A.40)には xsという形の項が含まれており，これが熱と

して本文で重要視されている．この xというのは，∂yϕ = [x, ϕ]のように ∂y の項を Jacobian

で表現するために用いたものである．これは背景密度や背景温度の勾配が x 方向を向いてい

るというのが理由である．そのため，この x は適当な x∗ を用いて x − x∗ と置き換えても

[x − x∗, ϕ] = ∂yϕ なので変化はない．式 (A.40) を見ると x = 0 で Hamiltonian の密度が揺

動のエネルギー密度と一致するが，x = 0に特別な意味があるわけではないことに注意された

い．なお xを x− x∗ と置き換えることは，Hamiltonianに sの定数倍の積分の項を加えるこ

とを意味しているが，その項は式 (A.41)から Casimir不変量である．
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補足 B

数値解析の手法

本文中では説明を省略した数値解析の手法について述べる．

x, y 両方向に有限差分法を用いる．差分点を (i, j) で表し，x, y それぞれの格子間隔を

∆x, ∆y とおけば，空間微分は中心差分によって(
∂f

∂x

)
i,j

= fi+1,j − fi−1,j

2∆x
,

(
∂f

∂y

)
i,j

= fi,j+1 − fi,j−1

2∆y
,

(△f)i,j = fi+1,j − 2fi,j + fi−1,j

(∆x)2 + fi,j+1 − 2fi,j + fi,j−1

(∆y)2

(B.1)

と評価される．ただし対流を表す Jacobian

[f, g] = ∂f

∂x

∂g

∂y
− ∂f

∂y

∂g

∂x
(B.2)

には式 (B.1)の離散化をそのまま用いるのではなくて，Arakawa Jacobian [36]と呼ばれる手

法を用いる．Arakawa Jacobianについては B.1節で述べる．

時間進行法には多段階法と呼ばれる手法を用いる．多段階法の例としては，陽的な Adams–

Bashforth 法や陰的な Adams–Moulton 法，もしくは Adams–Bashforth–Moulton 法のよう

な予測子・修正子法などが知られている．本研究では，Karniadakis–Israeli–Orszag [37] に

よって提案された，より数値的に安定な多段法を利用する．B.2節ではこの手法について述べ，

それに続く B.3節では実装する上での計算過程について述べる．

このような Arakawa Jacobian と Karniadakis–Israeli–Orszag の多段階法との組み合わせ

は，ドリフト・Alfvén 乱流 [42] や抵抗性ドリフト波乱流 [43] などの計算に用いられている．

有限差分法ではなくてスペクトル法が用いられることも多いが，Karniadakis–Israeli–Orszag
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の多段階法を利用した上で Arakawa Jacobianとスペクトル法とを比較すると，ほとんど同一

の性能を持つことが調べられている [44]．

B.1 Arakawa Jacobian

Arakawa Jacobianは元々，2次元非圧縮性流体の方程式を解くために考案された手法であ

る．その方程式は，Jacobian (B.2)を用いて

∂tω = [ω, ψ] (B.3)

と表される．ψ は流れ関数，ω は渦度で，ω = △ψ という関係がある．

2 次元非圧縮性流体方程式 (B.3) は，次のように定義されるエネルギー E とエンストロ

フィーW という特徴的な保存量を持っている：

E =
∫
v2

2
d2x =

∫
|∇ψ|2

2
d2x,

W =
∫
ω2

2
d2x =

∫
|△ψ|2

2
d2x.

数値計算においてもこれらの保存量は保存されるべきだが，(B.2)をそのまま中心差分した

J++
i,j =

(
∂f

∂x

)
i,j

(
∂g

∂y

)
i,j

−
(
∂f

∂y

)
i,j

(
∂g

∂x

)
i,j

= fi+1,j − fi−1,j

2∆x
gi,j+1 − gi,j−1

2∆y
− fi,j+1 − fi,j−1

2∆y
gi+1,j − gi−1,j

2∆x
(B.4)

を利用すると，これは f と g について反対称だがエネルギーもエンストロフィーも保存されな

い．さらに数値的な不安定性が発生しうることがわかっている．Arakawa [36] によって提案

された方法では，J++ に加えて

J+×
i,j =

(
∂

∂x

(
f
∂g

∂y

))
i,j

−
(
∂

∂y

(
f
∂g

∂x

))
i,j

= 1
2∆x

(
fi+1,j

gi+1,j+1 − gi+1,j−1

2∆y
− fi−1,j

gi−1,j+1 − gi−1,j−1

2∆y

)
− 1

2∆y

(
fi,j+1

gi+1,j+1 − gi−1,j+1

2∆x
− fi,j−1

gi+1,j−1 − gi−1,j−1

2∆x

)
, (B.5)
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J×+
i,j =

(
∂

∂y

(
∂f

∂x
g

))
i,j

−
(
∂

∂x

(
∂f

∂y
g

))
i,j

= 1
2∆y

(
fi+1,j+1 − fi−1,j+1

2∆x
gi,j+1 − fi+1,j−1 − fi−1,j−1

2∆x
gi,j−1

)
− 1

2∆x

(
fi+1,j+1 − fi+1,j−1

2∆y
gi+1,j − fi−1,j+1 − fi−1,j−1

2∆y
gi−1,j

)
(B.6)

という 2種類の差分式を利用する．

J++, J+×, J×+はどれも∆x,∆y → 0の極限において [f, g]に一致する．しかし Jacobian

が満たすべき，反対称性，エネルギー保存，エンストロフィー保存という 3つの性質について

はそれぞれ異なる振る舞いを見せる．既に述べたように J++ 単独では反対称だがエネルギー

もエンストロフィーも保存しない．対して J+× 単独ではエネルギーは保存するがエンストロ

フィーは保存せず，J×+ 単独ではエンストロフィーは保存するがエネルギーは保存しない．そ

してどちらも f と g について反対称ではない．

これらを組み合わせた量についても考えると，(J++ + J+×)/2 を利用するとエンストロ

フィーが保存し，(J+++J×+)/2を利用するとエネルギーが保存する．そして，(J×++J+×)/2

は f と g について反対称である．そこで，

J = J++ + J+× + J×+

3
(B.7)

を利用することで，差分化された式においても反対称性，エネルギー保存，エンストロフィー

保存が満たされる．加えて数値的な不安定性も引き起こさないので，長時間の計算が可能に

なる．

B.2 多段階法

多段階法とは，n+ 1ステップ目の値 un+1 を評価するために，nステップ目の値 un だけで

なく，un−1 などの過去の値を用いるものである．ここでは，Karniadakis–Israeli–Orszag [37]

によって提案された多段階法について，常微分方程式

du
dt

= F +G (B.8)

に対して適用することで説明をおこなう．右辺を 2つの項に分けたのは，非線形項のような陽

的に解く部分 F と，散逸項のような陰的に解く部分 G とを区別するためである．以降では，
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簡単のために時間微分 du/dtを u̇で表す．

まず式 (B.8)の左辺について，

u̇n = 1
∆t

(
γ0u

n+1 −
m−1∑
k=0

αku
n−k

)
(B.9)

とおく．ただし mは 1 ≤ m ≤ n − 1を満たす整数である．この差分式は m段になっている

ことがわかる．この式の各項を，

un+1 = un + ∆t u̇n + (∆t)2

2
ün + · · · ,

un−1 = un − ∆t u̇n + (−∆t)2

2
ün + · · · ,

un−2 = un − 2∆t u̇n + (−2∆t)2

2
ün + · · · ,

...

(B.10)

のように展開する．すると式 (B.9)の右辺は

1
∆t

(γ0 − α0 − α1 − α2 − · · · )un

+ (γ0 + α1 + 2α2 + · · · )u̇n + ∆t
2

(γ0 − α1 − 4α2 − · · · )ün + · · · (B.11)

となる．γ0, αk を調整して，u̇nの係数を 1にし，残りをゼロにすれば，u̇の差分式が得られる．

次に式 (B.8)の右辺について，

Fn+1 +Gn+1 =
m−1∑
k=0

βkF
n−k +Gn+1 (B.12)

とおく．G については陰的に解くので Gn+1 そのままにしている．F については陽的に解く

ので，n+ 1ステップ目の値を nステップ目までの値から評価する．式 (B.10)と同様に，

Fn = Fn+1 − ∆t Ḟn+1 + (−∆t)2

2
F̈n+1 + · · · ,

Fn−1 = Fn+1 − 2∆t Ḟn+1 + (−2∆t)2

2
F̈n+1 + · · · ,

Fn−2 = Fn+1 − 3∆t Ḟn+1 + (−3∆t)2

2
F̈n+1 + · · · ,

...

(B.13)
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と展開する．すると式 (B.12)の右辺のうち，F に関する和は

(β0 + β1 + β2 + · · · )Fn+1

− ∆t(β0 + 2β1 + 3β2 + · · · )Ḟn+1 + (∆t)2

2
(β0 + 4β1 + 9β2 + · · · )F̈n+1 (B.14)

となる．βk を調整して，今度は Fn+1 の係数を 1にし，残りをゼロにすれば，Fn+1 の差分式

が得られる．

m = 1, 2, 3の場合について得られる公式は以下のようになる：

m = 1 : 1
∆t
(
un+1 − un

)
= Fn +Gn+1;

m = 2 : 1
∆t

(
3
2
un+1 − 2un + 1

2
un−1

)
= 2Fn − Fn−1 +Gn+1;

m = 3 : 1
∆t

(
11
6
un+1 − 3un + 3

2
un−1 − 1

3
un−2

)
= 3Fn − 3Fn−1 + Fn−2 +Gn+1.

(B.15)

1段階公式 (m = 1)は通常の前進 Euler法で得られるものと同一であることがわかる．本研究

では 2段階公式 (m = 2)を用いている．

最後に少し注意を述べておく．m段公式を利用するには m − 1ステップ分だけの値が必要

になる．そのため数値計算の最初のm− 1ステップにおいては多段公式が利用できないので，

代わりに前進 Euler法や Lunge–Kutta公式などの 1段法を用いる必要がある．

B.3 ADI法

傾圧 Hasegawa–Mima方程式 (2.10)に対して多段階法を適用する．式 (B.8)における uは

式 (2.10)における ϕ− △ϕもしくは T − (γ− 1)τϕである．散逸項は半陰的に解くため，F と

Gに 1/2ずつ分ける∗．非線形項や 1階微分項は陽的に解くので，すべて F になる．よって，

傾圧 Hasegawa–Mima方程式 (2.10)の差分式は，2段階公式を適用すると

3
2u

n+1
i,j − 2un

i,j + 1
2u

n−1
i,j

∆t
= 2Fn

i,j − Fn−1
i,j + ν

2(∆x)2 (δ2
xui,j + δ2

yui,j) (B.16)

∗ 空間を 1次元としm = 1の場合（前進 Euler法）を考えれば，これはよく知られた Crank–Nicolson法 [45,
Sec. 20.2]に他ならない．
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という形になる．ただし∆x = ∆yとしていて，δ2
x, δ

2
y はそれぞれ x, y方向への 2階の中心差

分を表している：

δ2
xui,j = ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j ,

δ2
yui,j = ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1.

(B.17)

式 (B.16)を整理すれば，[
1 − ν∆t

3(∆x)2 (δ2
x + δ2

y)
]
un+1

i,j = 2
3

[
2un

i,j − 1
2
un−1

i,j + ∆t (2Fn
i,j − Fn−1

i,j )
]

(B.18)

のようになる．さらに左辺を因数分解して

[
1 − ν∆t

3(∆x)2 δ
2
y

] [
1 − ν∆t

3(∆x)2 δ
2
x

]
un+1

i,j

= 2
3

[
2un

i,j − 1
2
un−1

i,j + ∆t (2Fn
i,j − Fn−1

i,j )
]

+
[

ν∆t
3(∆x)2

]2

δ2
xδ

2
yu

n+1
i,j (B.19)

とし，右辺の最終項での un+1 を un で置き換えた

[
1 − ν∆t

3(∆x)2 δ
2
y

]
u∗

i,j = 2
3

[
2un

i,j − 1
2
un−1

i,j + ∆t (2Fn
i,j − Fn−1

i,j )
]

+
[

ν∆t
3(∆x)2

]2

δ2
xδ

2
yu

n
i,j ,[

1 − ν∆t
3(∆x)2 δ

2
x

]
un+1

i,j = u∗
i,j

(B.20)

という式を数値計算で解く．もちろんこの置き換えによって誤差 [ν∆t/3(∆x)2]δ2
xδ

2
y(un+1

i,j −

un
i,j) が生じるが，これは非常に小さいものである．何故ならば un+1 − un = O(∆t) であ

り，さらに ν∆t/(∆x)2 を小さくとるためである．ν∆t/(∆x)2 という量は波動方程式におけ

る Courant数のようなもので，陽解法の場合は 0.5より小さい値にとる必要がある [45, Sec.

20.1, Sec. 20.2]．陰的もしくは半陰的に解く場合にはこの制限はないのだが，方程式には拡散

項以外も含まれているので小さい値にとることが普通である．

式 (B.18)を解くことは x, y 方向を同時に陰的に解くことを意味している．対して式 (B.20)

を解くことは，x, yの片方を陰的に解いて，もう片方を陽的に解くという作業を交互におこなう

ことを意味している．後者のような手法は ADI法（Alternating Direction Implicit method，

交互方向陰解法）と呼ばれる [45, Sec. 20.5.2]．

式 (B.18)を解く場合，左辺は un+1
i,j がN2 個並ぶベクトルとそれに作用するN2 次正方行列
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との積であるが，この行列は五重対角行列になる．そのため逆行列を両辺にかけて方程式を解

くことが難しい．対して式 (B.20)を解くのは比較的容易である．何故ならば，現れる行列が，

三重対角行列もしくは三重対角行列からわずかに異なる行列になるからである．三重対角行列

の逆行列は簡単に高速に求められる [45, Sec. 2.4]．既に述べたように，式 (B.20)に変形する

ことによる誤差は小さいので，式 (B.18)を解くよりも式 (B.20)を解くほうがよい．

次に，式 (B.20)を解く手順について説明する．簡単のため，x, y方向にはそれぞれ差分点が

N 個あるとする．y 方向には周期境界条件を課し，x方向には Dirichlet境界条件を課す．そ

して r = ν∆t/3(∆x)2 とおく．第 1式の左辺は，各 i = 1, . . . , N に対して



1 + 2r −r 0 · · · 0 −r

−r 1 + 2r −r
. . . 0

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0

0
. . . −r 1 + 2r −r

−r 0 · · · 0 −r 1 + 2r





u∗
i,1

u∗
i,2
...
...

u∗
i,N−1
u∗

i,N


(B.21)

となるので，後に述べるように Sherman–Morrisonの公式を利用して逆行列が計算できる．第

2式は，各 j = 1, . . . , N に対して Dirichlet境界条件から un+1
1,j , un+1

N,j が与えられるので，

1 + 2r −r 0 · · · · · · 0

−r 1 + 2r −r
. . .

...

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0
...

. . . −r 1 + 2r −r
0 · · · · · · 0 −r 1 + 2r





un+1
2,j

un+1
3,j
...
...

un+1
N−2,j

un+1
N−1,j


=



u∗
2,j + run+1

1,j

u∗
3,j

...

...

u∗
N−2,j

u∗
N−1,j + run+1

N,j


(B.22)

となり，三重対角行列の逆行列を計算すれば方程式を解くことができる．

式 (B.21)で現れた行列の逆行列を求めるには， Sherman–Morrisonの公式 [45, Sec. 2.7.1]

を利用すればよい．Sherman–Morrisonの公式とは，行列 Aとベクトル u,v に対して

(A+ uv⊤)−1 = A−1 − (A−1uv⊤A−1)
1 + v⊤A−1u

(B.23)

が成り立つというものである．ただし u⊤ は u の転置を表す．式 (B.21) の行列は，u =
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(1, 0, . . . , 0,−r)⊤ とすれば三重対角行列と uu⊤ との和にできる．そのため三重対角行列の逆

行列を計算すれば方程式を解くことができる．
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