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1 はじめに

経済格差・不平等度は日本経済においても大きな論点であり，不平等度の変化はこれまでは

記述統計的に計算されたジニ係数の変化によって議論されていた．また，個票データや階級

別データ（グループデータ）を使ってローレンツ曲線を推定する研究はいくつかある．本研

究でははじめからパラメトリックな分布を仮定して所得分布を推定することを考える．こう

することで不平等度の変化の検定や時系列モデルへの応用が行いやすくなるという利点があ

る．また，利用しやすいグループデータを用いることを前提とする．まず，1章では，2章
以降の準備として日本の所得データおよび所得分布に使われる確率分布などを説明する．

2 パレート分布を用いた経済格差の検定

2章のパレート分布の推定の話は，Koutrouvelis (1981)の議論そのままであり，部分順序
統計量を使った SOE(selected order statistics based estimator)は陽表的に得ることができ
る．そして，この SOEを用いて経済格差が変化したかを検定する方法を提案する．なお，
Koutrouvelis (1981)はパレート分布の確率変数を対数変換すると指数分布になることを利
用して，指数分布の部分順序統計量の漸近正規近似を使った推定をパレート分布へと応用し

ていた．指数分布の部分順序統計量にもとづく推定の研究は 1960年代に盛んに行われてい
たが，Saleh and Ali (1966)では，この推定量をABLUE(Asymptotically BLUE)としてい
る．第一種のパレート分布P (I)(θ, α)はパラメータが (θ, α) と 2つある．パレート分布のジ
ニ係数GはG = 1/(2α− 1)となるので，ジニ係数は形状パラメータ αだけによって決まる．
そして全体の標本がサイズnで得られ，さらにその部分標本がサイズkで得られて，サイズ

kの部分標本が小さい順に並び替えられているとする．つまり，1 ≤ n1 < n2 < . . . < nk ≤ n
に対し，{X(n1) ≤ X(n2) ≤, · · · ,≤ X(nk)}の順序統計量が得られるとする．ただし，i番目の
順序統計量X(ni)は，ある一定の比率pi = ni/nに対応して得られているものとする．また，計
算の便宜上ui = − log (1− pi)の表記を導入する. 確率変数Xがパレート分布P (I)(θ, α)に従
うとき，対数変換した確率変数Y = logXは，確率密度関数 f(y) = (1/σ) exp {−(y − µ)/σ},
の指数分布に従う．なお，(µ, σ) = (log(θ), 1/α)とパラメータを変換した．そこで，不平等
度についての情報は形状パラメータ σに集約される．

(µ, σ)の推定量はKoutrouvelis (1981)より，

µ̂ = logX(n1)− σ̂u1, (1)

σ̂ =

k∑
i=1

bi logX(ni) (2)
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となる．なお，

b1 = − 1

L

u2 − u1
eu2 − eu1

,

bi =
1

L

[
ui − ui−1

eui − eui−1
− ui+1 − ui

eui+1 − eui

]
, (i = 2, . . . , k − 1)

bk =
1

L

uk − uk−1

euk − euk−1
,

L =

k∑
i=2

(ui − ui−1)
2

eui − eui−1
,

である．したがって，(1)と (2)から，(µ̂, σ̂)は陽表的に計算できることが分かる．また，2
章ではモンテカルロ実験によってこの推定量が最尤推定量と比較して効率性がほぼ同等であ

ることを確認した．

さらに，順序統計量に基づく推定量の漸近正規性を用いて，経済格差が異なるかを検定

する検定統計量を提案した．σ̂は標本の大きさ nが十分に大きいと漸近正規性が成り立つ．
そこで，σt, σsを推定した際の標本サイズを nt, nsとし，推定に用いたLをそれぞれLt, Ls

とすれば,

σ̂t ∼ N
(
σt,

σ2
t

Ltnt

)
, σ̂s ∼ N

(
σs,

σ2
s

Lsns

)
, (3)

と近似できる. 正規分布の平均の差の検定を考えると，σ̂t, σ̂s が独立に分布するとの仮定で
きて, 帰無仮説：σt = σsの下では検定統計量 Z は, 以下のように,

Z =
σ̂t − σ̂s√
σ̂2
t

Ltnt
+ σ̂2

s
Lsns

∼ N (0, 1), (4)

となり，大標本で標準正規分布で近似できることが分かる. そこで，検定統計量Zに対し標
準正規分布により棄却域を設定して検定を構成できる．最後に，これらの手法を用いて総務

省統計局の家計調査のデータで実証分析を行い，その結果，統計的に有意な所得分配の不平

等度の拡大や縮小を確認することができた．

3 対数正規分布を用いたジニ係数のグループデータ推定と検定

2章のパレート分布を対数正規分布に変えるというアイデアが 3章の議論である．指数分布
は分位点が陽表的に得られるが，現在では，正規分布の分位関数も容易に求めることができ

る．また現実の所得データでは対数正規分布の当てはまりが良いことを考えれば，対数正規

分布を考えることは有用であると考えている．対数正規分布LN(µ, σ)のジニ係数GはΦ(·)
を標準正規分布の分布関数として，G = 2Φ

(
σ/

√
2
)
− 1, と計算される．ジニ係数Gはパラ

メータ σだけに依存し，G(σ)は σの単調増加関数である. そこで不平等度の変化に興味が
あれば σだけを推定すればよいことになる．
以下でグループデータからの部分順序統計量に基づいて得られる推定量を selected order

statisticsにもとづく推定量 (SOE)と呼ぶ．順序統計量の漸近理論によって limn→∞ ni/n = pi
を満たすとき，部分順序統計量 (logX(n1), logX(n2), . . . , logX(nk))

′ の同時分布がn → ∞
の時，平均 (µ+ σu1, µ+ σu2, . . . , µ+ σuk)

′，分散共分散行列 (σ2/n)W の多変量正規分布
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になる．分散共分散行列Wの (i, j)成分は

Wii =
pi(1− pi)

φ(Φ−1(pi))2

Wij = Wji =
pi(1− pj)

φ(Φ−1(pi))φ(Φ−1(pj))
(i < j), i, j = 1, 2, . . . , k, (5)

であり，φ(x)は標準正規分布の確率密度関数を表わす．y = (logX(n1), logX(n2), . . . , logX(nk))
′

の同時分布が漸近的に多変量正規分布で近似できることより，

logX(ni) = µ+ σui + εi, (i = 1, . . . , k), (6)

と書ける．ただし，(ε1, ε2, . . . , εk)
′は近似的に平均 (0, 0, . . . , 0)′，分散共分散行列 (σ2/n)W

の多変量正規確率ベクトルである．したがって，(6)は (σ2/n)Wの分散の誤差項を持つ正

規線形回帰モデルとみなすことができる．Wが既知であるので，一般化最小２乗法 (GLS)
によって，パラメータ (µ, σ)を推定することができる．被説明変数ベクトルを yとして，説
明変数 Zを

Z =


1 u1
1 u2
...

...
1 uk

 .

とし，γ = (µ, σ)′とすると，線形回帰モデルは

y = Zγ + ϵ, (7)

と書ける．ただし，ϵ = (ε1, ε2, . . . , εk)
′ とする. すると γ̂のGLS推定量は，

γ̂ =
(
Z′W−1Z

)−1
Z′W−1y, (8)

となる. γ̂ = (µ̂, σ̂)′は明示的に得られ，これを SOEとする．
さらに，経済格差の変化を検定するために，(8)の GLS推定量である SOEの漸近正規

性を用いた検定を提案する．最後にこれらの推定および検定を日本の家計調査データに対し

て応用する．

4 対数正規SVモデルによる持続的な所得不平等度のベイズ推定

そして，3章で導かれた部分順序統計量を漸近正規近似することで得られた線形モデルに確
率的ボラティリティ(SV)モデルをいれることで時系列構造を入れたモデルが 4章の話にな
る．この対数正規分布にもとづく SVモデルはジニ係数を含む不平等度を含むモデルであり，
不平等度の持続性を考慮したモデルになる．

まず，先に述べた (6)は線形回帰モデルとみなすことができ，誤差分散行列 (σ2/n)W は
既知である．そこで，ウェイト行列W が既知なので一般化最小２乗法を用いて推定できる．
所得不平等度の持続性を把握するために，部分順序統計量にもとづく線形回帰モデル (6)を
動学モデルへと拡張する．これは以下の SVモデルで表される．

yi,t = µt + σtui + σtηi,t, (9)

σt = exp(ht/2) (10)

ht = ω + ϕ(ht−1 − ω) + ξt, (11)
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ただし，

yi,t = ln(X(ni)),

ηt = (η1,t, η2,t, . . . , ηk,t)
′ ∼ MVN (0,W/n),

ξt ∼ N (0, σ2
ξ ).

である．X(ni)が対数正規分布に従う場合に，ui = Φ−1(pi)とし，Wij は (5)で定義され，
Φ(·)は標準正規分布の累積分布関数とする．(9)の µtは SVモデルでは各 tで別々に推定さ
れ，不平等度に影響する σtは (10)により時変構造をもつ．σtからジニ係数を得ることがで
きる．(9), (10)および (11)による SVモデルをマルコフ連鎖モンテカルロ (MCMC)法に
よって推定する．

日本のデータを用いて，SVモデルをマルコフ連鎖モンテカルロ (MCMC)法によって推
定し，周辺尤度を用いたモデル比較を行った．その結果，SVモデルといった時系列の構造
が入ったモデルが，そうでないモデルよりも選択された．つまり，このことは不平等度の持

続性を示している．

5 一般化ベータ分布について

本章ではMcDonald and Xu (1995)で提案された 5つのパラメータをもつ一般化ベータ分
布について，そのジニ係数を数値計算を用いて計算することとMCMC法によるベイズ推定
を行い，日本の家計調査データを用いて実際に推定を行った．

6 今後の課題

本研究の今後の課題として，以下のようなことを考えている．第一に，グループデータの同

時密度を尤度としてMCMCによるベイズ推定を行う．第二に，3つ以上のパラメータを持
つより複雑な分布の推定である．第三に，局所モーメントの情報を用いた推定も今後の研究

課題として考えている．第四に，さらには，経済の不平等および所得格差はどのように生じ

るのかといったことも今後に追究すべき問題であると考えている．
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