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計算固体力学の発展

東京大学生産技術研究所 第 2部   都 井  裕  教 授

1. は  じ  め  に

ご紹介いただきました都井でございます。よろしくお願

いいたします。さっそく,「計算固体力学の発展」 と題 し

まして講演を始めさせていただきます。

団体力学と申しましても非常に広い範囲の内容を含んで

おります。私が今日お話をさせていただきますのは,構 造

あるいは材料にかかわる力学,特 に構造崩壊とか,材 料破

壊 といった,構 造とか材料の強度にかかわる力学を中心に

お話をさせていただきたいと思います。こういった力学を

「計算」,い わゆる計算機を使った数値シミュレーションの

立場から体系化した学問分野,こ れを計算団体力学 (com¨

putation■J solid mechallics)というふうに呼んでおります。

よくご存知の方もたくさんいらっしゃると思いますが,

この分野では有限要素法,Finitc Element Method(]田M)

と申しますが,こ の方法が数値計算の方法として中心的に

使われてきております。後ほど詳しく申しますが,有 限要

素法というのは実は 1950年代初頭に開発 された計算手法

でございまして,少 しフライングなんですが,ほ ぼ50年

の歴史を持っている,そういう数値計算手法でございます。

したがいまして,こ の方法を中心にした計算団体力学とい

う分野も約50年の歴史を持っているといってよろしいか

と思います。

年表 (図1)の ほうを皆様方のお手元に資料として配布

させていただいておりますが,1950年 から2010年ぐらい

までのところで,主 な研究のトピックスにつきまして並べ

たものでございます.時 間に沿いまして計算団体力学のこ

れまでの大きな研究 トピックスにつきましてその内容をご

紹介させていただく,特 に最近 10年間の研究成果の延長

として,今 後 10年 ぐらいの動向あるいは展望について最

後に述べさせていただく,そ んなぐあいにしてお話を進め

させていただきたいと思います。
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2日 有限要素法の起源

まず 1950年,50年 前に遡りまして,有 限要素法の起源

ということですが,何 人かの人の名前を挙げることができ

ます。いずれも有限要素法のごく初期の研究を行った人と

して知られている人でございまして,ま ず有名な数学者の

Courantという人がおります。この人は42年に数学の論文

の中で,有 限要素法的な計算手順を示唆しています。ただ

計算の詳細は書かれておりませんので,こ の論文は有限要

素法の起源というふうには見なされておりません.

10年 ぐらいたちまして54年に,Argyrisという人は,長

方形要素を使って二次元の弾性問題を解くというようなこ

とをやってお ります。その 2年 後にTurner,Clough,

Martin,Toppと,4名 の連名の論文が米国の航空学会で発

表されております。この論文は,実 は1952年から53年に

かけて米国のボーイング社で,B52と いう最高速度がほ

ぼ音速の航空機の翼の解析のために従来の計算手法では精

度が足りないということで,精 度の高い計算手法を求めた

開発プロジェクトが行われまして,そ の成果として有限要

素法が出てきたというふうに言われております。

ここでは三角形の有限要素を用いておりまして,三 角形

の要素は任意形状のものに適合させることができます。あ

わせてこの論文の中では,三角形要素のサイズを変えたり,

要素の形状を歪めたり,そ ういつたときの解の1又東性,精

度なども検討されておりまして,こ の仕事が現代の有限要

素法につながる先駆的な業績と言われております。これは

56年のことです。ちなみにTurner氏とTopp氏の2人がボ
ーイング社のエンジニアでc10ughさんというのはカリフ

ォルニア大学の方,Martinさんというのはワシントン大学

の教授です。このClough教授は,そ の後も有限要素法の

基礎研究を続けまして,Finitc Elcment Methodという名称

はc10ugh教授が付けたと言われております。

この頃から活躍している人で忘れてはならない人は,英

国のZicnkiewicz教授でございまして,大 変よく売れた有

限要素法のテキス トを書いておられます。

Tumer氏以下の論文では,非 常に簡単な問題が解かれて

おり,正 方形の板の応力解析が行われています。要素に切

る,要 素のサイズを変える,あ るいは要素を歪めるとか,

そういったときの解の様子を数値的に検討しています。要

素は四辺形になっていますけれども,さ っき申しましたよ

うに,も ともとの定式化は三角形でございまして,四 つの

三角形を組み合わせて四辺形となっているわけです。

3.有 限要素 (変分原理)

有限要素法という手法を使いますと,複 雑な形状の構造

体の応力解析ができるということですが,基 本的な考え方

は,複 雑な形状のものでも,小 さな要素に分割をする。そ
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うすると,ひ とつひとつの要素にかかる力と変形の関係は

非常に簡単な式で近似ができる。それを計算機の力を借り

て,構 造全体にわたつて重ね合わせる,組 み合わせること

によって複雑な構造の解析をする。これが有限要素法の基

本的な考え方でございます。ですから,有 限要素法で計算

をするときにまず必要になるのは,有 限要素の定式化とい

うことで,そ れが最初に必要な作業になります.

1950年代から60年代にかけては,い ろいろな変分原理

に基づいて有限要素の定式化が行われております。力学の

問題ですから,仮 想仕事の原理であるとか,あ るいは最小

ポテンシャルエネルギーの原理とか,こ ういうものが支配

原理として当初から使われておりました。それ以外のもの

としてHu_washizuの 原理 とか,あ るいはHellinger―

Rcissncrの原理,あ るいは最小コンプリメンタリエネルギ
ーの原理,あ るいは補仮想仕事の原理,こ ういったものが

その後使われております。

これらの変分原理は,変 位が未知量であったり,応 力が

未知量であったり,あ るいは変位と応力をミックスして使

うとか,い ろいろなものがございますけれども,変 分法の

言葉で申しますと,F五cndrichs変換により,系 統的に誘導

していくことができます.

こういった有限要素法の世界では古典的な変分原理に対

して,64年 にMITの Pianという人が,少 し性質の違った

変分原理を誘導しております。有限要素では線形解の収束

性を保証するために,要 素間で変位とか,あ るいはその微

係数を連続にするという制約がございます。Pianが行いま

したのは,そ の連続条件 を少 しゆ るめた ような,

Variationd principles with relaxed continuity requirements, 連

続条件 を緩和 した変分原理 とい うものを提案 してお りま

す。これは東大の鷲津先生 によってハイブリッド型の変分

原理というような呼ばれ方もしておりまして,こ の名称も

広く普及しております。

4口有限要素 (退化要素)

有限要素の定式化ということにつきましては,70年 代,

80年代は第2期に入ります。その段階ではどういうことが

行われたかと言いますと,そ れ以前は,は り理論とか,あ

るいは板理論とかシェル理論とか,そ ういったものに基づ

いて有限要素の誘導が行われておりました.と ころがこの

時期は,三 次元の要素から出発をして,応 力とか変形に対

する仮定を途中で導入するというやり方で,三 次元要素か

らの退化要素,英 語ではDegencratcd clementと申しますけ

れども,そ ういう形でいろいろな有限要素が誘導されてお

ります。70年代にはそういった手法でたくさんのアイソパ

ラメトリック要素と言われるものが研究されております。

その過程でロッキングと申しまして,要 素が数値的にロ

ックする,Shear locking,あるいはMembrane lockingと申
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しますけれども,そ ういう現象が現れて,80年 代はその

対策がいろいろ行われました。具体的には変位場,ひ ずみ

場,あ るいはその他の修正を施す。それから,最 もよく行

われた方法は,数 値積分の修正 ということで,剛 性マ トリ

ックスを評価する際の数値積分のスキームを変えてやる。

具体的には積分のオーダーを落とすのですけれども,そ う
いうことをしてやることによってロッキングを防ぐことが

できるということがわかりました。unifOrm/selective

reduced integration(一様/選択型次数低減積分)と いうよ

うな呼び方をされております:

この方法は非常に簡単でかつ効果的な,実 用性の高い方

法であったわけですが,た だこれだけでやりますと,メ ッ

シュの歪みの影響であるとか,あ るいはHOurglass modcと

いう物理的に意味のないゼロエネルギーモードが発生する

というような別の問題点も出てまいりまして,こ の方法だ

けで全く数値的に問題のない,完 全無欠な要素を導くとい

うことは困難であると一般には認識されております。

90年代は,そ ういった問題点を全部解消して,要 する

にproblem‐frecの要素を導くということが目指されたわけ

ですが,完 全なものが得られたかどうかわかりませんけれ

ども,実 用上はあまり支障のない要素モデルが得られてい

るという言い方ができると思います。

そういった有限要素開発の第1期,第 2期 を経て,一 次

元,二 次元,あ るいは三次元といった有限要素モデルが整

備され,要 素ライブラリーが整っていったということで

す。

5.非 線形有限要素法

70年 ぐらいから,そ れまでは線形の問題に有限要素法を

使っていたのが,非 線形の問題にだんだん応用範囲が広が

っていきました。構造力学で非線形性といいますと,材 料

非線形 (material nonlinearity)と幾何学的な非線形 (geO¨

met五cal■onlinearity)が基本的な非線形性です。塑性とか

クリープとか,固 体力学の基礎式の中の応力 ・ひずみ関係

式に入ってくる非線形性を材料非線形と呼んでおります。

もう一つの幾何学的な非線形性は大変形,有限変形とか,

あるいは座屈とか,基 礎式の中でひずみと変位の関係式の

ところに入つてくる非線形性,こ れを幾何学的な非線形と

呼んでおります。

そのほかにも力学的な境界条件,あ るいは幾何学的な境

界条件,こ ういったものが時々刻々変わる,接 触問題のよ

うな非線形性もございます。ですから,そ の三つが典型的

な非線形性という言い方ができます。

応力とひずみの非線形性,つ まり材料非線形性の一例と

しては,塑 性変形を起こすことによって応力とひずみのパ

スが曲がってくるということがあります。

それから幾何学的非線形性につきましては,有 限変形問
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題 としては荷重漸増型 とか荷重低減型,構 造安定問題 とし

ましては分岐座屈 とか,あ るいは飛移 り座屈 とか,屈 伏座

屈とか,こ ういったものが幾何学的非線形性の典型例でご

ざいます。いずれにいたしましても,荷 重と変位の関係が

直線的でなくて曲がるということであります。

有限要素法でこういった問題はどうやって解析するかと

申しますと,全 体を一度に解 くのではなくて,こ れをいく

つかの微小な区間に分割をいたします。そういたしますと,

全体としては非常に曲がったパスですけれども,一 つの区

間の中ではほぼ直線的であると考えることができます。で

すから問題を区分的に線形化して,区 分的な線形解析の繰

り返しで解く。具体的には初期状態から出発して,微 小な

荷重増分を与え,そ れに対する変位増分を計算する。また

そこから同じことをやる。その繰り返しで非線形問題を解

く,い わゆる荷重増分法というやり方が最も一般的な解法

として使われております。

6.増 分 理 論

その荷重増分法の基礎になる理論が増分理論 (incre¨

mentd theory)と言われているものです.こ の増分理論に

つきましては,60年 代後半から70年代にかけていろいろ

な仕事が行われているわけですけれども,例 えば68年に

生研の名誉教授の山田嘉昭先生が,有 限要素法で弾塑性解

析を行っておられます。これは世界でも先駆的な仕事と言

われております。

それから,そ れ以降,大 ひずみとか,幾 何学的な非線形

ということをHOfmeisterとかStricklin, NIlarcal, Pian, こ

ういう人たちがやりまして,70年 代 ぐらいには非線形解

析のための増分理論の基礎がかたまったということが言え

ます。

フロ汎用商用コード

今,有 限要素の定式化,そ れから非線形ということをお

話ししましたが,こ ういう発展を背景として70年代 ぐら

いから有限要素法の汎用商用プログラムがたくさん出てき

てお ります。ごく有名なものをい くつか挙げます と,

MARCと か ANSYS, MSC/NASTRAN, ADINAと か

ABAQUSな どです。いずれも70年代にリリースされて,

その後バージョンアップを重ねて,現 在でも広く使われて

いる,有 限要素法のプログラムの老舗的な存在でございま

す。

この中で,例 えばNASTRANは ,60年 代から米国の

N A S Aで 開発 が 行 わ れ て , 7 1年 に M a c N e a l  S c h w e n d l e r

Corporationというところから売 り出され, Msc/NAS¨

TRANと 言われております。

NASTRANは ,初 めは線形解析の機能だけ持っていて,

だいぶ後になってから非線形の機能を付け加えたというわ
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けです。それからMARC,こ れはMarcalという人がつく

つたプログラムですけれど,こ の人は非線形の増分理論の

ところでも名前が出てきました。これは初めから非線形解

析を売り物にしたプログラムということでございます。

これらはいずれも米国でリリースされたプログラムです

けれども,中 心になって開発をした人は必ずしも米国人で

はございません。Marc江という人はマカオの出身の人です。

A D I N Aを つ くっ た B a t h eとい う人 は西 ドイ ツ 。 A B A Q U S

はHibbit,Karlsson,Sorensenの3人ですが,英 国,ス ウェ
ーデン,デ ンマークということで,キ ー ・ディベロツパー

の出身地は様々です。米国が,こ ういうある意味のベンチ

ャービジネスの場を提供したということが言えます。

8.構 造崩壊,材 料破壊

これまでお話しした有限要素法の発展というのは,ど ち

らかといえば構造解析,あ るいは非線形の場合には構造崩

壊,そ ういうものを対象にした発展でした。固体力学の分

野では,構 造崩壊という話と材料破壊という話がありまし

て,あ る意味で区別をして話をしないといけない二つのト

ピックスです。ここで定義を述べておきますが,構 造崩壊

(structural collapsc)のほうは,「構造物が塑性変形とか座

屈などによって,マ クロなき裂,あ るいは破断を伴うこと

なく耐荷力を失う」,こ ういうふうに定義いたします。

それに対して材料破壊 (mtte五d fdlure)は,「材料にマ

クロなき裂が発生する,あ るいは破断する」ということで,

要するに材料が切れるか切れないかという区別です。この

両者の区別は非常に重要でございまして,構 造崩壊のほう

はある意味で現象を支配する原理,物 理法則というのはわ

かっています。ですから計算をするということにエネルギ
ーが集中できたわけです。有限要素法の分野で,構 造解析

が先導役を果たしてきたというのは,そ ういうことに事情

があります。ですから計算というものの状況は,構 造崩壊

のほうでは非常に成熟したレベルにある,実 用的なレベル

にあるということができます。

それに対して材料破壊のほうは,あ とで述べますマルチ

スケール性というようなこともございまして,現 象そのも

ののフイジックスがよくわからない部分もたくさんあると

いうことで,計 算の状況としては構造崩壊に比べるとまだ

未成熟といいますか,逆 に言えば将来的な可能性が非常に

高いということでもありますけれども,そ ういう区別が非

常に重要であります。

図2は 構造崩壊の一例で,円 筒の鋼管が軸圧縮力を受け

てクラッシュしております。変形自体は非常に大きく起こ

っておりますが,き 裂とか,そ ういったものは発生してい

ない。破断はしていないわけです。こういう現象が構造崩

壊ということの例です。

図3で は,多 結晶体の中にマイクロクラックが出て,あ
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るいはそれがつながって,マ クロなクラックになる。要す

るにき裂が走 り材料が破断しているわけです。材料破壊 と

いうのはこういう現象です。これは計算結果です.

9 .計 算破壊力学

破壊という分野で,有 限要素法というのはどういう使わ

れ方をしてきたのか。これも歴史を遡ると60年代後半か

ら70年代ぐらいにそういうことが始まっております。破

壊力学 (iacture lnechanics)という学問分野は,50年 代の

IrwinのSiess intnsity factor(応力拡大係数)の 概念の提

案とか,あ るいはRiccによるJ積分とか,基 本的に重要

なものはこの頃に出てきています。

こういったものを計算するために有限要素法を使うとい

うことは60年代後半から行われていたと́思いますが,夕1

えば69年東大の宮本先生の日米セミナーの論文などがご

ざいます。それから80年代半ばぐらいには,Atluriという

人が,こ ういったところの成果を取りまとめたテキストを

出しております。

宮本先生のごく初期の解析例では,長 方形の板にクラッ

クが入っている,こ れを引っ張った,そ のときの, き裂の

先端の応力集中,具 体的には応力拡大係数ですが,そ れを

計算しています。

10口計算不連続体力学

その頃,破壊ということとある程度関係があるのですが,

それまでの有限要素法の流れと異なる別の数値計算手法の

開発の時期がございました。これは計算不連続体力学

(computational discontinuum mechanics)というものでござ

いまして,有 限要素法には,要 素間で変位を連続にすると

か,あ るいは微係数を連続にするとか,そ ういう制約がご

ざいます。そうすると,す べり線とか塑性関節線とか,あ

るいは粒状体の解析をするとか,あ るいは破砕現象を解く

とか,あ るいは分離脆性破壊,多 体相互作用とか,そ うい

ったものを解析することにはあまり向いていない,相 応し

くありません。そういう反省に立って,70年 代には有限

要素法とちょっと毛色の違った計算手法がいろいろ提案さ

れております。

夕JえばHodgeは , 72年 に, Finite element limit analysisと

いうことをやっておりますし,生 研の名誉教授で私の恩師

でもあります川井教授は70年代に塑性解析法を数値的な

立場から一般化することを目的に,剛 体 ・ばねモデル,あ

るいは離散化極限解析法というものを展開しております。

それから,土 木のほうで有名なCundall,この人が個別

要素法 (Distinct Elemcnt Method)というものを考案した

のが70年代です。それからJOhnsonのNeighbour algo五thm

とか,williamsのDiscrete Element Method,これはCICEと

いう商用のプログラムになっておりますけれども,こ うい
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ったものが出てきたのが70年代から80年代にかけてとい

うことでございます。

不連続体力学モデルの一例で,さ っき申しました剛体 ・

ばねモデルは,二 次元では任意多角形の剛体要素を考え,

それの隣あったものをばねでつなぐ,そういうモデルです。

このばね定数をうまくコントロールすれば,そ こにき裂が

入るとか,あ るいは接触はく離とか,あ るいはクーロン摩

擦とか,そ ういうものはばね定数のコントロールで簡単に

入ってくるということです。

そういうモデルを使った計算例として,こ れは土木のほ

うの話ですが,発 泡ステロールすなわちEPSブ ロックを

盛土材料として使います。図4は 道路の拡幅工事で道路の

舗装の下に敷いているところですが,こ ういう独立したブ

ロックからなる構造体の地震応答解析というようなことに

剛体 。ばねモデルを使っております。

図5は ,い まのEPSプ ロックをいくつか積み上げたも

のの振動解析例です。同じようなブロック構造体の例は,

石を積み重ねたアーチ構造です。これの集中荷重による崩

壊解析,あ るいは煉瓦積みのトンネル構造の解析とか,そ

んなことに計算不連続体力学モデルが,こ れだけではあり

ませんけれども,例 えばこんなことに非常に便利に使われ

ております。

11.計 算損傷力学

もう一つ破壊絡みで,80年 代ぐらいから盛んになって

きた分野がございます。それを計算損傷力学と呼んでおり

ます。理論的な背景としては,連 続体という枠の中でマイ

クロクラックとかマイクロボイドといったような微視的な

損傷を表現する,そ ういう連続体力学の一分野あるいは破

壊力学の一分野といってもいいのですが,そ ういう分野と

して連続体損傷力学 (continuum damage mechanics)とい

うものがございます。58年にKachanovという有名な人が,

Continuity,今は損傷変数と言つていますが,こ ういう場

の変数を含んだ力学を提案して,こ れが連続体損傷力学の

出発点と言われております.60年 代はまだそれが実用に

至らない時期でした.た だし,そ の間にRabotnovによる

有効応力,損 傷力学の定式化を行う際の基本的に重要な概

念ですが,有 効応力というものの提案がございました。

70年代に理論がだんだん整っていって,75年 ぐらいに

は早くもというべきか,損傷力学と有限要素法を組合せて,

固体の中で微視的な損傷が発生し,そ れが発展してマクロ

なき裂あるいは破断に至る,そ ういうところまでを一貫し

て計算する,Local approach to fracture(局所的破壊解析法)

と呼んでおりますけれども,'そういうことが最初に試みら

れたのがこの頃です。この時はクリープ破壊の問題が解か

れています.

80年代に入 りまして熱力学,マ イクロメカニックスを
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ベースにして,損 傷力学の理論の基礎固め,い ろいろな工

学の問題への応用ということが行われるようになっており

ます。その過程で,い ろいろ数値的な問題点も指摘され,

解が要素サイズに著しく依存するというような問題点も指

摘されておりまして,そ の辺のところは現状でまだ完全に

解決されるには至っておりません。

私どもの研究室で行った損傷力学を使った破壊解析の例

を2,3ご 紹介しますと,橋 梁のボックスガーダーを溶融

亜鉛めっきするときに,450℃ という非常に高温の溶けた

亜鉛の中に浸けます。

肉厚が場所によって違いますから,温 度の不均一ができ

ます。発生した熱応力によって,例えばパネルが座屈する,

ステイフナの端部に非常に大きな応力あるいはひずみが発

生する,悪 い場合はき裂が入る,そ ういうことが起こりえ

ます。

そういう現象を損傷力学の構成式を使った有限要素解析

でシミュレートしたということでございます。図6は,パ

ネルにステイフナが溶接されて付けられた部分の三次元の

解析ですけれども,溶 接ビードの端のところに非常に大き

な損傷が出ている。実際こういうところで割れが入るわけ

ですが,そ ういうことが計算で出ております。

同じような問題が,送 電鉄塔のメンバーのめっき時にも

発生いたします。山形材にボルト穴があいています。ボル

ト穴の近傍のところで,め っきしたときに割れが入ること

がある。そのボルト穴の近傍を三次元のメッシュに切って,

損傷力学を使って計算をしております。図7はボルト穴の

近傍のところです。なるほど損傷が高いレベルで発生して

いるということがわかります。

ステイールとセラミックスから成る傾斜機能材,そ うい

うものをコーティング材として使う,そ れが温度サイクル

を受ける,そ のときの損傷解析ということも行っておりま

す。コーティングの部分に非常に高い応力が発生して,そ

の結果として損傷が少し出る場合があります。こういった

解析が計算損傷力学の例でございます。

12.「計 算 力 学」

初めから計算団体力学とか計算力学という言葉を使って

きておりますけれども,有 限要素法という言葉は50年代

から使われておりましたが,「計算力学」という言葉はそ

う古い歴史があるわけではございません。例えば86年に

Computational Mechanicsの国際的組織IACMが できまし

て,同 じ86年 にIACMの 主催で,world Congress on

Computationd Mechanics,計算力学の世界会議の第1回が

開かれました。それから,『cOmputational Mechanics』と

いうジヤーナルが発干Jされたのが86年,こ のWCCMの 第

3回が幕張で行われたのは94年です.こ のことをきっか

けに95年に日本計算工学会,計 算力学会ではなくて計算
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工学会が発足 しております。80年代半ばぐらいから計算

力学という言葉が一般に使われるようになったということ

でございます。

13.メ ッシュ・アダプテーション

その頃から有限要素法につきましても,い ろいろな新た

な発展が出てきております。そういったものをこれからお

話ししますが,ま ず一つ目はメッシュ ・アダプテーション

(mcsh adaptation)ということです。有限要素法というの

は,初 めからお話ししているように要素に切るということ

が出発点ですが,ど ういうふうに切るか,ど の程度細かく

切るかということは難しい問題ではつきりした基準はござ

いません。いわば経験と勘で切るということをやっていた

わけですが,そ れをもう少し合理的なものにしよう,あ る

いは自動化しようということでメッシュ・アダプテーシヨ

ンという考え方が80年代初期に出てきております。

これは,と にかく何かメッシュを切って計算する。出て

きた結果から,離散化誤差を何らかの方法で事後評価する。

事後評価された誤差に基づいて,誤 差の大きそうなところ

は有限要素モデルをもっと精密なものにするという,そ う

いうことです。精密にしたモデルでまた計算をして誤差の

評価をし,そ れが所要の誤差の値に収まるまでこれを繰り

返す,そ ういうアプローチです。

有限要素モデルを精細化する方法として,ふ つう,r法 ,

p法 ,h法 と三つ種類があります.そ れからそのコンビネ
ーションもございます。80年代にこういうものが出てき

ました。

90年代になりまして,そ れを非線形の問題に応用する

ということが行われるようになりました.た だし非線形に

なりますと,誤 差の定義から始まって,メ ッシュの細分化

のタイミングなど,線 形のときにはなかったいろいろな問

題点が出てまいりますので,非 線形のメッシュ ・アダプテ
ーションにつきましては,ま だ確立された計算技術という

ところまでは至っていないということでございます。

それから,本 当はメッシュ ・アダプテーション以前に,

最初のメッシュを切る作業,メ ッシュ ・ジェネレーション

ということも非常に大きな問題なのですが,こ れは力学的

なトピックスではありませんので,こ こでは取り上げませ

ん.

メッシュを精細化するときのr法,p法 ,h法 の説明で

すが,オ リジナルなメッシュで計算 して,あ る要素の誤差

が大 きかった。そのときにrelocation,すなわちr法では節

点の位置をずらして,誤 差の大 きい要素を小 さくする。p

法のPというのは,要 素の中で仮定された変位場の次数で

す。オーダーです。それを上げることによってその要素の

精度を上げる。h法は,h―reinementです。hというのは要

素サイズです。ですから要素をさらに細分化することによ
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ってその部分の精度を上げる。そういう三つの方法がとら

れます。

14.品      質

そういうものと前後して有限要素解の品質というものの

議論が非常に関心を集めるようになっております。

有限要素解の信頼性ということですが,そ ういったもの

を決定するファクターは二つございます。一つは,数 学的

なモデル化の段階で入ってくる誤差,そ れの品質というこ

とです。これは力学現象,あ るいは物理現象を,微 分方程

式,あ るいは変分原理に置き換える,要 するに数学的なモ

デル化の過程で入ってくる,そ ういうエラーです。

これは例えば,構 造体の次元を一次元でやるか二次元で

やるか三次元でやるか,あるいは応力 ・ひずみ関係として,

どういう構成式を使うか,材 料定数をどう決めるか,非 線

形性としてどんなものをどの程度考慮するか,あ るいは境

界条件,初 期条件として,実 際のものは理想的なものでは

ありませんので, どうやってその実態にあわせるかとか,

こういったところでの品質の問題でありまして,こ ういっ

たものは解析をする人,あ るいは汎用プログラムのユーザ
ーが判断して決めることです。ですからこの品質を上げる

ためには解析者の教育ということが一番重要な問題であり

ます。

もう一つは,数 学的にモデル化されて微分方程式が得ら

れた,そ れを有限要素法で解 く,そ の段階で入ってくる,

いわゆる離散化誤差であります。これにつきましては,例

えば空間メッシュに対しましてはさっき言いましたような

メッシュ ・アダプテーションというような手法がございま

すし,時 間方向,増 分方向についてもいろいろな自動化が

試みられているということで,こ の辺はプログラムの機能

の問題です。これらの総合されたものとして全体の品質が

決まってくるということになります。絡むファクターが非

常に多いので複雑な問題ということになります。
一方,数 学のほうで,精 度保証付数値計算ということが

言われますが,こ れは打切り誤差とか丸め誤差の話で,非

常に細かい話です。かつ精度評価は普通の計算の1000倍

ぐらいの時間がかかるというのが常識のようでございまし

て,計 算力学のほうでは通常計算と同程度か,あ るいは数

倍ぐらいの手間で誤差を評価しよう,あ るいは改善しよう

としております。だいぶ次元の異なった話でございます。

15ロスマートアルゴリズム

それからメッシュ ・アダプテーションのように,あ る意

味で自律的に品質を改善する,そ ういうアルゴリズムをも

っと広い名称でスマー トアルゴリズム (smart algO五thm)

といってよろしいかと思うのですが,そ ういうものの一例

として,こ れはわれわれの研究室で開発したものですが,
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骨組構造の有限要素崩壊解析のための順応型 Shifted

lntegration法(ASI法)に ついてご紹介させていただきま

す。

これは要素剛性を評価する際の数値積分点の位置を順応

的にシフトすることによって,塑 性ヒンジとか破断とかを

厳密に考慮する方法です。ある意味で有限要素法と計算不

連続体力学を融合したような手法です。

基本になるのは有限要素と計算不連続体力学モデルの等

価性ということでございまして,積 分点の位置をいろいろ

変えますと,要 素内で発生する破断とか塑性ヒンジの位置

を厳密にコントロールできるということが両方の比較から

わかります。

細かいことは省略しますが,そ ういう方法でやると,ス

タテイックな崩壊問題において非常に早 く解が得られる。

動的な問題でも,非 常に収東性のよいアルゴリズムになる

ということがわかります。こういう方法を使って,例 えば

三角形のフレームが衝撃荷重を受けると,非 常に大きなク

ラッシュ変形をするわけですが,そ ういう現象も非常に少

ない要素で計算できます。

図8は東京ビッグサイトの骨組の模型です。こういった

ものの耐震の解析では,い ろいろなところで塑性ヒンジが

発生して,最 終崩壊状態に至っておりますが,こ ういう解

析とか,あ るいは古くなったビルを爆破解体する,図 9の

ようなシミュレーション,そ んなことに非常に便利に使え

る,高 い計算効率で,か つ精度を維持しながら計算ができ

るということを実証しております。

16.並列計算"領 域分割法

次の トビックスは,並 列計算,領 域分割法です。計算は

精度を高める,品 質を上げるということとスピードを上げ

るということが重要になってまいります。地道な計算アル

ゴリズムの改良でスピードを上げることは限界がございま

して,や はり解析領域を有限個のサブドメインに分けて,

各サブドメインを一つのCPUで 計算をする,同 時並列的

に全体を解くという,い わゆる並列計算,あ るいは超並列

計算というようなやり方が計算時間を圧倒的に短くするた

めには必要なテクニックになります。こういう方面の研究

では,88年 に偏微分方程式のための領域分害J法 (DDM)

の第 1回の国際シンポジウムが開かれております。最近の

商用コード,汎 用コードで数十万自由度規模の解析が一応

限界のようですが,こ ういった手法を使いますと,そ れが

数百万とか1000万とか,そ ういった自由度の系が解ける

ようになるだろうと言われております。

17口構造 トポロジー最適化

もう一つのトビックス,そ れは構造のトポロジー最適化

ということです。最適化ということは,数 学の表現で言い
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ますと,あ る制約条件のもとで目的関数を最小化する設計

変数解を求めるということになります。いわゅる数学的な

いろいろな最適化の理論を構造の最適化に応用するという

ようなことは,わりあい早い時期から行われておりまして,

70年代にGallagherとZicnkicwiczの本が出ていますし,85

年にはHaftkaが書いています。この辺ではどういう最適

化が行われていたかと申しますと,sizing optimization,あ

るいはshapc Optimization,はりの断面寸法とか,あ るいは

板厚とか,そ ういうものを最適化する,せ いぜいものの形

を最適化する,こ ういうことが行われてきたわけです。そ

れが88年のBendsoeとKikuchiの論文で,均 質化法を使う

ことによってトポロジーの最適化もできるということにな

りました。この方面の研究は近年非常に進んでおりまして,

将来性の豊かな分野だということができます。95年 に

Bcndsoeのテキス トなども出ております。

団体を四角い穴のあいた正方形のセル,そ ういったマイク

ロストラクチャーを持つものというふうに仮定いたします。

穴の大きさを設計変数にして,こ れの最適化を行う。そうす

ると,結 果として穴が非常に小さくなったところは材料を配

置しないといけない。穴が大きくなったところは材料がなく

てもいい,そ ういう解釈ができるわけです。そうすると,骨

組のようなものもトポロジー最適化の結果として,解 として

得ることができるということになるわけです。

18日計算 メソカ学

次は計算メソカ学ということですが,こ れは破壊と非常

に関係の深いテーマです。これも80年代終わり頃から90

年代にかけて研究が盛んになった分野です。HaritOsらが

88年の論文で,「McsOmechanicsの概念」について述べて

おりますけれども,微 視的な構造とか挙動と,マ クロな物

性との関係づけを不連続体力学を使って行う,橋 渡しをす

る,そ ういうふうに定義をしております。

大ざっばな言い方をしますと,マ クロ連続体というのは

ミリメータースケール以上の話です。一方,原 子,分 子と

いう話になりますと,ナ ノメーターとかオングス トローム

とか,そ ういうオーダーの話になります.メ ソというのは,

スケール的にはその中間でございまして,ミ クロン,10~6m,
マイクロメーターぐらいのオーダーの話と,大 ざっぱには

ご理解いただければいいと思います。マクロスケールとメ

ソスケールをつなぐ架け橋として,さ っき言いました損傷

力学というものがあるのですが,メ ソスケールとミクロス

ケールのほうはまだちょっとはっきりこれをつなぐ理論体

系というものはできておりません。

メソカ学と解釈できるいろいろな研究というのは80年

代終わりごろから出ていまして,私 もその頃からマイクロ

クラッキング脆性固体を対象にしてメソ解析法の開発とい

うことをやっております。
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それを若干ご紹介 しますと,固 体の一
部分,Constitudvc

clcmcntと申しますが,こ れを取 り出すと,多 結晶体です

と,図 10のような形をしているわけです。これは計算の

ためのメッシュです。ボロノイ分害1でつくっています。こ

ういうものを計算機の中で引っ張ってやる。そうすると図

11の ように,結 晶粒界のところにマイクロクラックが発

生するということがわかります。

別の例としましては,二 次元の問題ですけれども,マ ク

ロき裂にいわゆるモードIという,開 口型のス トレスをか

けます.そ うするとこれが進展していきますけれども,こ

のき裂先端の非常に小さい部分をさらに細かく分割いたし

まして,マ クロき裂の進展の様子をメソスケールで追い掛

けてみました。

単層の材料ですと,図 12のようにマイクロクラックが

いろいろなところに出ながら,メ インのパスが進展 してい

く。それから,図 13は二層材料です。アルミナにジルコ

ニアの粒を混ぜた,セラミックスの二層材料ですけれども,

そういうものの中のき裂の進展です。そういったものをメ

ソスケールで解析しているという例です。

そのような計算をやりまして,い わゆるき裂進展抵抗曲

線,す なわちき裂の抵抗力と長さの関係をグラフにします

と,出 てくる結果から破壊靭性の議論ができる。メソスケ
ールのいろいろな物性条件とマクロの破壊靭性の関係が把

握できるということになるわけです。こういう方面も現在

進展しつつある分野の一つです。

19ロメッンユレス法

メッシュレス法 (mcshlcss mcthod)というのがございま

す。これも90年代の一つの大きな流れだろうと思います

が,有 限要素法でメッシュを切る作業は非常に大変です。

ですからメッシュを切らなくても解けるような計算手法が

あり得ないかということで,90年 代に続々といろいろな

計算手法が提案されてお ります。有名なものとしては,

Elcmcnt―Free Galerkin法というBelytschkoのものがござい

ます。それから,NEM(Natural Element Mcthod)という

方法もございます。よく知られているものです。

この方法では,要素に切るのではなくて,ノ ード(節点)

だけを分布させています。三角形や四角形のメッシュとい

うものはない。ノードだけを分布させる。ノード単位で変

位場の仮定,形 状関数といいますが,そ ういうものを仮定

いたします。その仮定の仕方はいろいろございますけれど

も,い ったんノード単位で変位場が仮定されれば,あ とは

有限要素法と同じようなプロセスで計算が進みますが,こ

れですとメッシュを切らなくていい。そういう観点からの

メリットもございますが,ま た一方, き裂を進展させたい

というようなときに,有 限要素法ですと,要 素境界線の方

向ということでき裂が進展するパスが制約されます。その
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ためremeshが 必要となりますが,メ ッシュレス法ではノ

ー ドをrc10cateするだけでよく,材 料破壊の問題などにも

非常に便利に使えるということで,Elcmcnt―Frec Galerkin

法などはかなり早い時期からき裂の進展解析などにも使わ

れております。

20.複  雑  な  系

最後は,複 雑な系ということですが,す でに触れました

けれども,材 料破壊ではマルチスケール性ということが非

常に大きな問題になっております。それから,力 学的なこ

とだけでなくて物性論,冶 金学,化 学とか,ほ かのフイー

ルドのこともいろいろかかわってくる,マ ルチ物理の問題

です。

それから構造崩壊のほうも,あ まりこういう言い方はさ

れませんけれども,や はリミリメータースケールからキロ

メータースケールに至るマルチスケールの問題がありま

す.そ れから,構 造もいろいろな場におかれる.力 学的な

場だけではなくて熱とか電磁気とか流体とか,そ ういうも

のを考えるとマルチ物理の問題ということで,こ ういった

複雑な系をどんどん解析の対象とするようになっている。

これも一つの方向であります。

21.ま   と   め

最後にまとめたいと思います.こ れまで有限要素法,あ

るいは計算団体力学の50年 の歴史をずっと見てまいりま

したけれども,特 に最近 10年 ぐらいの動向を見ますと,

スマートアルゴリズムなどによる計算の良質化,並 列計算

などの高速化,構 造最適化さらには材料設計といったある

意味の知能化,メ ッシュレス法,不 連続体力学といった計

算手法の多様化,構 造 ・損傷 ・破壊,そ ういったものの融

合する統合化,そ れからメソカ学とか分子動力学といった

微視化,最 後に申しましたマルテスケールあるいはマルチ

物理という複雑化,こ ういつたことが進行しているという

言い方ができます。前半のものは,ど ちらかといえば計算

にウエートがあって,構 造解析のほうからのニーズで進展

している。後半のものは,ど ちらかといえば力学的な研究

テーマで,材 料破壊のほうの要求からこういう研究が行わ

れているという言い方ができると思います。

90年代は,い ろいろな方向の芽が出てまいりまして,

やや混沌とした状況ということが言えると思いますが,今

後 10年 ぐらいの間に,こ ういつたそれぞれの分野が成熟

し,内 容も整理統合されて,実 用的な計算システムが次か

ら次へと出てくる,そ ういう時代になるのではないかとい

うふうに考えております。その辺のイナーシャを今日のお

話から感じ取つていただければ幸いでございます。

以上で講演を終わらせていただきます。ご清聴ありがと

うございました。
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図 2 円 筒銅管のクラッシュ崩壊
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図3 多 結晶脆性団体のき裂破壊

図 5 EPSブ ロック集合体の水平振動図4 EPS工 法による道路拡幅工事
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図 6 溶 融亜鉛めっき時の板桁橋梁部材の損傷

0,OC1                 0.45

図 7 溶 融亜鉛めっき時の送電鉄塔部材の損傷
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図 8 空 間骨組構造体の地震崩壊
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図 9 老 朽化ビルの爆破解体

図10 多 結晶体のメソカ学モデル 図11 多 結晶体のマイクロラッキング

図 12 単 相材料におけるメソスケールのき裂進展 図 13 二 相材料におけるメソスケールのき裂進展


