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一般曲線座標系における非圧縮性乱流数値解析に適した差分スキーム
―第6報,修 正コロケート格子系差分スキームの4次精度化と

チャンネル内乱流による一般座標系差分スキTム の検証―

Proper Finite Difference Schelnes for Siinulations of lncomprcSsible Turbulent Flow in Gencralized Cllrvilinear Coordinates

(6 th Report,The fourth order modi■ ed inite difference schellllc in collocated grid layout and the va上dation of inite differencc

schemes in generalizcd cur宙linear coordinates by the simulations of a turbulent channel flow)
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1 .緒    言

第 1～ 5報
13)に

おいて,著 者 らは,非 圧縮性乱流数値

解析の基礎方程式 (連続の式,Navie■Stokcs方程式,速 度

の 2乗 量 と運動エネルギーκの輸送方程式)の 解析的保

存特性を適切に近似する差分スキームを一般座標系に拡張

し,保 存特性の検証を行ってきた。その結果,実 際の計算

上満足できる精度で運動量 と運動エネルギーの保存特性が

適切であるのは,第 5報 め
において一般座標系に拡張され

た修正コロケー ト格子系差分スキームののみであること

がわかった。

本報では,第 5報 めにおいて構成された一般座標系にお

ける修正コロケー ト格子系差分スキームの空間4次 精度化

を紹介するとともに,一 般座標系におけるスタガー ド格子

系および修正コロケー ト格子系差分スキームの実際の非圧

縮性乱流場への適用例 として,平 行平板間内流れのDNS

を行い,格 子の不等間隔 ・非直交性による解の影響を調査

する。

2.一 般座標系における4次 精度修正コロケー ト格子系差

分スキーム

第5報 めにおいて構成された一般座標系における修正コ

ロケー ト格子系差分スキームの空間4次 精度化を直感的な

方法により行うと,運動エネルギ保存特性がVan Kan修正→

によって改善されない。森西のは,新 たにレギュラ格子

系における差分スキームと同様な補間および差分を用いて

Van Kan修正を導入する空間4次精度修正コロケート格子

系差分スキームを提案した。2次精度の場合と同様に,こ
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の空間4次精度修正コロケート格子系差分スキームも一般

座標系に拡張可能であり,そ の結果を示すと,以 下のよう

な計算アルゴリズムが構成される。

十 J 左
ト

ト
O n V ・一 M C う

, ―〔
P r c s _ R 4 ) ―

ド
i S C ― M C 4 ) | …

( 1 )

(CO威・一MC4ド=0………………………………。(2)

イ=イーJ着
トザ髪材け許 々

]一:ザl材じ許 ゲ
1…

③

電 =矛 功 G"警
 P=L劾

… … …<→

′
た=′た~1+々

 …
…………・

1…………………………。(5)

ここで,式 (1)中 の一MC4は ,4次 精度修正コロケー ト格

子系差分スキームであることを示 している。図 1に 4次 精

度修正コロケー ト格子系差分スキームにおける直交速度成
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Fig. I Colocated gird layout for the forth-order accurate modified
finite difference scheme.
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分,体 積 フラックスおよび圧力の定義位置を示す。4次 精

度の修正コロケー ト格子系差分スキームにおいては,新 た

にセル中心で定義される体積フラックス2Lた
が導入されて

いる。連続の式の離散化は次のように定義される。

い 血―
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式(2)～(4)および式(6)から,時 間ステップたにおける (Cont.¨

R4)は ,テ イラー展開から次のように評価できる。
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式(4)を式(2)に代入して,以 下のような圧力方程式が得られ

る。
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式(1)中の対流項差分スキーム(cOnv―MC4)Jは,以 下のよう

に拡張される。
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これ らの対流項差分スキームは,離 散的に次式を満足する.
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式llllは第 1報 中の式のに,式 Oa～l141は第 1報 中の式00～00

に対応 し,解 析的保存特性を適切に近似 していることがわ

かる。従って,式 (8)～00で構成される対流項差分スキーム

は,運 動量,速 度二乗量および運動エネルギーを適切に保

存する離散化式である。粘性項に関しては,圧 力方程式の

離散化式(7)の左辺に類似 した形式で定義する。
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圧力項の運動エネルギー保存特性が適切になるために

は,2次 精度の場合 と同様に,レ ギュラ格子系における

連続の式 (Cont.』④ が満たされなければならない。
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従って,運 動エネルギーKの 輸送方程式中の圧力項の保

存特性の誤差は,時 間2次精度かつ空間4次精度となる。

この一般座標系における空間4次精度修正コロケー ト格

子系差分スキームの運動エネルギーの保存特性を図2に示

す。保存特性の検証方法は,第 5報
めにおいて行われた2

次元周期的非粘性流の数値実験 と同様である。空間4次精

度の場合 も,第 5報
めの空間2次精度の場合と同様に運動

エネルギーの保存特性が時間2次精度に改善されていると

ともに,そ の傾向は,等 間隔直交格子 (CO SO)に限らず、

不等間隔直交 (C2SO),等 間隔非直交 (CO S2)のいずれ
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Fig.2 The error oftotal kinedc energy by thc four血 örder accurate

flnite differcnce schcmes in the lnodifled colocatcd gird lay―

out as a function of Courant numben
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の計算格子においても同様である。従って,森 西の等間隔

正規直交座標系における空間4次 精度修正コロケー ト格子

系差分スキームのが,一 般座標系に適切に拡張されてい

ることが確認された。

圧力方程式を解 く際に必要とされるメモリ容量を見積 も

つておくことは,計 算プログラミングのメモリ使用量およ

び計算時間を予測するのに重要である.圧 力方程式は,次

のような代数方程式に変形 した後,ガ ウス ・ザイデル法,

SOR法 ,CG法 ,マ ルチグリッド法といった解法によって

解かれる。

A′ ′=A′ θ tt A認"十五′″十A Ps十 .… … ………°(18)

ここで,修正コロケート格子系の場合,′は々 に置き換

えられる。実際の数値計算において,係 数ん,A′,札 等

は,計算の高速化のために変数として記憶されるのが普通

である。第5報 において構成されたスタガー ド格子系にお

ける2次 精度および4次 精度圧力方程式を3次 元で離散化

する場合,散 化式中の係数の数は,そ れぞれ,19個 (=

3″-8)お よび123個 (=5″ +2n-8)と 見積 もられる。

このように,4次 精度のスタガー ド格子系差分スキーム

は,2次 精度の場合 と比較 して,メ モリ使用量が飛躍的に

増加するとともに,離 散化が非常に煩雑になって実用的で

ない。一方,(修 正)コ ロケー ト格子系差分スキームの場

合,同 様に係数の数を見積 もると,2次 精度および4次 精

度の場合,そ れぞれ 19個 (=3″ -8)お よび 25個 (=

3″+24-8)と 見積 もられる。従って,(修 正)コ ロケー

ト格子系差分スキームの場合,4次 精度化に伴うメモリ使

用量の増加は,ス タガード格子系と比較すると僅かであり,

離散化 も比較的容易であり実用上有利である。

3日平行平板間内乱流による検証計算

3.1 計 算の概要

本研究で構成 した一般座標系差分スキームの実際の乱流

場への適用例 として,壁 蔓摩擦速度をベースとしたレイノ

ルズ数 Rθτ
=180の 平行平板間内乱流の計算を行い,DNS

デ_夕 6-つ
と比較 した。

計算アルゴリズムにはフラクショナルステップ法を用

い,時 間進行法は,対 流項を2次 精度 Adams―Bashforth法,

拡散項をcrank―Nicolsonス キームにより行う半陰解法であ

る。時間間隔は,0。0025で ある。空間離散化は一般座標系

におけるMaliskaの スタガー ド格子系差分スキームまたは

修正コロケー ト格子系差分スキームを使用 し,空 間精度は

全て 2次 精度である。圧力 Poisson方程式はBi―CGStab法
°を用いている。ここでは,計 算スキームの影響のみを調

査するために,SGSモ デルは使用 していない。計算格子

め

Fig.3 Nonorthogonal computational g五 d used for sillllulations Of

turbulcnt flolv in a plane channel.

は,DNSと しては非常に粗い格子点数 (33× 65X33)を

使用 している。また,不 等間隔直交格子に加え,格 子の非

直交性の影響を調べるため,図 3に 示されるような壁方向

にひずみを持つ不等間隔非直交格子の2つ の計算格子を使

用 した。直交格子,非 直交格子において壁からの第 1格子

点の壁座標 y十はそれぞれ,y+=0。 45,y+=1.0で ある。

計算領域はχ,y,z方 向にそれぞれ,π ×″×π/2で ある。

3.2 計 算結果

スタガー ド格子系および修正コロケー ト格子系差分スキ
ームによる流れ方向の時間平均速度分布および舌Lれ強度を

それぞれ図4,5に 示す。スタガー ド格子系差分スキーム

の場合,格 子が非直交だと,平 均流速が増加 し,乱 れ強度

が減少する傾向を示 している。一方,修 正コロケー ト格子

系差分スキームの場合,計 算格子の非直交性が平均流速分

布および乱れ強度分布に与える影響は僅かである。従って,

運動エネルギーの保存特性が満たされることによって,格

子の非直交性,不 等間隔に対する解の依存性が小さくなる

傾向を持つ。

次に, レイノルズ応力収支式中の圧力ひずみ相関項の対

角成分 oll,φ2,033お よびその トレース oたたの分布 を図 6,

7に 示す。従来,コ ロケー ト格子系差分スキームでは, レ

ギユラー格子系における連続の式 (Cont.―R2)が 満たされ

ないことに起因して,圧 力ひずみ相関項の計算精度が非常

に低かった 。゙しかし,修 正コロケー ト格子系差分スキー

ムでは, レギュラー格子系における連続の式の残差が時間

2次 精度に改善されるのに伴い,圧 力ひずみ相関項の計算

精度が改善され,ス タガー ド格子系差分スキームの結果 と

比較 しても遜色のない結果が得られていることが図6か ら

わかる。また,コ ロケー ト格子系差分スキームの場合, ト

レースφ旅の残差がゼロにならないという問題があったが,

修正コロケー ト格子系差分スキームの場合,計 算格子が非

直交である場合でも, トレース1旅の残差は10T6ォ _ダ _

と非常に小 さく,解 の信頼性が向上 している (図7)。図

では示さないが,こ のような修正コロケート格子系差分ス

キームの優れた特性は,本 報で構成された空間4次精度の

修正コロケート格子系差分スキームで、確認されている。
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Fig. 4 Time averaged streamwise velocity and velocity fluctuations
by the second-order accurate finite difference scheme in
Maliska's staggered grid layout.

Fig.6 Pressure―strain terln in Reynolds stress budget by the modi‐

fled flnite difcrence schemc in colocated gHd layout ttd the

flnite difference schcmc in NIaliska's staggcrcd grid layout.
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v

Fig. 5 Time averaged streamwise velocity and velocity fluctuations
by the second-order accurate modified finite difference
scheme in colocated grid layout.

Fig.7 Pressure―strain tcrm in Reynolds stress budget by the modi―

fled flnite difference scheme using the orthogonal and the

nonorthogonal computational grids.
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本報では,ま ず第1報において構成した一般座標系にお

ける修正コロケート格子系差分スキームの空間4次精度の

定式化を紹介した。次に,本 研究で構成した一般座標系差

分スキームの実際の乱流場への適用例として,平 行平板間

内乱流の数値計算を行った。その結果,一 般座標系におけ

る修正コロケート格子系差分スキームは,レ イノルズ応力

収支式の圧力ひずみ相関項の計算精度が改善されることに

よって,統 計量の信頼性が向上するとともに,計 算格子の非

直交性の影響を受けにくい優れた特性を持つことを実証した。

謝 、  辞

本研究は,日本学術振興会特腹研究員奨励費 (No。7186),

同研究員に対する文部省科学研究費補助金およびNEDO

独創的産業技術研究開発促進事業 (ID No.8H代 …170)の

り′揃ぃ,SkOW

ν.1椿,Orth080n」
ソ与添,OrthOgonJ
=、` 、Specnl(Kh α ar)
ソ'1“・蹄∞ml(Kim″ ar)
W'lF,Sp●Ctol“im″凛)

: 争 'デml me2nd・o畿らM“:ncd cdocalod

…'……  ・22
・…… … ・ 33

o Oil, Spdnl (Melsuret dl)
'  o22'spcddl - orr,skw
^ oii, Spffil - of Sr*

Li囀 鼎 lT」nodl“Fぶ II:l帥 器 ]


