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1. は じ  め  に

鉄道のレール表面に発生する波状摩耗 (コルゲーション)

は,台 車部品の破損,騒 音の増大,軌 道材料の損傷等の諸

問題を引き起こす。このため,そ の発生メカニズムの解明

および防止策の検討が必要となるが,そ の際に詳細な数学

モデルを構築することが重要である。

そこで,複 数の走行車輪の運動とレ
ールの振動が連成す

る系を,集 中質量系の移動と接触問題を伴うフレキシブル

マルチボディシステムとして捉える。まず,車 輪 ・接触ば

ね系を1自由度の集中質量系, レ
ールを分布定数系とした

解析モデルを構築した。次に,こ れを用いて車輪 ・レ
ール

間の接触力変動が波状摩耗発生 ・成長の支配的要因の
一つ

であるという観点から,車 輪走行時のレ
ールの振動および

車輪の運動の相互作用を検討した
1・).

特に,本 報では新たに,波 状摩耗の発生したレ
ールの表

面形状を考慮 し,2軸 台車がレ
ール上を走行する際の車

輪 ・レール系の過渡的な連成振動問題について解析を行

P          P

Fig. 1 Analytical model
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い,2つ の車輪がレ
ールを介 して互いの振動に及ぼし合う

影響について検討した。

2.解 析モデルと運動方程式

本報における解析モデルをFig.1に示す。車輪を移動質

量 ・接触ばね系として,質 量を“,車 輪に働 く車両の重力

をP,軸 距をι",車 輪とレ
ールとの間の接触岡1性をたw,粘

性減衰係数をε″とする。なお,車 輪は
一定速度ソで移動

するものとする。
一方, レ

ールは,上 下方向の変位およびたわみ角を考慮

,し,曲 げ剛性 Er,断 面積 A,単 位長さ当たりの質量ρAを

有する。そして,支 持部の剛性たs,粘性減衰係数εsを考え,

枕木間隔を,sとする。レールの境界条件は両端が単純支持

されるものとし, レ
ール長
⇒は枕木 21区 間分にある 12m

を考慮する。また,波 状摩耗の形状は,波 高α,波 長λの

正弦波状であるとする。

χた1'χ力2は'そ れぞれ前
・後輪とレールとの接触位置を

示している。ここで,自 重によるレ
ールのたわみを考慮せ

ず,無 負荷時の1犬態からの鉛直下向きのレ
ールのたわみを

z(χ,′)と し,一 方,前 ・後輪の静的平衡状態からの下向

きの変位をそれぞれッ1(′),y2(′)と する。

この解析モデルにおいて, レール,前 輪および後輪の運

動方程式は,

〃半給二十pA並キ⊇〓G―Bstt B″………。(1)
“禦 七ギ 怖 0ギ+α…… 0
“禦 七ギ 鶴 OJ+― ― o
で表される。式 (1)は ,レ

ールの運動方程式であり,式

(2),(3)は ,そ れぞれ前輪と後輪の運動方程式である。

Gは , レ
ールに作用する車輪の重力,3sは ,枕 木の位置で
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レールが支持部から受ける力,31yは ,レ
ールがχた1,為2の

位置で受ける車輪の慣性力を示 している。2お よびRは ,

前 ・後輪とレールとの相対変位によって接触ばね系の復元

力,減 衰力が作用することにより生じるものである。ただ

し,為 ,0,■ にはレ
ール表面の波状摩耗による効果が含

まれている。

数値解析にあたっては,移 動体を伴う連続体の振動問題

における要素分割数
のについて検討 した後に,有 限要素

法を用いて式 (1)を 各要素の節点に関する常微分方程式

に置換 し,こ れ らと式 (2),(3)を 連立させ,Runge―

Kutta―Gill法を用いて解いた。

3.波 状摩耗発生区間走行時の車輪 ・レール系の振動

2軸台車が波状摩耗発生区間を通過する際の車輪 。レー

ル系の連成振動について考察するために,長 さ12mの レ

ールのうち,後 半の 6.2mの 部分にのみ,波 高 α=0.01

[m],波 長λ=0.0955[m]の 正弦波状の波状摩耗が発生

している区間を2軸台車が走行するときの,車 輪 。レ
ール

系の連成振動を解析 した。すなわち,は じめに前輪だけが

波状摩耗上を走行し,後 に前 。後輪ともに波状摩耗上を走

行することになる。

3.1 前 ・後輪が相互の振動に及ぼし合う影響

2軸 台車が波状摩耗発生区間を走行するときの車輪 ・レ
ール間の接触力変動を計算し,前 輪と後輪が相互の振動に

及ぼし合う影響について検討する。

Fig.2は ,2軸 台車が波状摩耗の発生 しているレ
ール上

を走行 したときの,前 ・後輪とレ
ール間の接触力変動の時

刻歴を示 している。図の横軸が時間,縦 軸が接触力変動を

示している。また,実線が前輪とレ
ール間の接触力変動を,

点線が後輪とレール間の接触力変動を示している。ただし,

前輪が 0.234sに波状摩耗上を走行 し始め,後 輪が 0.372s

に波状摩耗上を走行 し始める。

前輪が波状摩耗上を走行し始めると,前 輪とレ
ール間の

接触力変動が大きくなり,そ の振幅は0.04s程経過すると
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一定の値となるが,後 輪とレ
ール間の接触力変動も大きく

なり,前 輪と同様に振幅が
一定の値となる。これより,前

輪が波状摩耗上を走行することにより,前 輪とレールの接

触点においてレールが加振され,そ の横振動が後輪とレ
ー

ルの接触点まで伝わり,後 輪がレールから加振されている

ことがわかる。

また,後 輪が波状摩耗上を走行 し始めると,後 輪とレー

ル間の接触力変動が大きくなり,そ の振幅は0.04s程度経

過すると一定の値になるが,前 輪とレール間の接触力変動

も大きくなり,後 輪と同様に振幅が
一定の値となる。この

とき,接 触力変動の振幅は,前 ・後輪でほぼ同値となって

いる。これより,後輪が波状摩耗上を走行することにより,

後輪とレールの接触点においてレールが加振され,そ の横

振動が前輪とレールの接触点まで伝わり,前 輪がレ
ールか

ら加振されていることがわかる。

3.2 軸距が前 ・後輪の接触力変動に与える影響

本節では,軸 距を波状摩耗の波長よりも短い間隔で変化

させると,前 。後輪とレール間の接触力変動にどのような

影響があるか調べるために,前 輪だけが波状摩耗上を走行

しているときの,前 輪とレール間に生じる接触力変動の定

常状態における振幅をみ1,前
・後輪が波状摩耗上を走行

しているときの,前輪とレール間に生じる接触力変動の定

常状態における振幅を尋2'後輪とレ
ール間に生じる接触

力変動の定常状態における振幅を42と して'尋 2/み1と

尋2/尋1の値を軸距を変えて計算した結果について検討する。

Fig。3は ,島 2/F/1とF2/み1を,軸 距を1.671mから

2.531mまで波状摩耗の波長の 1/8の長さに相当する

11.9mmずつずらして計算した結果である。図の横軸が軸

距を,縦軸が尋2/み1,尋2/尋1を示しており,■ が尋2/尋1'

○ が F2 / F J . 1であ る。F/ 2 /み1 ' 4 2 / F / 1は そ れ ぞ れ軸 距 に対

して1を境に周期的に変化するが,その周期は尋2/尋1と

尋2イF/1とで異なっている。そこで,尋2/み1とF″2/み1の変

化の周期を求める。辱2/尋1の周期的変化のピ
ークが′″=

1,731[m]と ι″
=2.471[m]の 位置 にあ り,そ の差

0。740mが 8周期にあたることから1周期の長さは0.093m

となっている。この値は波状摩耗の波長λ=0.0955[m]
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Fig.3 PeriOdic fluctuation of alnplitude ofcontact forces between

rail and wheels
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Fig.2 Contact forces between rail and wheel
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と比較 して 0.0025mだ け短い。また,号 2/尋1の周期的変

化のピークが J″=1.707[m]と J″=2.483[m]の 位置に

あり,そ の差 0.776mが 8周 期にあたることから1周期の

長さは0.097mと なっている。この値は波状摩耗の波長と

比較して0.0015mだ け長い。

以上の考察から,2軸 台車が波状摩耗上を走行する場合,

前 ・後輪とレール間の接触力変動の定常状態における振幅

は,軸 距の変化に対して 1を境に周期的に変化するが,そ

の周期は前輪では波状摩耗の波長より短く,後 輪では波状

摩耗の波長よりも長いことがわかった。

4口接触力変動の振幅の軸距に対する周期的変化に関する

単純化モデルを用いた考察

本節では,前 節で得られたような,前
・後輪とレール間

の接触力変動の定常状態における振幅が軸距の変化に対し

て 1を境に周期的に変動 し,そ の周期が前輪では波状摩耗

の波長よりも短くなり,後 輪では波状摩耗の波長よりも長

くなる現象を,単 純化したモデルを用いて考察する.

4.1 単純化モデルによる車輪 ・レール間の接触力の誘導

以下の議論における概念図をFig.4に示す。前輪と後輪

は軸距′wを保ちながら,い ずれも速度νで波状摩耗の発生

したレール上を走行する。ここで,波 状摩耗の波長λと軸

距ιwとの関係を,

ι″〓“メ +χ′ (aλ〓1,2,3,…
。)・……………………(4)

で記述する。

前輪だけが波状摩耗上を走行して系の振動が定常になっ

ている状態を状態 1と して,こ のときの前輪の変位 yl(′)

を,1,前輪とレールの接触点χた1でのレールの変位“(χた1,
′)を ″1とおく。次に,前

。後輪が波状摩耗上を走行して

系の振動が定常になっている状態を状態2と して,こ のと

きの前輪の変位yl(′)を

,1〓ジ1+みl……………………………………………・(5)

とおき,前輪とレ
ールの接触点でのレールの変位“(χた1,′)を

″1=″1+a4・ ……………………………………………(6)

とおく.こ こで,の 1,δ“1は後輪が波状摩耗上を走行する

ことによる,yl,レ 1の変動分である。また,位 置χた1にお

ける波状摩耗の高さαsin2πχた1/λをαlとする.こ のとき,

状態 1において前輪とレール間に生じる接触力尋1は,減

衰力による影響を微小として無視すると,

Fノ1=た″|(″1+αl)―夕ll.…………………………………(7)

で表され,FJlにおいては前輪が波状摩耗上を走行する影

響が支配的であるとして,

ら =襦Q t tρ血 り
… … … … … ③

とおける。

次に,状 態 2において前輪とレ
ール間に生じる接触力

号2は'前 輪の場合と同様に

Fノ2=F√1+たw(励1-の1)

裁ρ血築 十嬬賜訓 … … …o

ここで,式 (9)の 第 2項 が,後 輪が波状摩耗上を走行す

ることにより,後 輪がレ
ールとの接触点χた2においてレ

ー

ルを加振 して発生した横波がレールを伝わり,前 輪とレ
ー

ルの接触点χた1に達 したことによる前輪とレ
ール間の接触

力の変動分であることを加味すると,式 (9)か ら

島ハ 〓パ m築 勤 血
1梁

一
月
… … <D

と導ける。ただしb,作 は定数とする。また,後 輪とレー

ルの接触点において,波 状摩耗の形状と後輪がレールに与

える加振の向きが逆であることから,右 辺第2項の符号

が一になっている。後輪についても同様の議論より,状 態

2において後輪とレール間に生じる接触力F″2が

ιハ尋h摯功血―1築―J……m
と導ける。ただしφ″は定数とする。

ここで,前 輪 とレ
ールの接触点の位置をχた1〓7rとお く

と,ノ=ツ/λを考慮 して

砕=α ttn 2πターわdn 2π∫{[―争)―行
となる。ただしηは定数である。

後輪についても同様に,

評
=α d n 2π∫

[―キ )―
b d n 2π/ 1 j _ )…

…… (1 3 )

と導ける。ただしτ′は定数である。
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4.2 車輪 ・レール間の接触力に対する横波の伝播の影響

上記のように,式 (12)の第2項は,後 輪が波状摩耗上

を走行することにより,後 輪がレールとの接触点χた2にお
いてレールを加振して発生した横波がレールを伝わり,前

輪とレールの接触点に達したことによる変位の変動分であ

る。すなわち,式 (12)におけるηは,こ の横波が後輪

とレールの接触点χた2から前輪とレ
ールの接触点場 に進む

のに要する時間であることがわかる。時間7Jの間に前輪

が距離ソηだけ進むことを考慮すると,横 波がレ
ールを伝

わる速さをηとして,η
=≠
埼で表される。

ここで,後 輪とレ
ールの接触点において,後 輪がレ

ール

を加振する向きが波状摩耗の形状と逆向きであることを考

慮すると,式 (12)は             ′

舞〓α sin 2z′_b血2ィ十一レ十子≒l…<1411
で表される。

後輪についても同様に写〓ギ村であることから,

彎司血ン∫[寺レ血ルノ[―轟卜・"
と導ける。

み2/たw'F″2/ちの最大値の1周期を考察する。まずFJ.2/た″
について考える。軸距J″をJ″=“λλ+χノ1からJ″=協λλ+

為2に変化させたとき,式 (14)の右辺第 1項 と第2項の

位相差がちょうど2πだけずれたとする.こ のとき,波 状

摩耗の波長λに対するχ′1-χルの値を,尋 2/た″の最大値の

変化の周期ヶと定義すると,式 (14)より,

Jノ〓1-寺i.…………………∴・……・1……….:・…・(16)

となる。同様にF2/た″の最大値の変化の周期Jrを定義すると

ι″=l十号………………………………………………。(17)

となる。

4.3 単純化したモデルによる検討の妥当性

ここで,単 純化したモデルを考慮することによって導出

された式 (14),(15)の妥当性を検討する.Fig.5は ,式

(14),(15)の 時刻歴を,軸 距′″を′″=1.671[m]か ら

′″=2.531[m]ま で波状摩耗の波長λの1/8に相当する

11.9mmず つずらして求め,そ の最大値をプロットしたも

のである。図の横軸が軸距J″を,縦軸がら2/た″'尋2/た″の

時刻歴の最大値を示しており,図 の■が尋2/た″'○ が

尋2/た″である。この図をFig。4と比較すると,ほぼ同傾向
となっており,単 純化したモデルが妥当であることが確認

できる。

L  I m ]

Fig.5 PeriOdic fluctuation of alnPlitudc Of cOntact forces bebveen

rail and lvhccls

5.お わ  り  に

レールの表面形状を考慮に入れて,走 行する2軸台車と

レールからなる系の連成振動解析を行い,次 の結論を得た.

まず,前 輪とレール間に生じる接触力を生じさせる要因

としては,

(1)前 輪が波状摩耗上を走行することにより,前 輪が波

状摩耗から直接受ける変位加振

(2)後 輪が波状摩耗上を走行することにより後輪がレー

ルを加振し,そ こで発生した横振動がレールを伝わ

り前輪に与える変位加振

が支配的である。ただし,こ れらの変位加振は

(1)軸距と波状摩耗の波長との関係 (具体的には,軸 距

と波状摩耗の波長の整数倍の長さとの差)

(2)横波が後輪の位置から前輪の位置まで進むのに要す

る時間の2つの要因から互いに位相がずれる。

これらの位相差を生じさせる要因のうち軸距と波状摩耗

の波長との関係,す なわち前 ・後輪の波状摩耗上での相対

位置が原因となって,前 輪とレール間に生じる接触力変動

の定常状態における振幅が軸距に対して周期的に変化する。

また,前 。後輪では接触力変動の定常状態における振幅
の軸距に対する周期的変化の周期が異なる。これは,後輪
とレール間に生 じる接触力 も前輪 と同様に2つ の変位加振

に支配されるが,こ れらの変位加振の位相差を生 じさせる

要因のうち横波の伝わる時間が前輪 と異なるためである。

(1998年6月 9日受理)
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