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第 1～ 4報
1~の
において,著 者らは,非 圧縮性乱流数値

解析の基礎方程式 (連続の式,Navicr S̈tokes方程式,速 度

の 2乗 量と運動エネルギーκの輸送方程式)の 解析的保

存特性を適切に近似する一般座標系差分スキームを構成

し,打 ち切 り誤差の評価および検証計算を行った。第3報
1)に
おいて構成された一般座標系におけるコロケート格子

系差分スキームは,正 規直交座標系においてと同様,運 動

エネルギーの輸送方程式中の圧力項の保存特性に誤差が含

まれ,これが計算精度に悪影響を与える可能性が示された。

最近,森 西は,新 たに運動エネルギーの保存特性を改善す

る修正コロケート格子系差分スキームを提案し,検 証計算

によってその有効性を示した
の。

本報では,森 西により提案された等間隔正規直交座標系

において提案された修正コロケート格子系差分スキームが
一般座標系に拡張できることを示す。また,森 西に従い,

運動量と運動エネルギーの総量が時間的に保存されるべき

2次元周期的非粘性流の数値実験
のを行い,こ れまでに構成

した一般座標系差分スキームの数値的保存特性を調査する。

2.修 正コロケート格子系の一般座標系への拡張

コロケー ト格子系における運動エネルギーκの輸送方

程式中の圧力項の保存特性には,時 間 1次精度かつ空間2

次精度 (あるいは空間4次 精度)の 誤差が含まれる
3,1),

比較的低いレイノルズ数におけるチャネル内乱流のDNS

計算
りでは,こ の誤差の影響が致命的ではないと報告さ

れているが.時 間間隔および計算格子のひずみが大きい場

合,こ の誤差が解に影響を及ぼす事が懸念される.そ こで,

森西はVan Kan修正を導入してコロケー ト格子系差分スキ
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―ムの圧力項の運動エネルギーの保存特性を改善した修正

コロケート格子系差分スキームのを提案した.'その修正

コロケート格子系差分スキームを一般座標系に拡張する

と,フ ラクショナルステップ法をベースとした以下のよう

な計算アルゴリズムが構成される。

+J左卜"m._M乳い一軌―陣一Mql…b
岩卜
“腎|=士媚:……………<幼
イ=だ一J左幾卜許～)……………0
弓=МttG“ぜ ………」→
ρ
た=ρた~1+々 フ・…………………………………………(5)

ここで,式 (1)中 の中MC2は 修正コロケー ト格子系にお

ける2次精度差分スキームであることを示している。また,

上付添え字#は ,そ の量が,明 示的でない補間を必要とす

る事を示している。第 3報
1)に
おいて構成された通常のコ

ロケー ト格子系における対流項差分スキームは,運 動量,

速度二乗量および運動エネルギーの保存特性が適切であっ

た。従って,修 正コロケート格子系においても,対 流項差

分スキーム (cOnv.M̈C2):は ,コ ロケ
ニ ト格子系と同じも

のを使用する。

また,粘 性項の差分スキーム (visc.¨MC2),は ,Navier―

Stokes式において保存形であればよいため,以 下のように

構成する。

陣一Mca=島[G励層|…………<ω
コロケート格子系における圧力項の保存特性の誤差は,次
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式で定義されるレギュラ格子系における連続の式 (cont.―

R2)が ,精 度良く満足されないことに起因していた。

l C O n t =呵=諭 到
… … … … くつ

しかし,こ こで構成された一般座標系における修正コロケ

ァト格子系差分スキームでは,レ ギュラー格子系における

連続の式が,以 下の精度で満足される。

,箸=左トレギ瓢馨‖
地
卜競 卜
認
¥IL2「轟 レ1:iFI中

θレ
]

=θ
(左
2・ん2)………………………………………………(8)

従って,等 間隔直交座標系において定式化された森西の修

正コロケー ト格子系差分スキーム
のと同様に,運 動エネ

ルギーκの輸送方程式中の圧力項の保存特性が時間 2次

精度かつ空間2次精度となり改善される。
1

3.一 般座標系差分スキームの保存性の検証

第2～ 3報
⇒においてスタガード, レギュラーおよびコ

ロケー ト格子系おける一般座標系差分スキームが,ま た,

本報において修正コロケート格子系における一般座標系差

分スキームが構成された。それらは,い ずれも,形 式的に

保存形となっているが,一 般座標系に拡張する際,圧 力項

差分スキームの保存形式と非保存形式が離散的にも等しい

と仮定し,さ らに明示されない補間が必要になったため,

差分スキームの保存特性に関して厳密性が失われいる.従

って,こ こでは,森 西
めに従い,運 動量と運動エネルギ

ーの総量が時間的に保存されるべき2次元周期的非粘性流

の数値実験を行い,各 格子系における
一般座標系差分スキ

ームの数値的保存特性を検証する。

3.1 検証方法概要

2次 元周期的非粘性流の基礎方程式は,次 式で表され

る。

い・・FT〓0… ……………………… 191

1[争 )十(COnv・FT十 (Pres,FT=0.…
………………。(10)

Navier―Stokes方程式中の各項は,こ れまでに構成された,

Maliskaによるスタガー ド格子系,コ ロケー ト格子系およ

び修正コロケー ト格子系における一般座標系差分スキーム

により離散化される。時間進行による誤差の影響をなるべ

く小さくするため,時 間進行法として3次精度Runge―

0)COSl ⑩)COS2 (c)COS3

Fig.l Nonorthogonal uniform grids used for validation tcsts of

conser■ative propcrtics of difference schcmes in general―

ized coordinate s,stem.

Kutta法のを用い,速 度と圧力のカップリングアルゴリズ

ムは,フ ラクシヨナルステップ法を用いている。圧力方程

式は,van der vOrstのBi_CGStab法
つを用いて解き,残 差

ベクトルの大きさが 1010に なるまで収束させる。このと

きの連続の式の残差は1012程 度である。

計算領域および格子点数は,そ れぞれ 2π×2π,16×

16で ある.計 算格子 は,直 交等 間隔格子 (COSO,C:

gustting,旦:Skcwness)に加え,χ,ッ方向に次式で与えら

れる双曲線正接分布関数
めを使用 した3つ の直交不等間隔

格子 (CηSO,4=1～ 3)お よび図 1に示す等間隔非直交

格子 (COSれ,4=1～ 3)を 用意した。

…
[― )…

… … 0

式 (11)中のβは,格子点分布を制御するパラメータであ

り,ん=1～ 3においてそれぞれ,β=1.1,1.7,2.5を与

えた。不等間隔,非 直交性の度合いは,4が 増加するほど強

くなる.境 界条件として周期境界条件が全方向に課される。

初期値の作成は,格 子点上で定義される流れ関数を
一様

乱数で与え,格子点上で連続の式を満たす速度場を得た後,

その速度場から各計算格子,各 格子系に応 じた位置のおけ

る速度を双一次補間により計算して与える。さらに,速 度

場は,運 動量の総和をゼロとするため,そ署 [“1/J]=詈 署

[Z2/J]となるように正規化された後,流 れ場の運動エネ

ルギの総和がそ干[K/J]と なるように正規化される。こ

のように求められた速度場は,補 間の誤差によって厳密に

は連続の式を満たさないので,適 当なタイムステップ数だ

け計算を進行させて (通常,数 ステップ),連 続の式およ

び運動量方程式を十分満たす速度,圧力場を得た後,再度,

運動量の総和がゼロに,運 動エネルギの総和が1になるよ

うに正規化して,計 算の初期値とした。従って,計 算格子

および格子系の違いにより初期値が異なるが,保 存特性を

検証するには特に問題ないと考える。

3.2 検証結果

Maliskaらのスタガード格子系においては,各 直交速度
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成分のコントロールボリュームが,計 算領域全体を2回覆

い,2セ ットの速度場解が存在することになる。従って,

計算領域全体の運動量および運動エネルギーの総和の概念

に曖昧さがあるので,そ れぞれ以下のように定義して,議

論する.

4〓モ報争LHttLJ…………初

均=晉
」酔L"十貯LJ… …… …個

式 (12)～ (15)に おいて,下 付添え字 C.V.1および

C.V2は ,コ ントロールボリュームを表している (第2報 ,

図 3参 照).本 来のスタガー ド格子系の場合 とは異なり,

Maliskaらのスタガード格子系では全ての直交速度成分が

同一点に定義されているので,運 動エネルギ
ーの総和を

犠判ヂIHJヂI」

叫 |ダ I"Jヂ )」 … … ω

のように定義することも考えられるが,こ れは結局,κ =

(Kl+κ2)/2で表される。

Maliskaのスタガー ド格子系における2次精度一般座標

系差分スキーム [(Div「M2)j,(Pres_M2)jお よび (Cont¨

M2)]に よる運動エネルギーの総量の誤差に対する格子

の不等間隔および非直交性の影響を図 2,3に 示す.ク ー

ラン数σFL(=Cメ ′/△χ面n)は 0.01である。計算格子が直

交である場合 (CんSO,ん =0～ 3,図 2),セ ル界面に直交

する速度成分から構成された運動エネルギーの総和 4は ,

格子不等間隔の度合いが極端に大きいC3SOの 場合を除い

て,そ の誤差がθ (106)と 非常に小さいので,適 切に

保存されている。一方,セ ル界面に接する速度成分から構

成された運動エネルギーの総和島 は,そ の誤差が時間の

経過とともに増加している。これは,セ ル界面に接する速

度成分の離散化式において,明 示されない補間により計算

される項の寄与が大きくなり,離 散的な運動エネルギーの

保存特性が破られるためである。計算格子が,非 直交であ
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る場合 (COS4,ん =0～ 3,図 6)は ,κ 2の保存特性の誤

差が■ の保存特性にも悪影響を及ぼし,全 体的に運動エ

ネルギーが増加 している。従って,非 直交格子の場合,ス

タガード格子系では運動エネルギーを適切には保存できな

い.図 4に は,Maliskaの スタガー ド格子系における2次

精度一般座標系差分スキームにおける,運 動エネルギー総

量の誤差の時間平均絶対値のクーラン数に対する変化が示

されている。直交格子の場合,κ lの保存特性の誤差は,

時間進行法の精度に依存して減少している。従って,不 等

間隔格子でも格子が直交していれば,本 来のスタガード格

子系差分スキームは運動エネルギーの保存特性が適切であ

ることがわかる。
一般座標系における2次精度従来のコロケート格子系お

よび修正コロケート格子系差分スキームの場合の,運 動エ

ネルギー総量の誤差の時間平均絶対値のクーラン数に対す

る変化を図 5に示す。また,図 6に は,同 計算における式

(7)で 示される連続の式 (Conv.―R2)の 絶対値の最大値の

時間平均値 |(Cont.―R2)l maxのクーラン数に対する変化が

示されている。修正コロケート格子系差分スキームの場合,

|(Cont.―R2)l maxがο(△′
2)に
比例して減少するため,運

動エネルギーの保存特性が改善されていることがわかる.

また,不 等間隔直交,等 間隔非直交格子,い ずれの場合で

も等間隔格子を用いた場合と同様に運動エネルギーの保存

特性が改善されているため,等 間隔正規直交座標系におけ

る修正コロケート格子系差分スキームが一般座標系に適切

に拡張されていることがわかる。

なお,こ こでは示さないが,運 動量の総量の誤差は,格

子系 ,計 算格子 を問わず ,倍 精度計算の丸め誤差 0

(10~b)程 度となり,運動量の保存特性には全く問題なかった.

4 .結    論

森西により提案された等間隔正規直交座標系における修

正コロケート格子系差分スキームを一般座標系に拡張でき

ることを示 した。また,こ れまでに構成した
一般座標系差

分スキームの数値的保存特性を調査するため,運 動量と運

動エネルギーの総量が時間的に保存されるべき2次元周期

的非粘性流の数値実験を行った。その結果,不 等間隔非直

交である任意の一般座標系の計算格子の場合においても,

運動量のみならず運動エネルギーの保存特性が十分である

のは,修 正コロケート格子系における
一般座標系差分スキ

ームのみであることがわかった。ただし,直 交不等間隔の

場合は,従 来のスタガード格子系における差分スキームも

運動量および運動エネルギーの保存特性が適切である。
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