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1.は  じ  め  に

非圧縮性乱流と同様に高速流や高浮力流れなどの圧縮性

乱流を正確に数値計算するには乱流モデルが重要となる。

非圧縮性乱流モデルに圧縮性の効果を導入しいくつかの流

れ場でモデルが試され,圧 縮性乱流の直接数値計算のデ
ー

タを用いてモデルが改良されている
n。
また,統 計理論

を用いて解析 したリモデルを導出する試みもなされてきた
49.Yoshizawa6,7)は

密度揺らぎの重要性に着目し,乱 流

エネルギーと散逸率に密度分散を加えた3方程式モデルを

提案した。

筆者はYoshizawa6,つの用いる2ス ケ
ール直接相互作用

近似 (TSDIA)に ,圧 縮性乱流の慣性領域のスペクトルを

導入し,圧 縮性散逸率や圧力膨張相関などのモデルを求め

た
9'9。
その結果,無 次元パラメ

ータとして乱流マッハ数

だけでなく密度分散が重要であることを示 した。しかしあ

る流れ場では密度分散が圧縮性効果を過大評価 しうるこ

と,非 圧縮の極限で既存の非圧縮性モデルに戻らないこと

などの欠点がわかってきた。そこで本研究では,密 度揺ら

ぎの代わりに圧力とエントロピ
ーの揺らぎを用いて計算を

行い
8),圧
力の非圧縮成分と圧縮成分を区別してスペクト

ルを導入する。圧力膨張相関のモデルを求め,既 存のモデ

ルと比較 し考察する。また,密 度分散の代わりに乱流エネ

ルギーの圧縮成分の発展方程式のモデル化を行う。エント

ロピー分散の発展方程式と合わせて4方程式モデルの提案

を行う。

2.圧 力膨張相関のモデル

Sarka」
1)は
乱流マッハ数 Mt[=(2K)1/2/c,cは 音速]

を用いて圧力膨張相関を次のようにモデル化した。

圧縮性乱流の4方程式モデル

4x10-a

-2x10'a

+εノ銘ν子Fκ讐………………①

また,Hamba ct al.Ю
)は
乱流マ ッハ数と無次元密度分散 ρi

(=〈ρ
,2〉/ρ
2)を
用いてモデルを導出 した。その主要項は

(P′
:讐
)=Cr2Jli清

′ f―
Cノ 31清 ′ き、

~Cノ4岳f子……………②
となる。この二つのモデルをBlaisdcll et al.°の

一様等方

性乱流のDNSの データを用いて比較 した
Ю).図 1は初期

に乱れ速度の圧縮成分 を与 えない場合 (ケ
ース 1,

uc'/u'=0),図 2は 与えた場合 (ケース2,uc'/u'=0.5)

である。Mtの初期値はともに0.3である。
一様等方性乱流

なので ∂Ui/∂xiは0で ある。モデルに含 まれる定数は

Cpdsl=0.15,CPds2=0・2,CPdl=-0.1,Cpd4=0・12と した。

DNSの 値は速度の圧縮成分の影響で図2の方が図 1よ り約

Four-Equation Model for Compressible Turbulent Flows
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図2 圧 力膨張相関の時間発展 (ケース2,u('/u'=0.5)

10倍大きい。sarka」
1)のモデル式 (1)は ケース 1は よく

合っているが,Mtだ けを用いるのでケース 1と ケース2

でほとんど同じ値となり,ケース2を小さく評価 している。
一方,モ デル式 (2)はケース 1とケース2の違いをρiで

表 していてケース2は合っているがケース 1は DNSよ り

小さい。したがって二つのケースの違いをモデル化するに

は密度分散ρ子は有効であるが,な お改良が必要であるこ

とがわかる.

3. TSDIAの 改良

(2)の モデルにはρ:/Mtという量が含まれる.し かし

圧縮性チャネル流
19の
ように平均密度勾配によって密度

分散が作られる場合,こ の量が圧縮性効果を過大評価する

ことがありうる。またMt→ 0の極限で発散することが′亡、

配される。圧縮性流体の方程式を線形解析すると,▽ ×u'

≠0,ρ '=p'=s'=0の 渦度モー ド,p'≠ 0,ρ
'≠
0,▽ x

u'=s'=0の 音波モァド,p'≠ 0,s'≠0,▽ xu'=p'=0の

エントロピーモードの三つのモードがあることが知られて

いる
И)。Hamba ct al.Ю)の理論計算ではエントロピーモー

ドを直接考慮していないため,エ ントロピーの揺らぎが卓

越する乱流場では上述の過大評価が起こると推測できる。

さらに非圧縮流体の圧力のポアソン方程式からわかるよう

に非線形効果により渦度モー ドにも圧力が伴う。圧力にも

圧縮成分と非圧縮成分に区別する必要がある。

最近Rubinstcin et al.°は圧力とエントロピーの揺らぎを

用いてTSDIAの 計算を行った。本研究でもその方法を用

いる。夕1えば摂動展開の 1次の速度と圧力の解は
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Pt i ( k , r )=  I

と書ける。ここでGは グリーン関数であり,FulとFplは

速度勾配などの平均場と0次の量を含む外力項である。

GupとGpuを用いて速度と圧力の相互作用をより正確に

表す点が特徴である.

Rubinstein et alPはo次 の量として非圧縮成分を使い,

圧縮性乱流のK―εモデルとしてモデル表式を求めた。本研

究では0次の量として圧力の圧縮成分も導入し,物 理空間

でのモデル変数として乱流エネルギーの圧縮成分 Kcを採

用する。夕1えば0次の圧力分散のスペクトルを

ο″(た,τ,τ)=%(た)+F2ご
2σι〔た)・……………………。(5)

ただし

」F2(た)〓Cのβ
2ε4/%-13/3.……………………………。(6)

σc(た)=CI αεノε
1/%zた-11/3+α.……………………。(7)

と仮定し,こ れを波数空間で積分し物理空間での圧力分散

を求めると,

0′
2)=c ρl√2κ2+2β2ご2κ c .…………………………(8)

となる.た だし右辺第 1項は非圧縮成分,第 2項 は圧縮成

分を表す。また圧縮成分のスペクトル (7)|こ含まれる圧

縮性散逸率為は最終的にKcを使って表される。

4.圧 力膨張相関の再計算とKcの輸送方程式

上述の方法を用いて圧力膨張相関を計算すると次の表式

が得られる。
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最後の項を誤差として無視 し (8)を代入すると,圧 力分

散の輸送方程式 (D〈p'2〉/Dt)の主要項が再現されたこと

がわかる。これは (3),(4)を 用いた解析が圧力のふるま

いを正確に表現できることを示唆する。右辺第2項 に含ま

れる DK/Dtに 主要項 Pk―ε(Pkは生産項)を 代入すると

(3)
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Sarkarll)のモデル (1)が含まれることがわかる。一方,

Zcmanb)が示したように圧力分散の輸送方程式は圧力膨張

相関のモデル式として使うべきであり,独 立にもう一つの

輸送方程式を使う必要がある。そこで本研究ではTSDIA

で (ki/ヽk2)ui(k)L(―k)の発展方程式に着目し,Kcの輸送

方程式の導出を試みた.そ の結果

争

= ―

い
ν 鷺 + C 記 4 1 許

一C 絆 3 ″ ン κ

十Ct t y卜 C絆5争ε+σ隣6芦
裁
1重
f二岩 1元予贅]|…は①

が得られた。定常乱流場ではPK=ε を用いるとKc∝Mt2K

であることがわかり,Sarkaノ
1)な
どによるMt2だけを用い

たモデルが妥当であることが示唆される.一 方,図 1と図

2の ような初期条件や境界条件による,ま たは生産項

∂Ui/∂xiによるKcの非定常なふるまいが (10)に よって予

測できることが期待される。またチャネル流のようにエン

トロピー揺らぎが卓越する乱流場ではKcは小さくなり圧

縮性効果の過大評価を避けることができる。

5.4方 程式モデル

音波モー ドを特徴づけるKcの輸送方程式にくわえて,

エントロピーモー ドに対応する量として,エ ントロピ
ー分

散 Kc(=〈 s'2〉)を考える。ここで sは定積比熱 cvで無次元

化されたエントロピーs=[10g(P/pO)-71og(ρ /ρO)]/Cv

である。Keの輸送方程式は

平均圧力の勾配を含む二つの項を考えると,渦 拡散率はそ

れぞれMt2とχcに比例することがわかる。非圧縮の極限で

はそれらのパラメータは0に なるが,CPu3を含む項は有限

に残 り,(K2/EIDK/Эろに比例する。すなわち非圧縮性乱流

の圧力拡散のモデルに帰着することが示される。圧力分散

の非圧縮成分を考慮しなかったHamba ct al.Ю
)の
理論計算

で得られたモデルではすべての項が 0になった。この点で

今回のモデルの方が良いことがわかる.

次に (11)に含まれるエントロピーフラックスを考える。

そのモデルは

←′″1)一C銘1ギ轟―C w2;脅器…………l131

・ ・

( 1 1 )

と書ける。これは非圧縮性乱流の温度分散の方程式に対応

する。Kと εに加えてKcと Keをモデルの基礎変数とする

ことにより,モ デルに3つの無次元パラメータが現れる。

すなわち乱流マッハ数 Mt,乱 流エネルギーの圧縮成分の

割合χc(=穐 /K),エ ンドロピ
ー分散 Kcである。

平均場の発展方程式にはいくつかの相関項が含まれる。

まず圧力速度相関に着目する。そのモデルの主要項は次の

ように書ける.

レ|)=イギト1詩
+ε〃2午器+C〃3午訴|

争 -2(s′“1)計ει―詩←
2

と表せる。右辺第 1項は通常の渦拡散近似,第 2項 は圧力

勾配に比例する交差拡散 (cross diffusion)項である。圧

力勾配に比例する項は,ShimOmural°の理論解析でも圧縮

性舌L流の熱フラックスのモデルに同様の項があることが指

摘されている。

(12)と (13)を使って内部エネルギ
ーフラックスまた

は熱フラックスのモデルを求めることができる。

0中 れ→=テ←→十早 "→

=――C 劇ヽデ
ト
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―亀θ
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右辺は大きく分けて四つの部分からなる。第一項と第二項

はエントロピーフラックスに第三項と第四項は圧力速度相

関に由来する。第一項の角カッコ内の量は平均エントロピ

ー勾配∂S/へ に比例する。その他の項はそれぞれ,Kc,

Mt2とχcを含むので第
一項が主要項であると見なせる。主

要項だけを考えると,内 部エネルギーフラックスは平均内

部エネルギーEの 勾配ではなく,平 均エントロピ
ーの勾

配に比例することがわかる。内部エネルギーは温度に比例

するので熱フラックス 〈θ
'ui'〉
も同様に温度勾配でなくエ

ントロピー勾配に比夕1することになる。すなわち平均温度

勾配があっても平均温度の分布が等エントロピー的であれ

ば熱フラックスが駆動されないことが示された。

レイノルズ応力は次のようにモデル化される。

凛
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Ⅲ巧)=:κδ〃γピ1許十許|キ
+σ珈ラf翼|1器計十講請「
十c幽2/2Fε21計詩ド  ……(D

ただし

ν″=C″1デ
11+C″
21器十σ″ノ 十cセ4″等券卜(10

ぼ″)*=/J―計たたδ″・……………………………(10

である。ただし速度勾配の二乗に比例する非線形項は省略

した。なぜならTsDIAの 2次 までの計算では非線形項に

圧縮性効果が入らないからである。(16)の渦粘性には

DK/Dtに よる非平衡効果,Mt2に よる圧縮性効果,そ れら

を組み合わせたものが含まれる。最後の項はDK/Dtを 生

産項 PKと散逸項εで近似するとMt2PK/εという項を含み

Sarkarr)が用いた勾配マッハ数Mg(=SJ/c,Sは 平均速度

歪み,′は乱流の長さスケール)の 二乗に対応することが

わかる。また,(15)に は渦粘性項の他に圧力やエントロ

ピーの勾配を含む項がある。速度勾配に依存しない点が興

味深い。いずれの項も平均エントロピーかエントロピー分

散を含み,エ ントロピーに起因した効果だということがわ

かる.

Keの輸送方程式 (11)に はエントロピーフラックスの

他に二つの相関項が含まれる。それらを第一近似として

←24)=―C側1ヂ告,(/2需)〓0…
…・(D

とモデル化する。これにより (11)をモデルの基本方程式

として使うことができる。従来の Kと εの方程式にKcの

輸送方程式 (10)と Kcの輸送方程式 (11)を加えて4方

程式モデルを構成 した。これまでの K―εモデルや K―ε―Kρ

モデルより適用範囲が広いと期待できる。しかし圧縮性乱

流にもいろいろな型があるので,す べての流れ場にこの 4

方程式モデルを使 うべ きとは限らない。エントロピーの揺

らぎが音波モー ドの揺 らぎよりはるかに小 さい場合はエン

トロピー分散を無視 して K-8-穐または K…8-Kρの 3方 程式

モデルを使えばよい し,さ らに定常乱流場のようにKcが

Mt2Kに 比例する場合は K―εモデルで十分であると考えら

れる。

6.ま  と  め

TSDIAを 用いて圧縮性乱流モデルの解析 を行 った。密

度ゆらぎの代わりに圧力とエントロピーの揺 らぎを用いて

計算 し,圧 力分散の圧縮成分 と非圧縮成分のスペク トルを

導入 した.圧 力膨張相関のモデルを求め,圧 力分散の輸送

方程式が再現されることを示 した。さらに乱流エネルギー

の圧縮成分の輸送方程式をモデル化 し,エ ントロピ
ー分散

の方程式 と合わせて K,ε,■,氏 を用いた 4方 程式モデルを

提案 した。圧力速度相関やエントロピーフラックスなどの

相関項のモデルを求めた。熱フラックスは最低次で温度勾

配でなくエ ントロピー勾配に比例することがわかった。今

後はDNSの デ
ータを用いて評価を行う予定である。

(1997年9月 30日受理)
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