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1 .緒    言

著者らは,第 1～ 3報
1鋤

において,座 標変換を施 した

基礎方程式 (連続の式,Navier―Stokcs方程式,速 度の2乗

量 と運動エネルギーκの輸送方程式)の 解析的保存特性

が正規直交座標系における基礎方程式系の解析的保存特性

と等 しくなることを示すとともに,等 間隔正規直交座標系

におけるStaggercd格子系,Regular格子系,Collocation格

子系における適切な差分スキーム4■)を一般座標系に拡張

した.

本報では,ま ず,座 標変換を施 した基礎方程式を導 く際

に導入した,変 数変換に基づ く座標変換の誤差評価を理論

的および数値実験的に行う
´
。さらに,平 行平板間内乱流の

解析を行い,既 報
2)で

構成 した一般座標系における適切

な差分スキームを検証する。

2.座 標変換の誤差評価

2.1 理論的評価

基礎方程式に座標変換を施すと,速 度,圧 力といった従

属変数の微分は,全 て等間隔直交座標系である計算座標系

(ξ,η,ζ)に おける微分 となることが,第 1報
1)で

示され

た。従って,離 散化のための基本的な任意精度の差分およ

び補間スキームは計算座標系で定義された
力
。しか し,そ

こで使用 した精度 (次数)と いう言葉は,あ くまでも計算

空間での精度 (次数)を 意味 している。従って,離 散オペ

レータの物理空間における精度を確認しておくことが重要

である。         /

簡単のため,あ る変数∫の 1次元の 1階微分導おxの 2次

精度中心差分を考える。
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ここで,71は打切り誤差であり,以下のように評価されるの。

L=―き等A―夕をξんχ―きれ +…

〓―き十チ∫χ―夕請席一千ノ″x+………②

9は 任意の 1次元格子点分布関数であり,次 のように定義

される。

凋司開,は上にχd… …・0
式 (2)中 の右辺第 1,2項 は格子間隔が不等間隔であるた

め生 じる誤差項であ り,メ トリックをa//∂χの差分スキー

ムと同じ差分式を用いて計算すると第 1項 はゼロになる。

第3項 は等間隔の場合にも同様に現れる誤差項である。式

(2)か らわかることは,格 子点の分布関数9を 固定 した場

合,格 子点数Ⅳの増加に対 して,打 切 り誤差の主要項が

全て1/プに比例して減少するという意味で,式 (1)の 1

階微分離散オペレータは物理空間でも2次精度であるとい

うことである。4次精度差分オペレータも同様に評価する

と,打 切 り誤差の主要項は1/rに 比例 し,計 算空間上で

4次精度の差分オペレータは物理空間でも4次精度であ

る。

多次元における打ち切 り誤差は,こ れらの誤差に加えて

格子の非直交性に起因する誤差が新たに現れる。2次 元の

場合,打 切 り誤差 r2は以下のように評価できる
の
.

72~:χξ∫訂+:レη√五一χξ√Jttθ+…
… <→

ここで,θ は格子線の交差角である。式 (4)中 の右辺第 1*東
京大学生産技術研究所 第 2部
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(a)2次 精度中心差分の場合.

図 3 点 分布関数の影響
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(D 4次 精度中心差分の場合.

解 (初期値の波形がそのまま流れ方向χに400移動 したも

の)と 比較することにより,一 階微分差分スキームの誤差

を評価する。1次元の場合,座 標変換の影響は格子の不等

間隔のみであり,格 子の不等間隔による影響を調査するた

め,図 2に 示される4つ の異なる格子点分布を準備 した。

COは 等間隔,Cl～ C3は 不等間隔格子であ り,番 号が大

きくなるほど最大/最 小格子幅の比が大きくなり,そ の結

果,隣 り合う格子の伸縮率も大きくなる。格子点分布関数

にはtanhを使用 している。この格子点分布に基づき,ま

ず,-40<x<0の 計算格子を作成 し,そ の格子を流れ

方向に周期的に13個連結 して-40<x<480の 計算格子

としている。時間進行による誤差の影響をなるべ く小さく

するため,時 間進行法に4次 精度 Runge―Ku■a法 を用い,

クーラン数C(=q△ ′/△χ)は 十分小さいC=0.01と して

いる.対 流項の離散化は2次精度および4次精度中心差分

スキーム (cDS2,CDS4)を 用ぃた。座標変換のメトリッ

クとヤコビアンは,対 流項の離散化 と同じ精度のスキーム

を利用 し計算 している。

格子点数Ⅳを521と 固定 し,点 分布を変化させたとき

の影響を図3に示す。同じ格子点数でも,格 子間隔の伸縮

率が大きくなると,誤 差が大 きくなることがわかる。格子

点数の増加によるL2ノルムの変化を図4に 示す。L2ノル

ムを計算する際の積分は,台形貝Jを用いている。等間隔格

子の場合 ,図 4の 両対数 グラフの中で,C D S 2お よび

項は式 (2)中 の右辺辺第2項 に対応 し,格 子の不等間隔

による誤差であ り,式 (4)中 の右辺第 2項 は格子の非直

交性により生 じる誤差である。この非直交性による誤差項

は,cot θに比例 しているので,非 直交性性が強いところ

では注意を要するが,格 子の交差角 θが 45°以下の場合,

格子の不等間隔による誤差よりも小さくなることが経験的

にわかっているつ
。従って,計 算格子の直交性 と格子間隔

の伸縮比に注意すれば,計 算空間で定義された任意精度の

離散オペレニタは物理空間でもその精度を維持するものと

考えられる。

2.2 数値実験的評価

次に,座 標変換を伴う差分オペレータの精度を簡単なベ

ンチマークテス トで確認する。ここで,取 り上げられる間t

題は,次 式で与えられる1次元対流方程式である。

キ
+C″

許
= 0・・… … .… …… … … ……… … 6 )

ここで, C xは 対流速度であ り定数 1と す る.初 期値 は,

ICASE/LARC Workshop on Benchmark Problems in

Computational Aeroacoustics ③で定め られた もの を与 える

(図1).

例… 卜闇¶ ………… の
計算領域はχ=-40～ 480と し,′=400後 の波形を厳密
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図4 格 子点数の増加によるL2ノルムの変化

CDS4は それぞれ傾 きが約-1.3と -3.5の 線形関数で近似

でき,そ れぞれほぼ2次 精度と4次精度の解が得られてい

ることがわかる (多少,傾 きが緩やかなのは,時 間積分お

よび境界条件等の誤差に加え,横 軸を1オ ーダーしか変化

させていないためであると考えられる).不 等間隔格子と

等間隔格子の場合を比較すると,誤 差の絶対量は大きくな

るが,両 対数グラフ上で傾きはほぼ同じであるということ

から,不 等間隔格子でも,格 子卓数を増加させた時の厳密

解への1又東性 という意味での精度は,等 間隔格子の場合と

ほぼ等 しい.つ まり,座 標変換を伴う差分スキームは,計

算空間の精度が物理空間でもほぼ維持されていることが確

認できる。

次に,格 子の非直交性の影響を調べるため,図 5に示さ

れるような非直交性の異なるSO～ S3の格子を準備 し,1

次元対流問題を2次 元で計算 した。1次元の場合同様,S0

～S3の格子はそれぞれ,流 れ方向に13個連結されて一つ

の計算格子を構成する。格子数の増加に伴う一様ノルムの

変化を図6に示す。図6の 中には,比 較のために1次元計

算の結果も一部プロツトされている.格 子の非直交性が最

も強い S3の場合,誤 差の絶対量は 1次元の等間隔の場合

(2次元の等間隔直交格子の場合の結果と等価である考え

られる)よ りも大 きくなるが,格 子の増加に伴う誤差の減

少傾向はほぼ同様である。従って,非直交格子の場合でも,

座標変換を伴う差分スキームの精度はほぼ維持されている

ことが確認できた。

3.平 行平板間内乱流による検証計算

3.1 計算の概要

第2報 で構成 したStaggcrcd格子における一般座標系差

分スキームの検証 として,ま ず,Re=180の 平行平板間

内乱流の計算を行い,DNSデ
ータ

ωと比較する。計算格

子は直交で壁方向のみが不等間隔であるため,座 標変換の

影響は壁方向のみである。

計算アルゴリズムにはFractional step法を用い,時 間進

図6 2次 元計算の場合の一様ノルム

行法は,対 流項を2次精度 Adams B̈ashforth法,拡 散項を

Crank―Nicolsonスキームにより行う半陰解法とした。空間

離散化は第 2報 で構成 したStaggered格子系における適切

な2次 精度および4次 精度中心差分スキームを使用 した。

圧力 Poisson方程式はBi―CGStab法を用いている。SGSモ

デルは,入 れない場合 (NM),Dynamic SGS modc11°(DS)

およびZang tt Dynamic mixed model(DMZ)lDを使用 した。

SGS渦 粘性モデル係数は,最 小自乗法を用いて算出し
゛
,

一様方向に平均化 している。陽的なフイルタリング操作は,

谷 国の手法
13 )に

基づ き,α (=σ s A ~ / (σs A ~ ) ) =β

(=f/圧 )=2,γ (=f/ん)=1/6と し CsfSGS渦 粘性モ

デル係数,△ :フ イルタ幅,λ :格子間隔),今 後の一般的

な流れ場への適用を考えて (計算空間で)全 方向にフイル

タリング操作を施すこととする。計算領域および格子点数

はχ,y,て方向にそれぞれ,π ×〃×π/2,33× 65× 33で

ある。

3.2 計算結果

流れ方向の時間平均速度分布を図 7に 示す。各 SGSモ

デルにおいて,計 算スキームを2次精度から4次 精度にす

ると,対数則に従う領域において傾 きは変わらないものの,

速度がわずかに減少する傾向にある。図 8に 各流速の

RMS値 の分布を示す.RMS値 の場合 RMS値 の場合は,

計算を2次精度から4次 精度に変更することにより,流 れ

図 5 2次 元計算の格子

ミ10E‐02
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時間平均流れ方向速度分布

ツ

図8 時 間平均乱流強度分布

方向速度のRMS値 “″″sは減少 し,壁 方向およびスパ ン方

向速度成分のRMS tt νtts,″″″sは増加する傾向にある。こ

のような傾向は, ともに正規直交座標系における適切な差

分スキームの場合の結果
のと一致ている。

4口結    論

第 1報で導入 した座標変換方法が実際の非圧縮性流体解

析計算に与える影響を調べるため,理 論的な誤差評価を行

うとともに簡単なベンチマークテス トを行った。その結果,

不等間隔非直交座標系 (χ,y,z)|こおける微分を等間隔直

交系 (ξ,η,ζ)に 座標変換 し,等 間隔直交系である精度で

ある差分スキームを利用 して計算 した場合でも,格 子点数

を増加させた時の厳密解への収束性という意味での精度は

維持されることが確認された。

また,第 2報 で構成 した一般座標系における適切な差分

スキームを平行平板間内乱流の LES計 算に適用 した。ス

キームの精度を上げたときの時間平均流れ方向速度分布,

乱れ強度の分布の変化の傾向が,正 規直交座標系における

適切な差分スキームを用いた計算結果
のとほぼ同様であ

ることが確認できた。従って,下 般座標系における適切な

差分スキームが,正 規直交座標系における適切な差分スキ
ーム4,つ

から適切に一般座標系に拡張されていることを確

認できた。
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