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1」緒    言

非圧縮性乱流を解析する計算手法としては,ス ペクトル

法,有 限差分法 (有限体積法),有 限要素法といった手法

があり,主 として,計 算対象の特性や必要とされる計算精

度に応じて最適な計算手法が選択されてきた。スペクトル

法は,流 れ場を記述する基礎方程式系を打ち切り誤差なし

で離散化することができるため,最 も高精度である.従 っ

て,ス ペクトル法は,一 様等方性乱流や平行平板間内流れ

の DNS(Direct Numerical Simulation)やLES(Large Eddy

Simulation)に適用され,高 精度な結果を提供するととも

に,乱 流の理解に貢献してきた。2)3)。しかし,ス ペクト
ル法は,流れ場の幾何形状の柔軟性に優れた有限要素法を
組今合わす布スペクトリンエレメント■ (speCti」Element
Meth9d)に 拡張され,円 柱周りの流れに適用された例

4)を

除いて,一 般的には直交座標系の単純な流れ場形状への適

用に限定される。従って,よ り複雑な幾何形状の乱流場の

解析は,他の2つの手法にゆだね1ざるを得な■ 境界適合
座標系を利用した有限差分 (体積)法は,有限要素法と比
較して,形 状の柔軟性は劣るが,計 算コードのメモリ使用

量および計算時間に関して優位にあり,任 意形状に対する

乱流解析手法として適当であると考えられる。しかし,有

限差分法によるLESあ るいは乱流モデルを用いない疑似

DNSに は, 2次 精度では不十分であり,さ らに,基 礎方

程式の解析的な保存特性が離散化式においても適切に近似

されることが,高 精度で安定な解を得るのに必要であるこ

とが森西9に より示された。そこで,森 西はD,要 求され

る解析的保存特性を満足する適切な4次精度差分スキーム

を提案した。しかし,こ の森西のスキームは,等 間隔正規

直交座標系に対するものであるため,一 般座標系に対する

拡張が望まれる。

そこで本研究は,ま ず第 1報 において,一 般座標変換し

た基礎方程式系の解析的保存特性が,森 西
9が
明らかにし

た正規直交座標系における基礎方程式系の解析的保存特性

と全 く同じになることを示す。また,第 2報 ,第 3報 にお

いて,森 西が提案した等間隔正規直交座標系に対する適切

な差分スキームDを ,一 般座標系に対 して拡張し適切な差

分スキームを構成する。

An=1

(りPhySiCal space     (りcOmputational space

 ヽ     図 1 座 標変換

2.一 般座標変換

複雑な形状をした流れ場を有限差分法または有限体積法
で解析する際には,図 1(a)のような流れ場形状に適合し
た計算格子を作成する。しかし:流れ場を支配する基礎方
程式系は,計算格子が等間隔直交格子である場合,最 も容
易に離散化することができる。そ|で ,物 理座標系 (″,ノ,

a=(ξ l,ξ2,ξ3)上 で作成された計算格子を,格 子間隔
△ξ=△ η=△ ζ=1の 等間隔正規直交座標系である計算
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座標系 (ξ,η,ζ)=(ξl,ξ2,ξ3)へ変換することを考            G物
=0,(π ≠め

える。                          で ある。

ある変数Φの1階微分は,変 数変換により次のように物

理座標系から計算座標系へ変換される。

器=謗舟   ①
ここで,以 降ことわりのない場合,一 つの項の中で同じ

指標が 2度 現れる時は,そ の指標を変えた総和を表す,

Einsteinの和の規約に従うものとする.次 章で保存形の基

礎方程式系を導出するため,式 (1)の保存形式を導く.

器=ノ舟 ←場 → ②
ここで,Jは 物理空間から計算空間への変換で定義される

Jacobianであり, 3次元の場合,

- T  
J t ? . 1 " 2 -

E - <  ' t

-  x , t ! € z (  -  x E r g z , t  ( 3 )

で与えられる.式 (3)中のχξは偏微分∂κ/∂ξを表し,そ

の他ノξ等も同様である。また,あ る変数Φの 2階微分の

保存形式は 1階微分を繰り返すことにより,以 下のように

導くことができる。

器嚇)=J島←守 謗光)①
△Φ =▽ 2Φ=券

  (号 )

=J∂ξπ←♂れ!≒)  ⑤
式 (5)中の Gπ

後は,物 理空間における計算格子のひずみの

度合いを表す格子ひずみ率 (mesh skewness factor)であ

りの次式で与えられる.

・ ♂ π=÷守 謗   ③
定義から明らかなように,Gπ

れは対称テンソルであ り,

Gπ
π=G例 である。また,直 交格子でしかも (ξl,ξ2,ξ3)

軸の方向が (″1,均,0軸 の方向と
一致している場合,

3.座 標変換を施した基礎方程式系の解析的保存特性

保存形の定義は森西
5)に
従い,時 間発展方程式

=■
Fl + F 2 + F L… =0   0

中の項 F″(力=1,2,… )が 次のような発散形で表される場

合,そ の項は保存形であるとする.

F=々▽IGり=t(φ  ③
非圧縮性流体の基礎方程式は連続の式およびNavier‐

Stokes方程式であり,以 下のように表現される。

Cm→≡器=0     0

ギざ絆
十“m→ づ十 "К Oづ +鮎 0 ` = 0に の

上式中の記号 (Pres.)」および (Visc.)づは Navたr‐Stokes方

程式中の圧力項および粘性項を表し,次 のように定義され

る。

ωКOづ≡器      0
“ 鋼 づ≡一裏勇丁 (νり    0

さらに,(Conv.)づは対流項であり,保 存形である発散型

(Div.)づの他に勾配型 (Adv.)づ,混 合型 (Skew.)づおよび回

転型 (Rot.)づがある.

い→づ≡奇%の     0

mづ≡物苛     m
6h→づ≡=tCの十■号  0
はめ 戸 竹

喘
―
り
+=鞘

 0

回転型の保存特性についての議論は勾配型と同じであるの

で省略する
5)。
式(10)のイ=1成 分に%iを乗じることに

より速度の2乗量 42/2の輸送方程式を,さ らに,式 (10)

のづ成分に%ィを乗じて縮約を取ることにより,運動エネル

ギーκ (≡%づ%/2)の 輸送方程式を導出できる。Navたr―

- / -1  :  det

:  t c " y

G響≠0,(π =の
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Stokes方程式と速度の 2乗 量,運 動エネルギーの輸送方

程式中の各項の保存特性については,森 西
5)に
詳しく説明

されているので割愛するとし,そ の結果のみを表 1に示す。

報速

表 1 各 輸送方程式中の各項の保存特性 (森西
1)から抜粋)

Terms in
Mementum Eq. 夕12/2 K :  u , ' /  2

(Ca′2)

(Dル.) ◎ ○ ○

(Иル.) ○ ○ ○

(SttW.) ○ ◎ ◎

(PraS,) ◎ × ○

(ラ竹a) ◎ X ×

(skew。)FT≡=警課(晩の+:鴫ぜみ 。4)

ここで,座 標変換前後の対流項 (13)～(15)と比較すると,

対流成分 物が体積フラックス 場 になっていることを除い

て,形 式的に大 きな違いがないことがわかる。また,

Navier―Stokes方程式中の対流項の各型は,座 標変換前と

全 く同様に次のように関係づけられる。

(Adv.)FT=(D市 .)FT一 %づ (Cont.)CT

(Skew.)FT=(D市。)FT (Cont。)CT

(Cont.)CT=(Adv.)FT+

式 (18)～(26)から,座 標変換後の Navibr_stOkes方程式の

解析的保存特性が,表 1に示される変換前のものと同じに

なることがわかる。

次に,式 (18)のり=1成 分に物を乗じることにより速度

の2乗量%′/2の輸送方程式を導くと以下のようになる。

÷子(子)+4 COn→fT
* zr (Pres.)t"t* 4t (visc.) rct:  0 (27)

％

１

一２一

％

１

一
２

表中の記号は,◎ が保存形,○ は (Cont。)=0が 満足され

ると保存形,× は非保存形であることを示している。

次に,座 標変換を施した基礎方程式系を導出し,そ の解

析的保存特性を調べる。まず,連 続の式(9)およびNavたr‐

Stokes方程式(10)を, 2章 で説明した概念により座標変

換すると以下のようになる。

C耐∝≡指 =0    0

÷堤争十Cm→浄lPreo「十“島F=00

同 "≡舟 ←場 の=÷場寺 ⑩

同 「≡一舟 (九σ
物理繁劣→  ω

ここで,鴫 は体積フラックスまたは反変速度成分であり,

次式で定義される。

鴫=÷場あ     0
座標変換後の連続の式(17)およびNavier=Stokes方程式

(18)は,両辺JacObian Jで除されている.また,右付き添

字CTは座標変換された項であることを表してぃる。式(18)

中の対流項 (Conv.)FTは,式 (13)～(15)と同様に発散型

(Div.)FT,勾配型 (Adv.)FTおよび混合型 (Skew.)FTが定

義できる。

(D市折T〒ザ諄(鴫物)

(Adv.)FT≡鴫ザ弊

(22)

(23)

(26)

左辺第2項は,Navier‐Stokes方程式中の対流項の型に応

じて,次 のように変形できる。

■ゆ→fT=舟協ギ∫う十子Cmぽω

4に d→ f T =竃
轟 (鴫 子 )一 子

CO虻 う
CT  C①

匂6睦→fT=舟鱗ゆ   00
また,Navier―Stokes方程式中の圧力項および粘性項に起

因する式(27)中の左辺第3項および第4項 についても,以

下のように変形できる。

allPrtt「=島←÷鼎→
―ク舟←鼎→m

ボⅥ鋼「=一t(物f物御
十ν呻券π呈着テ 0
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性流体の基礎方程式系を導いた,そ して,座 標変換 した

Navier‐Stokes方程式,速 度の 2乗 量の輸送方程式および

運動エネルギー Xの 輸送方程式の各項の解析的保存特性

が,森 西
5)が
明らかにした正規直交座標系における基礎方

程式系の解析的保存特性と同じになることを明らかにした。
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式 (27)～(31)から,座 標変換を施した速度の 2乗 量 %12/2

の輸送方程式の保存特性についても,座 標変換前と全 く同

様であることが分かる.そ の他の速度の2乗量2′/2,

ど/2の保存特性も同様である。さらに,式
'(18)の
イ成分

にπづを乗じて縮約を取ることにより,運動上ネルギJk

の輸送方程式を導出すると以下のようになる。

÷ |〕}十
物 C m→ 「 +物 ●КO F T +銑 l V i s c ) F T = 0

(33)

Navier‐Stokes方程式中の圧力項および粘性項 に起因する

式 (33)中の左辺第 3項 および第 4項 は;次 のように変形で

きる。

物
聟
r e の F T  L 亀 し じ瀞

一
夕C O n o C T   1 3 4 1

原Ⅵ鋤「=一舟 い
物
御

十 ソ♂
%∂

ξ%∂ ξ% ( 3 5 )

対流項に起因する式(33)中の左辺第2項は,速 度の2乗量

の輸送方程式におけるものと同様に評価できる。従って,

座標変換した運動エネルギーκの輸送方程式も座標変換

する前と同様の保存特性を持つことがわかる。

4.結    論

まず,予 備知識として変数変換を利用した一般座標変換

の概要を示し,そ の概念により,座 標変換を施した非圧縮


