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o方程式非平衡Subgrid modelの研究
Investigation of the 0-Equation Type of the Non-equilibrium Subgrid Model

岡　本　正　芳*

Masayoshi OKAMOTO

smagorinskyモデルはそのモデル定数が各種流れ場に依存するという問題点が広く知られている･

この問題点がSmagorinskyモデルが有する非定常性の欠如に起因するものと考え･乱流統計理論の

2スケール直接相関近似(TSDIA)を用いて-非定常性の効果を考慮した0方程式型の非平衡SGS

モデルを導出する.さらにMixing Layer.チャンネル流･一様減衰流の3つの流れ場でこのモデル

を用いたLarge Eddy Simulationを実行し･改良および問題点を議論する･

1.緒　　　　　言

近年の計算機の急速な発達は,乱流数値解析の分野にお

いてNavier_Stokes方程式を直接解析するDirect Numer-

i｡｡lSim｡lati｡n (DNS)と,フィルター操作により小規模

スケール(SGSスケール)の渦に関してのみモデルを導

入し大規模スケール(GSスケール)の渦に関しては直接

解析を行うLarge Eddy Simulation (LES)の実行を可能

にしてきた.特に,後者は前者と異なりコルモゴロフ長

IK(-V3/481/4)に代表される散逸領域スケールまでの計算

格子の解像度を必要としないため比較的大きなレイノルズ

数の流れ場に対しても適用可能である.そのため工学,自

然科学の分野で現実の乱流場解析の利用に大きな期待が寄

せられている.このLESにおける最も基本的なSGSモデ

ルとして以下に示すSmagorinskyモデルがある･

-u,,･u,,- 1号Ks8lj･ 2レTS,j･　　( 1 )

ここでKsはSGSエネルギーであり,渦粘性率レT及びス

トレインーテンソルS,,Cまそれぞれ以下のように定義して

いる. (上線付きおよびダッシュ付きの文字はそれぞれ物

理量のGS成分, SGS成分を表現している･)

レT- (Cs△)25,

szj-‡ (普+若)･

ただし, i-V'2Sz･,S,), △はフィルター幅の代表値, Cs
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はモデル定数を意味する.このモデルを用いて解析を行う

ためにはCsを設定することが不可欠であり,経験的に一

様減衰流では6倍は0･2程度1),自己相似的Mixing Layer

ではO.162),チャンネル流では0.13)といった値が推奨され

ている.このようにSmagorinskyモデルではモデル定数

を個々の流れ場に応じて設定する必要性があるため,より
一般的な複雑な流れ場に適用する際, Csをいくつにすべ

きかが重要な問題となる.この問題点を解決するため近年

いくつかのSGSモデルが提案されてきた･一つはグリッ

ドの大きさの異なるフィルターを2回かけそのフィルター

間の相似別を利用して速度等の計算された物理量から各点

でのG値を見積もるDynamic SGSモデル4)と呼ばれる

方法である.このモデルでは,従来のモデルに必要不可欠

な壁関数(壁近傍といった分子粘性が主導的役割を立たす

領域で乱流モデルの寄与を打ち消す目的で導入される減衰

関数)を導入することなく解析できるという非常に大きな

メリットも持っている.一方, Smagorinskyモデルの表

現自体を改良してこの問題点の解消を行おうとする努力も

長年にわたってなされてきた.本研究ではDynamicSGS

モデルとは異なり後者の観点から,流れの非定常性の影響

を示す非平衡効果をSmagorinskyモデルに導入した非平

衡モデルを用いてこの問題点を議論する･非平衡モデルは

乱流統計理論の一つである2スケール直接相関近似

(TSDIA)を用いて,吉滞によりアンサンブル平均型5)ぉ

よびSGS型6)の勾配拡散型渦粘性モデルの改良を目的と

して提案がなされてきた.ここで言う非平衡効果とは｢計

算スケール(アンサンブル平均型モデルであればエネル

ギー供給領域, SGS型モデルでは△より大きな慣性小領

域)での変動が瞬時にそれより小さなスケールにカスケ-
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ドするのではなく,有限時間をかけて伝播するために生じ

る履歴の効果｣を意味し,モデルとしては以下のように表

現される.

リT-レ耶(1li老)･　　(4)

ここでD/DtはLagrangian時間微分(D/Dt- ∂/∂t

+ a,∂/∂X,)を意味し, fはモデルを構成する物理量で

アンサンブル平均型モデルでは乱流エネルギーとその散逸

率, SGSモデルではストレインの大きさj;'やSGSエネル

ギーKsが対応する.アンサンブル平均型の非平衡モデル

では西島,吉揮6).7)により一様努断流でのエネルギーの過

剰生成に関して大きな改善が見られることが示されてきた.
一方, sGS型の非平衡モデルに関しては理論により提案

されたモデルを森西,小林8).9)により一様減衰流,チャ

ンネル流,バックステップ流れに対して適用し,次のよう

に最適化された.

Cs

Cso
- (1-32妄言)･　　(5)

ただし, Csoは0.1である.また, Cs値の増大化や負債を

防ぐためCsに下限値0,上限値0.27の変動域を設定した.

さらに, Csの急激な変化が計算の不安定さを誘発するこ

とを防ぐため局所的に平均を取ることでスムージングを行

う事を推奨している.しかしながら,非平衡効果のSGS

モデルへの寄与に関する研究が完成したとは言い難い.

そこで,本論文ではまず理論的な側面から質量保存則を

満たすTSDIA解析を行い0方程式型の非平衡SGSモデ

ルを導出し,パデ近似等を導入して新たな非平衡モデルを

提案する.そして自己相似的MixingLayer,チャンわレ

派,一様等方流に適用しそのモデルの評価を行う.

2.基礎方程式

非圧縮性条件下でのNavier-Stokes方程式は

a;;.'1-

_旦聖
∂rj

∂uL･uj M_　　∂P .　∂2ul

+　レ

∂ Lrj　　　∂ xL･　　∂trJ∂r]'

-0.

ここで, uz･は速度ベクトル, pは圧力,叫ま分子粘性を意

味し,同記号のテンソルの足の間では縮約を取るものとす

る. GS成分とSGS成分に分離するためのフィルターC

を

a,. (Ⅹ) - ///d3X'G (X-Ⅹ') u,･(X'), (8)

で定義して,式(6), (7)にフィルター操作を実行する
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∂♪

∂x,

一昔(読-a,a,), (9)

(10)

となり,これがLESの基礎方程式にあたる.式(9)の

最終項は通常3つの項に分離され

uluJ = Ll･, + C,,J + RIJ,

Z･,] = a,uJ - uluy

C,] - li,u'j十u'Idノ,

I      ヽ

RlJ- uiuy

(1日

(12)

(13)

(14)

LをLeonard項, CをCross項, RをReynolds応力項と

呼ぶ.本研究ではこのうちフィルターの干渉による効果を

意味するLeonard項とCross項は軽視し, Reynolds応力

項のみに注目していく.

また,フィルターの干渉を無視した近似下でSGSエネ

ルギー(Ks-- u'ノu',/2)の輸送方程式は

些-R,,S′了eS+ ∇TK,
Dt

(15)

のように書け, es, VTKはそれぞれSGSエネルギーの

散逸項,拡散項と呼ばれ次のように定義される:

es=　LJ
∂〟'′　∂〟'′

∂xJ　∂trJ'

酌iiiiiiiiii　-

TK,声~すu,a,77〟'-+ uu'十リ
aKs

arj

3. TSDIA理論計算

SGS成分の速度場にTSDIA解析を導入し(詳細は省

略した)10),慣性領域でのエネルギースペクトルにコルモ

ゴロフの5/3乗別を仮定すると, SGSのエネルギーKsお

よびレイノルズ応力項の非対角成分B,･,は

Ks- CKIEs2/312/3+ cK2eL{2,314/3911 (18)
Dt '

Blj- (cBleSl'314/3･ cB2eL{112等) i,],

(19)
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と導出される.式(18), (19)の係数はCK1-0･665,CK

2- -0.581, CB1-0.108, CB2- -0.0211である･ただ

し, /はTSDIA解析における切断長さである･これらの

表現からLagrangian時間微分項を無視し,式(15)にお

いてSGSエネルギーの生成項と散逸項の釣り合いを考え,

Ks, esを消去すると

リT- (0.1121)25, (20)

となり, Jと△を対応させればSmagorinskyモデル(1)

が導出される.以上のように理論の枠組みではSmagor-

inskyモデルは平衡状態を仮定して導出されるため非定常

性の効果を正確に表現できない可能性が大きい.そこで,

拡散項を軽視した式(15)と,式(18), (19)を用いて

sGS渦粘性率の表現を導出すると

レT- (Cs△)25- cml (Cs△)ZSx,　　　(21)

(cs△ -0.112l,cm1-4.13).ただし, 2階以上の時間

微分の項は無視した.また, Xは

l DS
X　-一一---

S2　Dt'

(22)

で非定常性を表現する無次元量である.このモデル(21)

ではXが大きな正価を取る場合,渦粘性率が負の値になる

ためパデ近似を用いて以下のように表現を変える.

ソT=
(cs△)2S

1+CmlX
(23)

しかし,式(23)においてもXがある負債より小さくなる

と分母がゼロや負の渦粘性率が生じる問題が残る.そこで,

本研究では非平衡効果の高次項にあたるX2の項を導入す

る方法

(24)

と上限値(Cs≦cm2)を設定する方法の2通りのモデル

を試みた. Fig. 1にはMixingLayerを計算し求めた最適

値をプロットしてある.しかし,高次項を導入したモデル

ではチャンネル流の解析で平板間の上下で非対称が永続的

に残り定常流にならないため,以後は後者を非平衡SGS

モデルと呼んでいく.

この上限値の設定はFig.1でわかるようにXが大きな

負の値を取るときに効いてくる.簡単な次元解析から

sGSエネルギーは0方程式の範噂ではS2に比例すると考

えられ, Xが負の値ということはDKs/Dtが負に対応す

る. Ksの輸送方程式(15)において拡散項を無視すると

､

8　　　　7-　　　6　　　　5　　　4　　　　30　　　O 0 0 0 0

SUa^!tUOiJu

生　産　研　究　　　51

-2　　-1.5　11　-0.5　　0　　0.5　1　1.5　　2

I

Fig.1非定常性を表現する無次元量Xと有効的Csの対応. 1は

cm1-1.0,Cx-0.26, 2はcm1-5.0,Cx-6.35, 3は

cm1-1.0,cm2-0.75, 4はcm1-4.13,cm2-0.24, 5

は森西,小林モデル.

右辺第1項の生成項は正値であり, DKLJDtが最も小さ

な負債を取る場合は正値の生成項がほとんど無視可能な

I-:ぐ､-- E､.

Dt
(25)

が成立している場合であると考えられる.式(25)と式

(18), (19)で渦粘性表現を導出すると,

B/･]～ 1･44 × CBl e Sl/3 14/35/j, (26)

となり,式(19)の渦粘性項の係数と比べ若干大きな値

(理論から, Csの1.2倍)を取ることがわかる･以上のよ

うに上限値を設定することは理論的側面からもある程度説

明付けることができ, Fig.1でのX2を導入したモデルで

見られるような0へ漸近していくことはこの事実とは矛盾

する.

また, Csの値はチャンネル流, MixingLayer,一様減

衰流の3つの流れ場で最も定常性が強いと考えられるチャ

ンネル流の推奨値0.1を採用する.

4.数　値　解　析

この章では非平衡モデル(23)をMixingLayer,チャ

ンネル流,一様減衰流の3つの流れ場へ適用した結果を示

す.まず初めにMixingLayerに対しての適用を行った･

計算条件は計算格子が64×64×64のノルマル方向(y方

向)不等間隔格子で2次精度の中心差分を用いて時間発展

に2次のAdams-Bashforth法を採用した.モデル定数の

最適化はノルマル方向中心での主流方向(Ⅹ方向)の1次

9
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Fig.2　MixingLayerでの主流方向1次元エネルギースペクト

ル. ●はSmagorinskyモデルCs-0.13, ○は非平衡モデ

ルcm1-1.0, cm2-0.75,口は非平衡モデルcm1-4.13,

cm2-0.24,直線は5/3乗則.

5　　　　4　　　　30　　　　0　　　　0

N∈U

0　0.5　1　1.5　2　2.5　3　　3.5　4　4.5　5

Cml

Fig.3　MixingLayerのより最適化されたCmlとcm2の対応関

係.雷はt-80, ●はt-120.

元エネルギースペクトルがコルモゴロフの5/3乗別を満た

すことを条件とし, SmagorinskyモデルではCs-0.13と

決定した(Fig.2).その際,レナード項やクロス項を無

視しているため厳密には決定できないフィルターをガウシ

アンフイルタ-

G'I) - V憲ex｡ (一意) ,　(27)

と仮定して幕乗別の査定に用いた. (以後もスペクトルの

10
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Fig.4　Mixing Layer (t-80)での主流平均速度.実線はSma-

gorinskyモデルCs-0.13,口は非平衡モデルcm1-1.0,

cm2-0.75, ●は非平衡モデルcm1-4.13, C｡､2-0.24.

_5　･4　　4　　-2　　1 1　　0　　1

y/♂

2　　　3　　　4　　　5

5　　　　　3　　　　　5　　　　　2　　　　　53　　　　　0　　　　　つ】　　　　　O 1o o o･o o o･o0.

∧ttA>`∧ErVL<^^>

Fig.5　MixingLayer (t-80)でのノルマルーストレス.実線は

SmagorinskyモデルCs-0.13,黒点は非平衡モデルcm1

-1.0, cm2-0.75,日点は非平衡モデルcm1-4.13, cm2

-0.24.

査定ではこの仮定を使用している.)非平衡モデルに関し

ても同一条件を満たすものとして, Fig.3に示すようにい

くつかのモデル定数系を得ることができた.また,これら

のモデル定数系の非平衡モデルは平均量に関しても,最適

化されたSmagorinskyモデルの結果をほぼ再現している･

ここではcm1-1.0, cm2-0.75とcm1-4.13, cm2-

0.24の2つのモデル定数系での解析結果を平均主流速度を

Fig.4,2次のノルマルーストレスをFig.5に示す.エネル

ギー収支等のy方向分布に関しても大きな違いは生じて
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1 00　　2000.8 I 10

y+

Fig. 6 Channel流での主流平均速度･実線はKimらのDNS11)I

○はSmagorinskyモデルCs-0･13, ●は非平衡モデル

cm1-1.0, cm2-0.75, ■は非平衡モデルcm1-4･13,

cm2-0.24.

o 1 0　　20　　30　　40　　50　　60　　70　　80

y+

Fig.7　Channel流での揺らぎ速度の2乗平均･実線はKimらの

DNSll),破線はSmagorinskyモデルCs-0･13,黒点は

非平衡モデルcm1-1.0, cm2-0.75,日点は非平衡モデ

ルcm1-4.13, cm2-0.24.

いない.

次にRe- 13800 (壁での摩擦速度で定義したレイノル

ズ数は640)のチャンネル流へ適用した.計算条件は主流

方向の格子数を128に変化させた事を除けば差分法,時間

発展法ともにMixingLayerと同一である･壁関数はVan

Driest型減衰関数

f(y') - 1 leXP(-y'/25), (28)

を使用した.結果は, Fig.6 (平均主流速度), Fig･7 (揺

らぎ速度の2乗平均)が示すようにMixingLayerで最適

化された非平衡モデルはどのモデル定数系でも平均量に関

してはSmagorinskyモデルCs- 0.10での解析結果をほ

生　産　研　究　　　53
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k

Fig.8　-様減衰流での3次元エネルギースペクトル･ Iは初期

スペクトル, ○はSmagorinskyモデルCs-0.22, ●は非

平衡モデルcm1-4.13, cm2-0.24.

○
○　●

○　　　●

i..05　伽　.03　皿OOOOO
(%)Stua^aletOI＼StUa^a

0.0

○　　　　●

○

○●

●○
■

∵
■

■　　○

○●　■■　　l

｡:`  ･｡.

…諦…' ○:玩

二:二二:二::::-:;';;:::::tII:藁::烹･-
･ ~一　一　~-　L　~-　-_　一　一　▲　▲　-　■　~　J　~　■　~　r

I

Fig.9　非定常性を表現する無次元量Xのヒストグラム･ ○は一

様減衰流, ●はMixingLayerノルマル方向中心, ■は

channel流ノルマル方向中心.

ぼ再現できた.

最後に一様減衰流への適用を調べた.計算条件は2通り

の手法で行った.一つは先の解析法と異なり32×32×32で

疑似スペクトル法(エリアイジングエラーは2/3ruleで除

去した.),時間発展は4次精度のRunge-Kutta法を用い

た.もう一つは先の2流の解析手法と対応を取る目的から

2次精度中心差分,時間発展はAdams-Bashforth法を使

用したが両手法から得られた結果には大きな違いは生じな

かった.そこで前者の結果をグラフ化して記載する･ GS

成分のエネルギーが十分落ち初期データの影響が無くなっ

たと考えられる時刻でのエネルギースペクトルを取ったと

11
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ころFig.8のようになった. Cs-0.22のSmagorinskyモ

デルの結果がある程度5/3乗別を満足しているのに比べて,

Fig. 3に記載した最適化された定数系の非平衡モデルでは

どれも同様にかなり傾きが緩やかになった. Fig.1で一様

減衰流を用いて最適化された森西,小林のモデルと比べる

と, X-0付近で我々の非平衡モデルでは非平衡効果の影

響が緩やかであり, SmagorinskyモデルでCsに最適値

0.22より小さい値を入れた解析結果に対応していると考え

られる.しかしながら一方,森西,小林モデルに近付けて

かなり大きなCmlの値を導入して一様減衰流で最適化を

行うとMixingLayerの解析においてスペクトルの傾きが

きつくなる(森西,小林モデルでは2.5乗)という結果が

得られ,一様減衰流のスペクトルの傾きはMixingLayer

でのスペクトルの傾きより1程度緩やかである傾向が示さ

れた.この困難は, Csの大きさを変化させる,式(15)

での拡散項に対応する項をモデルに導入する,平均化等の

スムージング操作を加える等の方法では解消することはで

きなかった.

そこで,この困難の原因を調べる目的で最適化した

Smagorinskyモデルの解析結果を利用し,一様減衰流と

MixingLayer (ノルマル方向中心)のXに関するヒスト

グラムを取ったところFig.9のようになった.その結果,

両流れ場のXの分布(平均値および標準偏差等)に大きな

違いが生じず,同一のモデル定数を用いてSmagorinsky

モデルを実行した場合に対応していることが判明した.こ

のことはXが一様減衰流とMixing Layerの違いを説明す

る無次元量ではないことを示唆していると考えられる.
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2.緒　　　　　言

TSDIAにより流れ場の非定常性の効果を取り込んだ0

方程式型非平衡SGSモデルを導出した.そのモデルを

Mixing Layerとチャンネル流,一様減衰流へ適用しLES

を実行した.その結果, MixingLayerと一様減衰流の両

者を同時に再現することができるモデルは導出できなかっ

た.しかし,この問題点は,推奨されたSmagorinskyモ

デルの結果を利用し0方程式で唯一の非定常性を表現する

無次元量Xの分布を調べたところ,両者のXの分布には目

立った相違点がないことが確認され,非平衡SGSモデル

にはX自体から変更および改善が必要なことが判明した.

以上を考慮し,今後はまず1方程式型のSGSモデルに拡

張していく予定である.　　　　(1995年11月10日受理)
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