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構造力学は,主に,設計された構造物の形態を基点に,そこからの変位や応答を求めるための基礎

として利用されてきた.しかし,近年,工学,理学等の広い分野で形態に関する研究が盛んに行われ,

形態を創生するための力学が芽生えつつある.ここでは,構造物の形態解析を考える上での基礎事項

を述べる.

はじめに,タイトルに用いられている構造物,形態,創生の内容を解説し,形態解析の目標,理論,

解析技術を紹介する.次いで,構造解析の基礎方程式に基礎をおく形態解析法を述べる.

1.構　　造　　物

構造物には目標によって種々の名称が付けられている.

大分類としては

建築構造物:人間活動のための構造物

土木構造物:エネルギー･情報伝達のための構造物

機械構造物:生産活動のための構造物

などがある.ここでは,一般的な概念としての構造物を対

象とする.

1.1形式

構造物は構造要素を目的とする機能が果たせるよう結合

したもので,ひとつのシステムを形成している.構造要素

あるいは構造システムには連続型と離散型がある.連続型

には,梁,棒,柱,平板,膜,シェル, 3次元体などがあ

る.梁や平板などの薄肉構造では,基準線や基準面と厚さ

が形状を表現する.一万, 3次元体では境界が形状を表現

している.目標として得られる形状を最適形状と呼ぶこと

にする.連続型構造物では,最適形状を求めるためのパラ

メータとして,基準線(面),厚さ,境界などが考えられ

る.

離散型にはトラス,フレーム,ラチス,テンセグリティ,

ケーブル構造,複合ケーブル構造(ポールとケーブル等に

よる複合構造)などがある.離散型は構造要素(部材と呼

ぶ)を連結して構成したものであり,そのため,接合部と

部材,および結合関係(位相構造)によって特徴付けられ

る.よって,離散型構造物の目標として以下の項目をあげ
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ることができる.

節　　点: (形)球,円筒, --

(力)ピン,剛,

部　　材: (形)直線材,曲線材,面材, --

(力)軸力(を伝達する)部材,曲げ部材,

勇断部材, --

位相構造:節点と部材の配置(分割と集積)

1.2　基礎方程式

構造物を表現する3個の基礎概念は力,形,材料である.

これらの概念を定式化したものが構造物の基礎方程式であ

る.

刀(釣合方程式) :f-B(r)a

crjiLj+Xz'- 0

形(適合方程式) :8-A(I)d

El]-i(uiEJu,Lz十ukLLuklj)

材料(構成方程式) :0-D(.I)E

cflj - El]lmElm

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

2.形　　　　　　態

形態は形+態から成り立っている.国語辞典によると

｢形態-かたち+ありさま｣とある.ここでは,形を幾何

学的な意味での形状を示し,態を内部に有するシステムと

しての構造を表すことにする.形と態の具体例をあげると

形　:基準線(面)の形状,厚さ,境界の形状

形の変化:変位,モード(座屈モード,振動モード,

しわモード)
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態　:位相構造,自己応力システム,応力分布

態の変化:荷重載荷による応力分布の変化,

部材の破断による位相構造の変化

以上で述べたように,形態-形状+構造を示すとき,形

態解析-形状解析+構造解析となる.

構造物の形態を設計する過程(形態設計過程)と設計さ

れた形態が外乱等によって変化していく過程(形態変化過

荏)を考える(図1).設計する,あるいは,目標とする形

態を価値のある形態,外乱等により変化した後の形態を無

価値な形態と呼ぶことにする.

形の変化や態の変化は外乱等の作用など,構造物を取り

まく環境条件の変化に応じて発生する.その意味では,従

来の構造解析は形の変化と態の変化に対する解析が目標で

あった｡前述したように形態解析は形状解析と構造解析を

含んでいる.しかしここでは,狭義の意味の形態解析とし

て,形態設計過程における数理解析法を指すことにする.

構造解析を形の変化と態の変化に対する解析と呼ぶと,形

態解析は形と態に対する解析を意味することになる.

3.創　　　　　　生

創は創造,創業などから理解できるように創-新しいを

意味している.生は生成の意味である.構造物の創生とは

形態解析を道具として新しい形態を作り出すことをいう.

4.形態解析の3要素

形態解析の3要素として目標(object),理論(theory,

method),解析技術(technique)をあげることができる.

4.1日標

目標は無数であり(十人十色,参食う虫もすきずき),

すべてあげることはできない.主なものを列挙すると

(a)力学目標:一様応力,ポテンシャルエネルギー密度,

許容応力,最大剛性,最小変位,振動数,

座屈荷重, --･

(b)形状目標:断面積,基準面形状,極小曲面,

不安定構造の形状, --

(C)構造目標:位相,節点位置,自己応力システム,

素材配置, --

(d)機能目標:ホモロジー設計,ロバスト構造, ･･-｡

(e)感性目標:スマート,やわらか,美しい,

(f)経済目標:最小重量,建設コスト,

最少人数, --･

図1　設計過程と変化過程
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目標は単一の場合もあるが,複合する場合もある.例え

ば,一様応力となる形状,最小重量となる位相構造など.

4.2　目標の定式化

形態を数理解析的に扱うには,目標の定式化が必要であ

る.目標の定式化は設計変数,許容領域,目的関数の指定

からはじまる.

設計変数Xは形態解析における未知量である.いくつ

かの例をあげておく.

■　形状を表す設計変数

. 3T      .  n7t

y(I) - alSln73+ anslnTx

■　レイリー商を表す設計変数

al T Kal
all =布, ニ

〃
り

■　結合関係を表す設計変数

2　3　4　41　　1　　2　　3

Tl 42
[解析例1 :結合関係の変化]

図2に示す平面トラスにおいて,軸力の小さい部材から

除去していくとどのような部材配置になるかを解析してみ

る.結果を示すと図3となる.

初は基本モデル, .rfは最終的(anal)に得られた結合マ

トリクスである.ただし,直線部材の中間に節点が生じた

ときは,節点を除した.

解析例1では軸力の小さい部材を除去しており,重毒は

減少していく.重量の減少と節点2の鉛直方向変位の変化

の様子を図4に示す.

許容領域には設計変数に対する許容領域と形状や応答等

3
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図2　基本モデル(EA-一定)

を表す状態変数に対する許容領域があり,制約条件の形で

定式化される.たとえば,断面積は正である: 0≦A,応

力は降伏点応力以下である: Eol≦Ioyl等.

許容を表す制約条件以外に,設計変数や状態変数に人工

的な条件を付ける場合がある.たとえば,重量一定や変位

モード指定など.この条件を付帯条件という.

[解析例2 :重量一定下における結合関係の変化]

解析例1では部材の除去のみを行い,そのため,重量は

部材配置の変化とともに変化している(図4).そこで,

除去した部材の重量を軸力の大きさに応じて分配し,全重

量を一定に保つようにする.そのときの結合関係は図2と

同じであった.重量の変化と変位の変化を図5に示す.

gIM=M=R
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[解析例3 :節点位置の変化]

図6に示すように, hl, hZ, h3, h4の長さを設計変数

とする場合の解析例を示す. hl～h4の和を一定,つまり,

hl+h2+h3+h4-h(-400)とし, hl～h4を上,下弦材の

軸力の大きさに応じて変化するとき,どのような形状にな

るかを解析してみる.

軸力の大きさを次式で評価する.

NI　-

Nil -

NIII -

Lnll + Ln2I

2

In3l + ln41
2

ln5l + ln61

(4.1)

hl～h4の変化をNI～NIIIの差を小さくすることを目標と

して,次式で与える.

Ahl-a(NI-普)

Ah2-α

Ah3-α

NI + NII ∴~;

#)　(4･2)

Ah4-a(NII.-普)

QTR)I
tttttt　__l_I

｢.一一････一一･一二
一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　◆　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　-

SZゝ ∋二＼
図3　結合関係の変化
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stepl st ep2　　　step3　　　step4　　　step5　　　sI eps

図4　重量(黒棒)と変位(白樺)の変化

J Zl,

クr

stepl step2　　　st ep3　　　step4　　　step5　　　step6

図5　重量(畢棒)と変位(白樺)の変化

璽詔一題∋召

遼寧ふ
図7　節点位置の変化

ここに,

Ntotal- NI +
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NI+NII . NII+NIII

2　　　　　　　　2

+ NIII　　(4.3)

αは収束計算を加速あるいは減速するパラメータである.

α- 1の場合の結果を図7に示す.

5.基礎方程式による形態解析

節1.2で力,形,材料に対応する3個の基礎方程式を示

した.式(1.1), (1.3), (1.5)からUとCを消去すると

f- K(.r)d　　　　　　　　　　　　　(5.1)

上式は荷重一変位式で,剛性マトリクスK(r)は

K(.I) - B(I) D(I)A(I)　　　　　　　(5.2)

本章では,式(1.1), (1.3), (1.5), (5.2)に基づく形

態解析を述べる.

5.1適合方程式

式(1.3)より

8-A(r)d (5.3)

ひずみCが零で生じる変位を不伸張変位(剛体変位ともい

う)と呼び,不伸張変位の存在する構造物を不安定構造と

いう(図8).

不安定構造ではひずみが零で生じるから,式(5.3)で

ど-0とおくと

A(I)d- 0　　　　　　　　　　　　　　(5.4)

ここに, A(I)は(m, n)型長方マトリクスで, m, nは

それぞれ,適合条件数,自由度である.

X-lbの形態で式(5.4)を解くと, A+を一般逆行列

として

d- [zm -A+(1:o)A(ro)]α　　　　　　(5.5)

ここに, αは任意のベクトルである. A(xo)のランクを

rank(A(Eo)) - r　　　　　　　　　　　(5.6)

とする.このとき,式(5.5)の係数マトリクスのランク

はp-n-rとなり,係数マトリクスはp個の独立な列ベ

クトルを持つ. P個の列ベクトルをh1, --, hpとする

と式(5.5)は次式となる.

d- α1hl+ -- +cYphp　　　　　　　　(5.7)

ここに, hl, ･--, hpは無ひずみで生じる剛体変位モー

ドを示している.上式より, A-0の場合,初の形態は

安定, p>oの場合,不安定という.

形態安定は2種類に分類できる.図9のトラスで説明す

5
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ると, (a)の場合には変位することにより剛性が付与され,

形態安定となる.しかし, (b)の場合には与えられた形

態の近傍で変位が生じても剛性が付与されない.

初を原形態,変位によって生じる新しい形態を.rl (I

が座標を表す位置ベクトルとすると31-A)+d)とする

と, (a)ではrank(A(.rl)) -n, (b)ではrank(A(xl))

<nとなっている. (a)を微小変位の範囲の形態不安定,

(b)を有限変位の範囲の形態不安定という.

図10の例で示すように,有限変位の範囲で形態不安定な

構造に荷重を作用すると,形態を変化させながら,最終的

には運動の生じない安定な形態にたどりつく.この過程を

不安定構造の安定化移行過程と呼び,安定化移行過程の形

態を求める問題を｢不安定構造の形態決定問題｣という.

この問題に対する解析法は文献3)に,また応用として,空

気膜構造のインフレート過程の解析4),不安定平板構造の

解析5),ラメラドームの畳み込み移行過程の解析6)等があ

る.

式(5.3)において,ひずみCを任意に指定すると式

(5.3)は満足できない.式(5.3)の解を持つ条件を作る

と

[Im -A(.r)A+(I)]8- 0　　　　　　　(5.8)

上式はひずみCの適合条件式である.上式の左辺を

ec(r) - [zm-A(I)A+(r)]C　　　　　(5.9)

と置くと,上式はXの関数となっている.そこで, 8-主

を指定し,このひずみが適合する形態xoを求める問題を

=∴こ
(a)形態安定　　(b)形態不安定

図8　形態安定と形態不安定

生　産　研　究

(a)外力形状

(b)形態変化

図10　不安定構造の安定化移行過程
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考える.形態初が存在するとき,次式が満足される.

ec(xo) - [Im-A(初)A+(初)]去-o　(5.10)

このように,ひずみ指定の形態解析が定式化できる.この

間題を｢ひずみの指定下における適合条件を満足する形態

決定問題｣という.

5.2　釣合方程式

ケーブルネット構造,膜構造,テンセグリティ構造等の

本来は不安定である構造が実際の構造として採用される理

由は自己応力(初期張力など)の導入により,正の幾何剛

性を付与し得ることにある.

式(1.1)より

f- B(.I)o　　　　　　　　　　　(5.ll)

自己応力は荷重′が零に対応する応力である. ∫- 0の場

令,式(5.ll)は次式となる.

B(I)0- 0　　　　　　　　　　　　(5.12)

ここに, B(I)は(n, m)型長方マトリクスで, BT-A

の関係が成立している.式(5.12)より, βを任意のベク

トルとして

0- [Im- B+ (I)B(r)]β　　　　　　(5.13)

右辺の係数マトリクスのランクは,式(5.6)よりrank

(B)-rank(AT)-rであるから, q-m-rとなる. q

は自己応力の独立なモードの数で,通常,不静走次数と呼

ばれているものである.

式(5.13)の係数マトリクスの独立な列ベクトルをg1,

--･, gqと表すと,式(5.13)は次式となる1

0-Plgl + ･･････ +Pqgq　　　　　　(5･14)

ここに, β1, --, βqは任意のスカラーで, g1, --, gq

は自己応力のモードを表している.

図11 (a)に示すトラスは不安定トラスであるが,この

形態においてはq- 0で,自己応力の導入は不可能であ

る.しかし,トラスの結合関係を変えず,図11 (b)のよ

うに形態を変化するとq-0となり,自己応力の存在が

可能となる.このように,自己応力の存在する形態Xを

求める問題が考えられ,この問題を｢自己応力の存在可能

な形憲決定問題｣という.この問題の古典的問題として,

極小曲面(等張力曲面)を求めるプラトー問題をあげるこ

とができる.等張力曲面やそれを拡張した異方張力曲面は

膜構造やケーブルネット構造の設計に利用され,そのため,

差分法や有限要素法による数値解析が行われている7ト11)

式(5.14)においてq≧2の場合には自己応力モード

が複数個存在する.その場合には, β1, --, i3qの決定

r
二く
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.q●　●.I

(a)不可能

r
一一･一･うー

;1 tf

(b)可能

図11　自己応力

法が必要となる12).さらに,不安定構造に自己応力が導

入できたとしても,かならずしも安定化できるとは限らな

い.自己応力の導入によって安定化できる形態.Tを求め

る問題を｢自己応力による安定化可能な形態決定問題｣と

いう.

次に,応力指定の形態解析を紹介する.次式で与える

Pucherの膜方程式を考える.

豊富-2品芸+暮雲-- (5･15)

質+2品+雷

･k(砦笛-2荒蓋+夢窓) -o(5･16)

ここに, 2-2(.r, y) :曲面形状, F:応力関数, P:鉛直

荷重, W:変位, A:膜剛性である.通常の構造解析では

曲面形状Zを与え, FとWを解析する.一方,応力指定

の形態解析ではFを指定, ZとWを解析する.この形態

解析は｢膜の逆問題｣と名付けられ,数値解析が試みられ

ている13).

鉄筋コンクリートシェルではコンクリートの性質から膜

応力がシェル全面で圧縮応力状態になることが望まれる.

Islerは逆転曲面の実験を利用して,全面圧縮応力状態の任

意形状シェルを多数建設している14).膜応力はNI-82F/

∂y2, N,- ∂ZF/∂r2, NI,- -∂2F/∂xayで得られるの

で,主応力を

Nl,N2 -
NJ+ Ny Nx- N,

+ NI,2　(5. 17)

とする.逆転曲面の形態解析はNl, N2≦ 0の条件下で式

(5.15), (5.16)を解析することに対応する15).

一方,膜構造では圧縮でしわの発生する膜材料を用いる.

そのため,膜面全体でNl, N2≦ 0となることが望まれる.

膜構造の形態設計では自己応力の導入とともに, Nl, N2

≦ 0となる形状決定が重要となる.

次に,離散型の基礎方程式を用いて, ｢応力モードを指

定するときの形状決定問題｣を述べる.式(5.1)よりd

7
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-Kl(I))求め,式(1.3), (1.5) -代入すると次式が

得られる.

0- G(r)f

G(.I) - D(.I)A(I) K-1 (.I)　　　　　(5.18)

応力モードを指定する応力ベクトルをα1とし,未知応力

を02として式(5.18)を次式のように変形する.

- G(.I)f-0
(5.19)

ここに, Gは(m, n)型長方マトリクスである.指定す

る応力モードをooとすると

cTl - βoo　　　　　　　　　　　　　　(5.20)

ここに, βは未知パラメータである.上式を式(5.19) -

代入すると

es(I, β, 02) -
- G(r)f-0

未知量X, β, 02をまとめて.ruで表すと上式は

es(xu) - o

(5.20)

(5.22)

上式が応力モードを制約条件とする形態解析の基礎方程式

とな83).

5.3　構成方程式

等方弾性体や其方弾性体の場合には,式(1.5)のβ

(I)は既知となり,形態解析は不必要である.しかし,

新しい材料を開発する場合の材料設計や有効剛性を指定し

てラチス構造を設計する場合などでは形態解析が必要とな

る16).

5.4　荷重･変位式

スペース･フレームや複合ケーブル構造などの空間構造

は｢形態抵抗型構造｣で,使用時の形態によって外乱に対

する抵抗能力が左右される.そのため,最適形態に関する

研究は設計時において形態を設計する際のひとつの基準を

与えることになる.

初期形態を3bとし,外乱等の作用下で変位dが生じる

と,新しい形態3-3b+dが誕生する.そこで, dを制

御することにより構造物の形態を目標とする最適形態を得

ることができる.そこで,本節では式(5.1),つまり,荷

重･変位式

K(I)d-f (5.23)

生　産　研　究

に立脚する｢指定変位モードを満足する形態解析｣を述べ

る.指定する変位モードを次式で与える.

Cd-0 (5.24)

ここに, C:(A, n)型制約マトリクス, A:制約条件(A

<n)である.

変位モード指定の形態解析の目標を次のように定める.

式(5.23)の荷重･変位式と式(5.24)の

制約条件を満足する形態Xを求めよ.

式(5.23)において,形態.r-初を与え, d3-K~1(初)

fをもとめる.このd)を式(5.24)に代入すると通常の

場合には(二祐- 0を満足しない. 12]oが求める形態の場合

Cd)- 0となる.

式(5.23), (5.24)は次式で与える変位に関する制約条

件付きの仝ポテンシャルエネルギー関数の停留問題と等価

である.

n - ‡dTKd-fTd-停留　　(5･25)

付帯条件: Cd-0　　　　　　　　　　　　　　(5.26)

上式をLagrange乗数ベクトル九を導入し, dと九を未知

量とする制約条件無しの停留問題に変換する.そのときの

仝ポテンシャルエネルギー関数は

nk - ‡dTKd-fTd･ LTcd　　(5･27)

dと九の各成分で偏微分し,零とおくことによりdと九を

未知量とする(n十k)個の連立方程式が得られる.つま

り

Kd+r-i r-CT九

Cd-0

(5.28)

(5.29)

次に,式(5.29), (5.29)の解析法を述べる.式

(5.29)を用いるとdTr-dT(CTL) - (cd)T九-oとなり

dとrは直交していることがわかる.そこで, Lをn次元

空間内の部分空間, Llをn次元空間内のLに対する直交

補空間とすると, dとrは直交しているからd∈L, r∈

L⊥が成立する.そこで, PLをn次元空間からL上-の

正射影マトリクス,比-をn次元空間からLl上への正射
l

影マトリクス, aをn次元空間内のベクトルとすると次式

が成り立つ.

d-PLa, r-PL-a

上式を式(5.28)に代入し, αを求めると

a- [KPL十PLi]-1f

上式を式(5.30)の第2式に代入することにより

(5.30)

(5.31)
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(I) - pL⊥[K(I)pL + PLl] -1f　　(5.32)

上式を利用すると目的とする形態解析は次のように定式

化できる. I-初を解形態とするとK(.2:o)d-fとCd-

0の両式が同時に満足される.このことは,式(5.28),

(5.29)においてr(xo)- 0を意味している.以上より

式(5.23)において, r(X)-0となる

Xを求めよ.

具体例は文献1)を参照していただきたい.

6.お　わ　り　に

ここでは, ｢構造物の形態解析と創生｣の内容を説明し,

構造解析の基礎方程式に基礎を置く形態解析を紹介し,そ

の背景を述べた.

構造物の形態設計は,構造解析(価値のある形態の変化

の解析)をベースとして,経験によっておこなってきてい

る.しかし,コンピュータの発達と最適設計の理論および

逆解析の理論の進歩19ト25)によって,形態を直接目標とす

る解析がおこなわれるようになりつつある.

図12に示すように構造解析を秩序からカオス-の解析と

すると,形態解析はカオスから秩序への解析と言うことも

できる.解析の出発点となるカオス状態の定式化が困難な

ところに形態解析の困難さがある(解析的には高度な非線

形性を持つ方程式の解析技術が不可欠となる).

構造物の設計行為において,経験の内容を具体的に把握

するためにも形態解析の今後の発展に期待したい.

(1994年10月11日受理)
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