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大空間構造の形状を決定するに際して,その構造体が基本的に満たしていなくてはならない力学的

な要請を満足する曲面形態群のみを考察対象とすることができれば,形昔決定のプロセスはきわめて

効率的となり,結果として設計者の自由度は大きく増加するであろう.ここでは,そのような基本条

件を満足する曲面を｢原型曲面｣として捉え,膜構造物と一般のシェルやスペースフレームについて

それぞれの｢原型曲面｣として採用することのできる,等張力曲面と軸索曲面についてその解析法と

問題点について検討を加えている.

1.序　　　　　文

無柱空間を安全でかつ美しく構築することは,人類の建

設行為の歴史を通して,いつの時代でも大きな課題であり

続けてきた.こうした大空間建築を構築するに際して,檎

造技術は2つの大きな役割を果たしている.その一つは安

全性の確保である.大空間建築が自重に対してはもちろん

のこと,地震や台風の作用に対しても,果たすべき機能を

十分に発揮するためには,的確な構造技術の適用が不可欠

であり,そうした技術の効果的な利用なしには安全な構造

物を構築することはできない.
一方,構造技術が果たしているもう一つの重要な役割は,

建築の美しきに対する貢献である.建築構造物,特に大空

間構造物は,彫刻とは異なり,スケールの大きな実体であ

る.したがって,彫刻のように作者の望む形をそのまま実

現することは一般に不可能で,構造物の中を流れる力の原

理に適合した形だけが実現可能な形となる.逆に,構造物

の中を流れる力の原理を直接,間接に表現する,つまり構

造物の形の表現に効果的に使ってやることによって,大空

間構造に固有の,美しい造形を得ることができる場合が少

なくないことは,この種の構造物の設計に携わった数々の

先駆者達が示しているところである.

構造物の形態を,与えられた設計荷重に対して安全で,

さらに美しいものとするための一般的な方法というものは

残念ながら存在しない.一般的な方法がないというだけで

はなく,そのような目的を達成することがどの設計者に

とっても可能であるというわけでもない.それは, ｢能力｣
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や｢運｣に恵まれた一部の建築設計者にのみ可能な｢技

術｣といえよう.このように,安全で,かつ美しい構造物

を設計することが,ある種の発想や独創的な手法の延長線

上にのみ可能となるのは,設計という行為が創造活動であ

るからに他ならない.

ところで,美しいか否かという価値基準は多分に感覚的

なもので,定量化や分析の対象になりにくい面があるが,

力学の原理を満足しているか否かという判定や一定の安全

性をクリアしているか否かという基準については理論的に

おさえることの可能な事柄である.したがって,空間構造

物の形態を考えるにあたって,こうした理論的に表現する

ことのできる条件を満たす形態のみを対象に,スタディー

を繰り返すことができれば設計過程の試行錯誤の効率を改

善することができることになる.

近年,非常に高い周波数を持つ演算素子の開発に伴い,

従来理論的には可能でも実際の演算時間を考えると現実的

には不可能であるとされてきた事柄が,にわかに現実化可

能なものとなってきている.特に,グラフィック技術に関

する領域では,演算速度の向上の恩恵を直接に受けており,

こうした技術をマンーマシン･インターフェースとして利

用し,力学的条件やその他の設計条件を満たす理論空間内

で得られる解を計算機に求めさせ,設計者は単に外部から

いくつかの設計変数を変更して試行錯誤を繰り返すことに

より設計を進めるといったことも技術的には可能となりつ

つある.

ところで,膜構造物の設計の初期段階では,等張力条件

を満足する膜曲面形状が設計の基本曲面となり,この曲面

を原型曲面と呼んでいる.これは,膜材が張力のみを負担
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できる構造材料であり,しわや弛みを起こすことのないよ

うな形状にする必要から要求される条件をクリアする曲面

群であり,膜構造における形態設計の初期形状として用い

られる.膜構造の設計では,石鹸膜曲面がその具体的なも

のとしてよく用いられる.

一方,シェルやスペースフレームのような構造形式は外

力に対して主に軸力で抵抗する構造で,膜構造と同じよう

に,実現化可能な形態には限界がある.この種の構造物に

対して,その形を支配する主たる外荷重は自重である.し

たがって,これらの構造物の形態を考えるとき,自重に対

して軸力抵抗が可能な形態を,膜構造物における原型曲面

と同様の位置づけで,形態設計の出発点とすることが考え

られる.

本論では,空間構造物の設計に当たって,基本的な力学

条件を満足する曲面を,原型曲面として捉え,これを計算

機空間内で実現することを考える.膜構造やケーブルネッ

ト構造の場合は既に述べた等張力曲面がそれであり,シェ

ルやスペースフレームの場合には自重に対して軸力のみで

抵抗することのできる軸索曲面がそれに当たる.解析手法

としては,変分原理を用い,任意形状に対応するのに便利

な有限要素法を用いている.

2.等張力曲面の形態解析

2-1.研究の背景

薄膜を使用して空間を架構する膜構造は,一他の構造に比

べて容易にかつ経済的に大きな空間を得ることができ,形

態も軽快であることから,パビリオンやレジャー関係の諸

建築物をはじめとして大小問わずさまざまな建築物に応用

されている.かつては建築物としての安定性や耐久性など

の欠如から仮設的な意味合いが強かった膜構造であるが,

近年の膜材および構造技術の発達によって次第に恒久的な

建築物にも用いられるようになり,今日では他の構造形式

にはない膜構造ならではの長所を生かした一層の発展,普

及が期待されている.
一方で,このように大規模化,恒久化する膜構造に対し,

これまで以上にその設計,施工にあたって憤重な取り扱い

を必要とするようになってきた.大空間を軽く薄い膜材を

使って覆うことは,また非常に精微な側面を持っていると

も言える.このような膜構造における設計の第一段階は,

まずその『形』を決定することである.圧縮力や,面外せ

ん断力,面外曲げモーメントに対して抵抗力を持たない膜

材によって構成される膜構造は,もともと剛な構造ではな

く,初期張力を与えることによって構造安定性を持たせる

という意味からも,本質的には曲面内に作用する面内張力

によって架構される構造形式である.また,膜材料それ自

体の強度は大きくとも,薄膜という断面の小さな部材とし

て使用するため,大きな耐力を期待し難い.
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このことから膜面内の一部分に集中応力やしわが発生す

るような状態は好ましくなく,膜面全域にわたってできる

だけ一様な応力が働くように計画することが,設計に際し

ての基本的な考え方になる.つまりただ膜を張りさえすれ

ばどのような形でも可能なわけではなく,その実現可能な

曲面形態にはおのずから制限があるということになる.

このような理由から設計曲面を決定する際,その初期曲

面として等張力曲面が採用される場合が多い.これは自己

釣合状態,もしくは等分布圧力を受けた状態において,膜

面全域の各点でのすべての方向の膜張力が等しくなるよう

な曲面である.石鹸膜は,その表面張力により等張力状態

が簡単に実現されるものであり,この等張力曲面の形状確

認の一手段として用いられることが多い.
一方,このような与えられた形状の境界内に形成される

等張力曲面は,同一の境界形状に張るさまざまな曲面の中

で極小の表面積を持つ曲面となる.これは極小曲面,ある

いは極小面積曲面と呼ばれるものであり,その曲面形状は

等張力曲面と完全に同一となる.

膜構造の形状解析問題は,等張力状態の釣合形状を求め

ようとするものと,極小曲面形状を求めようとするものの

二通りの方法が考えられるが,その性質上,他の力学の問

題に比べて特殊な問題となるため,実際の膜構造物に対応

させたさまざまな工夫が必要となってくる.文献9)では等

張力曲面を表す偏微分方程式を差分法を用いて解くことに

よりその曲面形状を求めている.しかし剛な境界を持つ場

合にはよいが,周辺がケーブル境界で与えられた場合には

対応できない.また偏微分方程式を直接解析する差分法は,

曲面形状の局部的変化に伴って生じる大きな勾配に追随す

ることができず,更に解曲面がZ座標に関して多価になっ

た場合には原理的に適応することができない.この多価性

に追随することができない点ではGalerkin法のような解

析対象領域全体に仮定関数を重ね合わせる方法も同様の難

点をもっている.また文献1)においてはケーブルおよび自

重,圧力を考慮した等張力曲面が極小曲面問題に帰着でき

ることを示し,仝ポテンシャルエネルギーの停留より導か

れた基礎式をケーブル長を付帯条件として求める方法につ

いて述べている.併せてケーブル付きの極小曲面を有限要

素法を用いて解析している.さらに,.鈴木らは文献2)にお

いて,非線形計算過程の安定化を図るため,収敷方向を窓

意的に与える方法を用いた解析を行っている.
一方,空間内に与えられた閉曲線を境界とする極小面積

曲面を求める問題はPlateau問題と呼ばれ,変分法が威力

を発揮する古典的問題として広く知られている. Plateau

問題を解析的に解くことはきわめて難しく,多くは直接法

を用いた数値解析によらねばならない.文献3)ではこの

Plateau問題を有限要素法を用いて解いており, R.

Courantの問題について非常に興味深い結果を示している.
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ここで述べる内容は,膜構造の基本設計段階における膜

曲面の形状決定問題に関するものであり,等張力曲面が幾

何学的に極小曲面となることに着冒し,これを積極的に利

用して,力学的領域の問題を幾何学的領域の問題に置き換

えることで,簡便かつ合理的に膜構造の原型曲面を求める

ことを目的としている.

2-2.基礎式の定式化

曲面の内包する内容積値を付帯条件とする極小曲面の変

分間題は,次の汎関数を極小化する付帯条件のない変分間

題と等価である.

J[r,Å] -S(r)+livo- V(r)i　　　　　　(1)

ここに, Tは曲面形状を表す位置ベクトル, S, Vはそ

れぞれ曲面の表面積及び曲面の内包する体積であり, Vo

は指定する内容積,吊ま,指定内容積値を導入するための

Lagrangeの未定乗数である.このようにして表された面

積汎関数(1)式を極小化することにより,目的の曲面形

状を求めることができる.

(1)式で与えられた面積汎関数は幾何学的な諸量で表さ

れたものであるが,実際の力学現象と関連づけることがで

きる.ここでの扱いが,等張力曲面が幾何学的に極小曲面

となることに基づいていることは,すでに述べたとおりであ

るが,この等張力曲面の自然界における例として石鹸膜を

あげることができる.これは針金等で閉曲線の境界を作り,

石鹸液に浸して引き上げることによって作ることができ,

その膜面内に働く表面張力によって等張力曲面が形成され

る.シャボン玉のような内部に空気を包み込んだものは,

厳密には極小曲面ではないが,膜面内に一定の表面張力が

働いていることは同じであり,等張力曲面である.この場

令,閉曲面内部において空気の出入りはなく,曲面内の内

容積は変化しない.すなわち内容積一定という条件付きの

極小曲面と考えることができる.このように,石鹸膜で形

成される等張力曲面が極小曲面,あるいは条件付き極小曲

面となることを含めて, (1)式の面積汎関数の力学的意味

空気膜構造での等張力曲面の例
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を考察することが可能である5).

2-3.数億解析

(1)式で与えられる変分汎関数に基づいて有限要素法に

よって解析した結果を図1に示す.内容積指定条件や辺長

指定条件の幾何学量を指定するという視覚的に認識しやす

い条件を課すことによってイメージされた曲面形状を実現

するための有用な手段となっていることがよくわかる.さ

らに,図2には,求められる解曲面が場合によっては実際

には存在しない不安定な曲面となることがあることを示す

例として, WienerFrame問題と呼ばれるものを示してい

る.

また,いくつかの数値解析を通して,節点の3つの空間

座標(云　y, Z)をすべて未知量として扱う方法によると,

解析条件によっては収束解を得ることが困難な場合がある

ことがわかってきている.このような場合にも収束解を求

めることを可能にするために,筆者は変分汎関数に数値的

な安定性を制御する項を付加して解析する方法を提案して

いる.これについての詳細は文献4)を参照されたい.

3.つり下げ曲面の形態解析

3-1.研究の背景

懸垂線に代表されるようなつり下げ形状は,重力下で純

粋な張力場となることはよく知られている.また,その上

下を逆転することにより得られる形態は,重力下において

面内の圧縮力のみが生じる力学的に合理的な形態であり,

視覚的,造形的な観点からも優れた曲面を実現できる.

ところで,シェル構造は主として面内応力のみで外力に

抵抗できる力学的に優れた構造形式であり,上記のつり下

げ形態を,シェル構造物の原型曲面として利用することは

シェルの形態を決定する手段として,非常に有効な方法で

ある.ふるくは,かのスペインの建築家アントニオ･ガウ

ディも,有名な逆さづり実験を通してその作品への応用を

試みており,また現在においては,このようにして得られ

た曲面をもとに,スイスの建築家ハインツ･イスラーは,

膜構造の等張力曲面の例

図1　等張力曲面の解析結果



47巻1号(1995.1)

)

yoILJnO = -236.85

qeJ = 174.47

^ = 0.0000E+00
q三0,0000E◆00

2Td y. -- 2. 3572E-62

凍小解1
(安定解1 )

yoltJtte = -300. 68

qe8 = 174.58

A I 0.0000Ed
a = 0.0000亡◆00

2nd y. = 15.8733ト幼

凍大解
(不安定解)

VcltJbl I 123. 51
4reA I 173.51

A I 0.0000王◆00

α ≡ 0.0000亡◆00

2nd y. ≡ 3.3586E-53

極小解2
(安定解2 )

安定解と不安定解形状

176.0

175.5

巾175.0

0
L-

d174.5

174.0

173.5

生　産　研　究

･500.0

･0.020

･0.040

･0.060

･0.080

ー400.0　･300.0　　-200.0　　-100.0

volume

表面積と内包体積の関係

42 �2經��� 蔦3���0.68 � �� �� �� ��

236.85 劔�� ��

i � �� ��

ー500･0　-400･O vSfOa･Ohe-200･0　~100･0

人(平均曲率×2)と内包体積の関係

表面棟､平均曲率と内包体積との関係

図2　WienerFrame問題

1500以上にものぼるシェルの設計を行っている.しかし,

つり下げ曲面の理論的な研究はそれほど行われていないの

が現状であり,先のイスラーも,設計に際しては実際に模

型を製作し,その寸法を図面にフィードバックするという

実験的方法をとっている16).

ところで,数値解析によってこの曲面を手軽に創りだす

ことはできないのであろうか.本研究はこのような問題意

識に基づくもので,逆転つり下げ曲面を計算機空間内で得

ることを目的としており,その特徴は以下のようにまとめ

られる.

･実験的に得ることが困難な,しわのないつり下げ曲

面を数値計算により創りだすこと
･表面積や曲面上の指定点間距離などの限られたパラ

メータを操作することにより形状を変化させること

･解くべき方程式は釣り合い式のみであること.

具体的には,表面積を指定するという付帯条件のもとに,

21

系の重力ポテンシャルエネルギーを変分汎関数として,こ

れを極小化することにより形状を得る,という考え方に基

づいた手法を採用している.ここでは,変分原理により導

かれる基礎式の数値解析例を通して,計算上の問題点等に

ついて論じ,そのようにして得られる逆転つり下げ曲面の

自重下での応力性状について検討する.

3-2.基礎式の定式化

空間内の2点間からつり下げられた鎖が措く形状である

懸垂線は,支持点の位置と鎖の長さが決まれば,その材料

によらずいつでも一定の形状を保つ.この懸垂線を見出す

問題は付帯条件付き変分間題の代表的な例題としてしばし

ば取り上げられ,その形状が構成法則に依存しないために

幾何学量のみで統一した理論での説明が可能である.すな

わち,この懸垂線の問題は系の重力ポテンシャルエネル

ギーをU,曲線の長さをLoとすれば次のように表現する

ことができる.

Variational Functional : U- Min.

Subject to : L- Lo
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鎖は系の仝ポテンシャルエネルギーが極小の状態で釣り

合い状態になっており,汎関数Jを定義しその第一変分を

とることから,極小値を見出す停留条件式が導かれる.こ

の間題は人を　Lagrangeの未定乗数とすれば次のように

書くことができる.

Functional: J- U十人(L- Io)

Euler'S勾uation : ∂J- 0

(3)

tr　寸

次に表面積S)なる曲面が境界G内に張られている場合

を考える. Z軸の正の方向に重力が働く場合,その重さの

ために曲面はある位置で平衡状態になる.単位体積重量を

p,曲面の厚さをtとすれば,この場合の仝ポテンシャル

エネルギ-は次のようになる.

U- pt//GZVAl + Z2I + zZ,drd,　　(4)

今, p, tは一定値をとるものとして,表式からその影響

を除けば

百- JIG細1 + Z2I + Z2,drd,　　(5)

となる.このとき,曲面の表面積は一定であるから次式が

step　　　　　2　　　step　　　　　　　4

1aITbda　-8.69085　　　1arrbda　　　-6.97523

area　　26.00000　　　　area　　　　27. 45000

mu　　　-37.91465　　　　mu　　　　　-26.11112

1en¢h　5.10000　　　1en¢h　　　5･25000
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step　　　　　6　　　step　　　　　　　8

1arrbda　-6.72688　　　1arnbda　　　-7.04234

area　　29. 82000　　　　area　　　　32. 13000

mu　　　-21.11965　　　　mu　　　　　-19.51955

1ength　5･50000　　　1ength　　　5･75000

矩形境界に張るつり下げ曲面
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成立する.

//GV'1十22I + Z2,dld,-ふ　　　(6)

Lagrangeの未定乗数人を用いて,上式の付帯条件を変分

汎関数に取り込めば次式を得る.

J- I/G細1 + 22I十Z2,did,

･^ (IIGV口~夏子竃dldy一品) (7)

(7)式の汎関数の極小値を求めるために第-変分をとる

ことによって停留条件式を得る.

3-3.数値解析

曲面形状の求解過程においてNewton-Raphson法によ

る収束計算を繰り返して形状解析を行う場合,解形状を安

定して次々と見出していくためには,特に第一ステップで

の第一近似解の設定が重要となり,ここでは円形境界に対

しては球面を,矩形境界に対しては三角関数を用いて非常

にライズの小さい曲面を近似し,それを初期形状として採

用して解析を進めている.表面積指定の付帯条件のみの形

状解析においては,境界平面からやや膨らんだ状態から解

Step 1 step　　　　　　　　　4

1ar血da 174. 61940　　　　1arnbda　　　　-6. 81112

area　　　25.10000　　　　　area　　　　　　26.50000

rtTu mu　　　　　　　-45. 31891

length length　　　　7. 40000

step　　　　　　　8　　　　5tep 1 1

lambda　-5.17255　　　　　1arnbda　　　　-4.52150

area　　　36. 00000　　　　　area　　　　　　36. 00000

mu　　　-69.34300　　　　　mu　　　　　　-140.82648

1ength　　7. 40000　　　　1ength　　　　7. 15000

矩形境界に張るケーブルを持つつり下げ曲面

(ステップ数､ Lagrangeの未定定数の催(A) ､表面積､ Lagrangeの未定定数の値(FL) ､汎関数の第二変分値)

図3　つり下げ曲面の解析結果
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析を開始して最初の解形状を求めた後は,短い計算時間で

次々と形状を見出すことが可能である.一方,これにケー

ブル長さを指定する付帯条件を加えたモデルについては,

初期形状から次のステップに移行する際に,解形状として

は不適切と考えられるような,物体力(重力)のはたらく

方向と逆方向に膨らんだ曲面が得られる場合がしばしばあ

り,解形状を見出した後も,表面積とケーブル長さをバラ

ンスよく指定することが安定した求解に不可欠である.図

3につり下げ曲面の解析結果の一例を示している.

数値解析を通じて,曲面の表面積の指定という付帯条件

の下に,系の重力ポテンシャルエネルギーを極小化する解

析法の有用性が確かめられ,ケーブル長を指定する付帯条

件を導入することにより自由な軸索曲面形状の実現の可能

性が示されている.

3-4.応力解析

本節では数値解析によって得られた形状を対象に応力解

析を行い,その応力状態を考察する.あらかじめ三角形要

素で近似された曲面をそのまま平面シェル要素として解析

し,自重下での膜応力と曲げ応力を求めている.応力解析

の比較に用いるモデルはスパン10m,表面積は120m2で

ある.シェル厚0.1m,ヤング係数2.1×106〟m2,単位

体積重量2.4〟m3,ポアソン比0.17とし,曲げ応力につい

ては一般化応力を要素の回心で計算した後,断面係数で割

ることによりシェルの最外縁での曲げ応力を求めている.

図4に解析結果の一例を示す.曲げ応力図においては,矢

印の大きさは膜応力の大きさで規準化したものを表すもの

とする.

球形シェルとつり下げ曲面によるシェルについては,双

自重下での球形シェル

自重下でのつり下げ曲面

生　産　研　究　　　23

万ともライズ/スパン比が大きいために膜応力がシェル全

面で卓越している.円形境界に張る形状の応力を比較する

と,解析によって得られたつり下げ曲面は,固定,ピンの

境界部分で球形シェルより大きな曲げ応力が生じている.

これについては次のように考察を行うことができる.

重力下でつり下げられた膜面は純粋な張力場を構成して

いるが,その状態では当然のことながら面外方向の変形に

対しては,まったく剛性を持ちあわせていない.この形状

を逆転して構造物の形状として採用した場合,自重下では

たわみを生じて面内の圧縮およびそれに伴う面外方向への

曲げを受けることとなる.よって境界部分では固定の場合

はもちろんのこと,ピン支持を実現しても境界近傍に曲げ

を生じることとなる.また,もともと静的な状態で曲げ剛

性を持ち合わせないこのような形状は,外乱に対して敏感

な反応を示すとも考えることができる.たとえば,円形境

界に張るつり下げ形状の場合,境界条件をピンにすること

によって多少拘束を緩めると最大曲げ応力は約2/3になる

ことが示されている.この境界条件の変更による効果は球

形シェルより大きいことがわかる.

実際問題としては,ここで求められたつり下げ曲面形状

を初期形状とし,応力分布の平均値および偏差を目的関数

とする感度解析を利用した形態解析を行って曲げ応力を極

小化することを目的とした形態解析を実現することが考え

られる.その際には,シェル厚をも変数として取り扱うこ

とにより,より合理的な解析を行うことができよう.

4.結　　　　　語

空間構造の原型曲面について,膜構造の原型曲面として

境界:固定､最大値:1.82tf/m2　境界:ビン､最大値:1.76tf/m2

境界:固定､最大値:8.49tf/m2　境界:ビン､最大値:5.85tf/m2

図4　曲面の断面応力(同一の表面積を持つ曲面の比較)
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等張力曲面を,シェルやスペースフレームの原型曲面とし

て軸索曲面をそれぞれ対象として,その形状を求めるため

の解析方法について述べた.有限要素法を用いて解析する

際,有限要素解析に特有の数値解析上の問題点がいくつか

存在し,そのひとつの解決方法についてもふれたが,すべ

ての問題点がクリアされたわけではなく,今後の課題とす

べきものが多数ある.

さらに,形状そのものを求める方法として有限要素法以

外に,考えられる方法として,スプライン関数で曲面形状

を表現し,これを解析過程に直接用いる方法なども,数値

計算を簡明にし,さらに数値的不安定性のない実際問題と

して有用な方法として考えられる.こうしたことがらの検

証も今後の課題として残されている.

(1994年10月7日受理)
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