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本解説は連続体の形状と形態の最適化問題に対する数値解法を紹介する.取り扱う問題のタイプを

位相を固定したまま境界形状だけを最適化する形状最適化問題と位相を含めた形態を最適化する問題

の2つに分けて考える.形状最適化問題に対しては著者らによって提案されている力法を紹介する.

形態最適化問題に対しては, BensoeとKikuchiによって提案された方法を紹介する.これらの解法

は平均コンプライアンス最小化問題を例に挙げて説明される.著者らが得ている解析例は,これらの

方法の有効性を裏付けている.

1.は　じ　め　に

連続体の形態を最適化する問題は,構造物や機械の設計

において頻出する汎用的な問題の一つである.さらに整形

外科を始めとした医療や形態学など広くバイオメカニクス

に関連した領域においても興味を持たれている問題でもあ

る.

形態の概念を整理すると,物体が満たされた領域の連結

関係を問題にする位相の概念と境界の形だけを問題にする

形状の概念に分類することができる.本解説では,位相を

固定したまま連続体の形状を設計対象にした形状最適化問

題と位相を含めた形態を設計対象にした形態最適化問題に

分けて,それぞれの問題に対するの解法について考えてみ

たい.

形状最適化問題の解法に関する簡単な歴史は文献1)に譲

ることにして,ここでは,これまでに知られてきた研究成果

を利用して著者らがまとめた力法(traction method)1ト3)

なるものを紹介する.力法は領域変動に対する感度(形状

勾配関数と呼ばれる)を用いた勾配法4),5)を応用した方法

である.形状勾配関数の導出にはZolbsio6ト9)がまとめた

速度法(speed method)が用いられる.

一方,位相を含めた形態最適化問題の解法に関しては,

Bendsoe and KikuchilO), suzuki and Kikuchill)が物質を

構成するミクロ構造の形状分布を設計関数にした最適化問

題を定式化し,その問題に対する解法を示した.そこで示

された解法は,最適性規準法を基礎にしていたが,本解説
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では,感度に相当する関数をミクロ形状勾配関数と名付け

て導出し,形状最適化問題の解法との整合性を考慮しなが

ら著者流の-解法として紹介したい.穴の形状とマクロ剛

性の関係は均質化法(homogenization method)の理論12)

を基にして導出されている.

本解説では,簡単のために,線形弾性問題の平均コンプ

ライアンス最小化問題を例に挙げて2つの解法を説明した

い.相当応力に注目した汎関数など一般的な汎関数を目的

あるいは制約に用いる場合は,変位の状態方程式の他に随

伴変位に関する随伴方程式1)を解く必要が出てくるが,そ

れ以外は同様の方法で解くことができる.

なお,形状最適化問題の解法は,現在,振動固有値移動

問題13)や周波数応答問題14),さらに,粘性流れ場の散逸

ェネルギ-最小化問題15),16)やポテンシャル流れ場の規定

領域における流速二乗誤差最小化問題17)に適用されてい

る.一方,形態最適化問題の解法は,これまで,振動固有

値移動問題18)や周波数応答問題19)に適用されている.

2.線形弾性問題

準備として,線形弾性問題に関する表記法を簡単にまと

めておくことにする.

図1のような閉領域f2⊂Rn, n-2, 3を占める線形弾

性連続体の変位u∈ Rnin由を解く問題を考える.開領域

f2⊂Rnには物体力f∈ Rnが作用し,境界∂f2-Tの一部

Tlでは変位が拘束され,残りの境界T2には表面力P∈Rn

が作用している状態を仮定する. Rは実数を表す.

この境界値問題に対する弱形式あるいは変分形式は次の

ように表すことができる.



3　　7

Fig. 1線形弾性問題

a(a, V) -l(V) uE H'IVvE HIT.　　　(1)

ただし,双一次形式a(u,V)と一次形式l(V)は次のよ

うに定義する.

a(u, V) - JQ Ci]kluk.lVL,,dx

l (U) - /QfiVidI + I,2 PL･Vzdr

また,関数空間HI11は境界条件V-oonTlを満たす適

当に滑らかな関数Vの集合を表す. H｡.k剛性C∈ R畑二

は適当な対称性と正走値性を仮定する.なお,本解説では

ベクトルとテンソルはボルト体表示と添え字によるテンソ

ル表示を併用し,テンソル表示ではEinstein総和規約と

偏微分表示(･) ,I--∂(･)/∂xz･を使用する.

3.形状最適化問題の解法

本論の一つに入ろう.ここでは,領域の位相を変えない

ことを前提として,領域の境界が変動することを考える.

3.1速度法

領域変動を写像を用いた速度法1)･8)によって表現しよう.

領域臼で境界rの線形弾性連続体の領域が変動して,

領域f25で境界Tsになることを仮定する.ただし,変動を

拘束する領域あるいは境界は0と表すことにする.媒介

変数∫は変動履歴を表すことにする.なお, Rは実数を表

す.

速度法では,領域変動を初期領域f2を定義域とした1

対1写像

TS(X) : f2 ∈ XL-X∈ f2,　　　　　　(4)

によって表現し,領域の微小変動を次のように与える.

Ts+｡5(X) - Ts(X) +△sV十0(lAsL)　　　　(5)

ただし,変動を拘束する領域あるいは境界0ではTs(X)
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は恒等写像,速度場V-oを満たしていることを仮定す

る.ここで,この拘束条件γ-oを満たす適当な滑らか

さを仮定した速度場ベクトル関数Vの集合をC6'と表す

ことにする.

このとき,一般に,分布関数¢∫を被積分関数に対した

領域f25に関する汎関数Jlと境界TSに関する汎関数JZの

Sに対する導関数JlとJ2はそれぞれ次式で与えられる.

J1 - ㍍S¢sdI　　　　　　　(6)

Jl - /QSqSdI+ /,S如nu　　　　(7)

12 - /,sl¢sdr　　　　　　　(8)

12 - /,5 1¢′5 + (Qs,LnL + ¢sk) vni dI,　(9)

ただし, vn-niViを表している. nは外向単位法線ベク

トルを表す. kは領域が2次元の場合曲率, 3次元の場合

平均曲率を表す.また, ¢∫の形状導関数¢′∫は次式で定義

古れる.

¢′5 - iiSeT.去(oS･ As- ¢S)　　(10)

3.2　平均コンプライアンス最小化問題

領域変動を前節のように表すとき,平均コンプライアン

ス最小化問題は次のように定式化される.なお,簡単のた

めに, I11とT2は領域変動の拘束境界6)に含めることに

する.

♭問題:式(4)あるいは(5)で表された領域変動に対

して,

平均コンプライアンスJ(α)　　　　　(ll)

が最小となる写像Ts(X)あるいは領域f25を求めよ.た

だし, f25に対する平衡方程式

a(a,V)-i(U) ∀V∈Hrl

と上限値〟に村する質量制約式

/JJ = f25dr≦ M

(12)

(13)

は満たしていなければならない. 4

この間題にLagrange乗数法を適用する.平衡方程式

(12)に対するLagrange乗数は仮想変分を与えるひで代

用できることに注意すると, Lagrange関数L(a,V,

A, Ts)は次式で与えられる.
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Fig. 2　コート掛け問題の形状最適化解析
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Fig. 3　6つの穴を有する3点曲げ平板の形状最適化解析

L-l(a)-a(u,I))+l(U)+A(m-M) (14)

ここで, Aは質量制約式に対するLagrange乗数である.

公式(7)と(9)を用いて,領域変動Vに対するLag-

range関数Lの導関数Lを求めると次式のように表すこ

とができる.

L- l(也)-a(也,V)-a(u,b)

+ l(b)+A(m-M)+lG(V)　　(15)

ただし,一次形式IG(V)は次式で与えられる.

lG(V) - I,sGTvdr

G-Gn

G - -Cz]kluk,lul,j +A

式(15)からLagrange関数の停留条件を求めると, 〟と

Vに対する停留条件は共に平衡方程式(12)に帰着し, A

≧0に対する停留条件は質量制約式(13)と^(m-M)

28
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Fig. 4　ブラケットの形状最適化解析

断面AIA　　断面Jl-B　　断面C-C

(a) Inilial Domain

断面Å一･^一　断面Bl-B'断面C'-C.

(b) Final DoTllain

Fig. 5　コンロッドの形状最適化解析
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-0に帰着する.したがって,これらが満たされたu-U

と^を使用するときは, Lagrange関数の導関数Lは残さ

れたγだけ汎関数となり,次式で与えられることになる.

L- lG(V)　　　　　　　　　　　　　(19)

このとき,与えられた問題はTsに対するLの最小化問題

となる.ここで,ベクトル関数Gは形状勾配関数,スカ

ラー関数Gは形状勾配密度関数と呼ばれる.この間題に

おけるGはAとひずみエネルギー密度の2倍の差に相当

する.なお, (･)Tは転置を表す.

3.3　力法

力法は,形状勾配関数Gが与えられた問題に対して,式

(2)で定義されている双一次形式α(･,･)を利用して,吹

式によって速度場Vを解く方法として提案されている1),2)

a(V,W) --lG(u') VwE Co　　　　　(20)

この変分形式は,速度場VをC6'における拘束条件を満

たす下で,形状勾配関数Gを負の外力として作用させた

ときの変位場として決定することを意味している.した

がって,式(20)は有限要素法や境界要素法などを用いた

通常の線形弾性問題の数値解法を適用することによって,

解析することが可能である.

式(20)で決定された速度場VはLagrange関数Lを

減少させることは双一次形式α(･,･)の正志値性によって

次式のように保証される.

i-lG(V)--a(V,V)<0 (21)

3.4　数値解析

基本的な2次元平面応力問題と3次元問題に対する結果

を紹介する.　図2と図3は2次元平面応力問題の結果で

ある.平衡方程式(12)と速度方程式(20)は境界要素法

によって解かれた.図2は,左辺を完全拘束,右辺中央に

集中せん断力が作用するコート掛け問題の解析結果である.

図3は3点曲げを受ける6つの孔の空いたはり状平板問題

の右半分についての解析結果である.図中,領域変動をk

回繰り返した後の形状をf2(A)と表している.いずれも,

単調な収束履歴が得られている.

図4と図5は3次元問題の結果である.平衡方程式

(r2)と速度方程式(20)は汎用FEMコードによって解

かれた.図4は,左辺を完全拘束,右辺前面に450上方に

向かって一様に分布した引張り力が作用するブラケットの

解析結果である.図5はコンロッドの解析結果である.こ

れらの問題に対しても,単調な収束履歴が得られている.

4.形態最適化問題の解法

もう一つの話題に移ろう.ここでは,領域を無限個の穴

を持った領域であることを前提とする.この前提のままで
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は収束の保証がか-ことは菊池20)によって解説されてい

る.

収束保証のある一つの方法は,領域の内部に周期的なミ

クロ構造を仮定して,そのミクロ構造を有限個のパラメー

ターによって記述する方法である. Bends¢e and

Kiku｡hilO)は図6のような矩形の穴を持つミクロ構造を仮

定した.ここでは,物質のミクロ構造と剛性を関係付ける

均質化法について簡単にまとめてから,問題の定式化と解

法について説明することにする.

4.1均質化法

図6のような周期的なミクロ構造を持つ線形弾性体を考え

よう.このミクロ構造の基本セルは矩形閉領域y-]

0,Yl[×]0,Y2[×--･×]0,Yn[で与えることにして,こ

のミクロ構造のマクロ構造に対する寸法比をE<<1で与え

ることにする.このミクロ構造の仮定によって,物体力や

変位は,マクロな変動と同時に,ミクロ構造の周期に対応

した急激な周期変動を引き起こすことになる.そこで,こ

れらの分布を与えるための位置ベクトルは,ミクロ構造を

含めた物質の存在する領域f2gに対して,次式のように表

すことが可能である.

L2e∋xE-X+ey∈52×Y x∈f2, g∈ Y　　　(22)

ここで, f2をマクロ領域と呼ぶことにする.

この表記法に基づけば,変位ベクトルはu(X,y)と表

すことができる.また,変位変動はマクロ成分とミクロ成

分からなることを考えると, Eを基準にした次のような漸

近展開が可能である.

a(X,y) - u[o] (X,y) +eu[1] (X,y) +E2u[2] (X,y)十･･-･

(23)

ここで,領域f2Cを対象とした変分形式(1)に,関数

の表示法の変換4) (xE) ～,4) (X,g)に伴う置き換え

孟¢(xE)-去頼,g)号音o(X,g) (24)

lDE¢ (X" dI ～,青ID/Y柏, g) dydI　(25)

を行い, Cの次数ごとの関係を調べることによって,次の

関係を得ることができる12).

a(X,g) - ulo] (X) (26)

u[1] (X,g) - xkl (X,g)uk.[10] + a-[1] (X)　　　　(27)

ここで,基本セル内の基本変位モードXkl(X,g)は次の

ような変分形式の解として与えられる.

ay(xkl- Ykl,V)-o Vv∈ Hl (Y･,Rn)　　　(28)

29
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Fig. 6　ミクロな穴を有した線形弾性体

ただし,線形な基本変位場Yklは次式で与えられる.

Ykl - yl∂kmem　　　　　　　　　　　(29)

emは直交座標系基本ベクトルを表す. ∂kmはKronecker

デルタである.さらに,式(26)と(27)の関係をマクロ

領域における変分形式に代入すると,次のような関係を得

る.

a(ulo],V) -l(V) VvE H',　　　(30)

ただし,式(30)におけるHook剛性と物体力は,次式で

与えられる均質化されたHook剛性CH(X)と物体力f'H

によって与えられる.

cH]kl(X) - ay(Ykl-xkl, Yl]-Xi])

flH (X) - liT/yfi(X,y) dy

また,応力分布oij(X,g)は次のように与えられる.

oz･] (x, g)

- cijkl(X･U, (i(X) ･%(X,g) )
- (C]kl (X,g) cij-n (X･ g) % (X g)) i(X)

ミクロ構造の基本セルがマクロ座標系に対して回転して

いる場合には,ベクトルやテンソルは回転による座標変換

式に従って変換される.たとえば,ミクロ座標系で与えら

れたCH(X), f'H(X)をマクロ座標系で与えられたCG(X

), fG(X)に変換する場合,次式が使われる.

ccE･,kl - CHmnoPR,･mR]nRkoRIp　　　　　(34)

fe - fFRij　　　　　　　　　　　　(35)

ただし,回転マトリックスRi,(X)は, n-2の場合,回

30

転角0(X)の関数として, n-3の場合,次のようなEul-

er角(0(X),q)(X),vJ(X))の関数として次のように与え

られる.

(36)

cosOcosq) cosvl cosO sing) cosV1　　- sine cosvJ

- sing) sinVJ　　　　+ cosq) sinVJ

I COSOcosq)sinVJ　- cosOsinq)cosVJ sinOsinVJ

- sing) cosVJ　　　　+ cosq) cosVJ

sinO cosq)　　　　sinO sin甲　　　　　cosO

(37)

なお,本報告では, n-2のときの回転角0(X)とn-3

のときのEuler角(0(X),q)(X),vJ(X))をまとめて回転

角0(∫) ∈ [0,2∬[Ⅳと表すことにする.

4.2　平均コンプライアンス最小化問題

線形弾性体の平均コンプライアンス最小化問題を考えて

みよう.

図6のような矩形の穴が空いた周期的なミクロ構造を仮

定して,設計関数をその穴のミクロ構造に対する寸法比a

(X) - (al(r),a2(.I),--,an(r))と回転角0 (X)で与え

ることにする.この場合,均質化されたHook剛性と物体

力は, a(X)と0(X)の関数として,それぞれCG(a(X),

o(X)), fG(a(X))と表すことができる.また,物質が存

在する領域E2gの大きさは次のように表現する.

IQELLr- m- /QP (X)dI　　　　(38)

ただし, 〟(∫)は次のようなミクロ構造の充填率である.

p- 1 - ala2･･････an　　　　　　　　　　(39)

このような定義に基づくと,平均コンプライアンス最小化

問題を次のように定式化することができる.
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D問題:領域f2×Yに物体力f(X,g)が作用し,境界

Tlに表面力P(X)が作用する線形弾性体を考える.この

とき,

平均コンプライアンスJ(〟[0])　　　(40)

が最小となる穴の形状分布関数a(X)と回転角分布関数0

(∫)を求めよ.ただし,状態方程式

a(ulo],U)(a,0) -i(V)(8) Vv∈ H'1　　(41)

と質量制約

m(a)-M≦0 (42)

は満たしていなければならない. 4

この問題にLagrange乗数法を適用する.上の問題に対

するLagrange関数は次式で与えられる.

L(u[0],V,a,0 ,A) -l(u[0])(a) -a(u[0],U)(a,0)

+ l(tI)(a) +A(m(a) -M)　(43)

設計関数8, 0の変動に対するLagrange関数Lの導関数

Lは次式のように表すことができる.

i- l(血[0]) -a(血[0],U) -a(u[0],b)

+I(b)十人(m-M)+lG(由,6) (44)

ただし,一次形式IG(a, 0)は次式で定義する.

lG(畠, 6) =/a(Gamdm+ GOm∂m)dr (45)

ここで, Ga(X)(a,0), GO(X)(a,0)をミクロ形状勾配

関数(micro shape gradient function)と呼んで,次式で

与えることにする.

Ga--質(ul･vl) ･^怠一普uk,lV,,, (46)

G0- -普uk, lVz.j　　　　　(47)

Lagrange関数Lが停留するための必要条件は,式(15)

から,次のように得ることができる.

a(u[o],め) -i(b) ∀b(a,6) ∈ HTl　　　　(48)

a(b[0],V) -i(h[0]) Vhl0](由,6 ) ∈ H']　　(49)

lG(a,o)-o Va∈Hl(E2;[0,1[n)

V o ∈ Hl(E2;[0,27r[N)

A(m-M)-0

m-M≦0

ー　　　　　　1)　　.＼JO　1　　25　　5　　5
J　　　.　　ー　　　　　　　･./

これらの関係から,血[0]とわに対する停留条件は共に

状態方程式(41)に帰着し, A≧0に対する停留条件は

質量制約式(42)と式(51)に帰着する.したがって,こ
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れらが満たされたu[0]-UとAを使用するときは, Lag-

range関数の導関数Lは次式で与えられることになる.

L-lG(a,0) (53)

4.3　数値解法

前節での理論に基づいて,実際の数倍解法について考え

てみよう.

式(53)は,設計関数8, 0に対するLagrange関数の

導関数LがGa(X), Ge(X)を係数関数とする8,0の一

次形式で与えられる関係を示している.したがって,設計

関数の更新は,基本的に,式(53)に基づいた勾配法に

よって行うことができる.この場合,設計関数の変更血,

6は次式に基づいて決定することになる.

ゐ(X) - - αa(X)Ga(X)　　　　　　　(54)

6 (X) - -α0(X)GO(X)　　　　　　(55)

ただし, αa(X), α0(X)の非線形性に依存して,畠,6が

十分小さな値になる~ような正の実数を選ぶ必要がある.こ

の場合, a(X)は領域制約&(X) ∈ [0,1]nを満たしている

必要がある.また, Aについては,質量制約式(42)と

A(m-M) -0を同時に満たす必要がある.

実際の解析は次のように行う.繰り返し数kl1回後の

状態(･)壬k11iからk回後の状態(･) Wを計算する場合

を考えよう.式(54)の関係に基づいて,刻みha頑1に

対して次式の占閥(X)(^鳩)を計算する.

占ikiZ (Atki) - j1- ha(Difl (Alki) -1)i a悪~1F

∽ : free index

ただし, Dift (X) (A 1kt)は次式で定義する.

aflGjk--li r｡Ijh___.L　. iLi aPjk-li

u,[o]匿1i +^閥

(56)

Dよk与(A閥) -

∂am vrL　　　　　　　　∂am

∂cL集与k1 ll

Dam
uk.lP]匿1t ui.[]0]匿1t

∽ : free index (57)

&泌(X) (A鳩)はその定義に基づく次の領域制約を満たす

必要がある.

o≦a閥(^閥)≦1　　　　　　　　　(58)

また, i(A,6)の非線形性を考慮して,変動比ha.<1を

用いた次のような変動制約を設定することにする.

aLlk書≦a閥(^閥)≦aU閥

aL泌- (1-ha.)alk~1f

aU閥- (1+hao)alklli

(59)

(60)

(61)
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この場合, &閥(X) (Aikl)は次式に従って計算される.

&閥(^閥)-

占L泌

(詔i(^泌)≦占L閥)

占用(^刷)

(占L鳩<詔l(A閥)<表し瑚)

占U閥

(占Ulkl ≦占用(^書kf))

占Llki -max [aLW ,o]

占Ulkt -min[aU閥,1]

(62)
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ただし,この場合,式(57)で使われるLagrange乗数A

閥は質量制約式(42)と^(m-M)-0を満たしてい

る必要がある.そこで, m閥は&閥の関数m泌(aW)で

あることを考慮して,さらに&閥は式(56), (57), (62)

によって^閥の関数8閥(^閥)として与えられること

を考慮すると,次式のような刻みhAを用いた繰り返し

演算によって式(51)と質量制約式(42)を満たす^閥

を得ることができる.

A i(kJew) -

max[0,A tk.h) + Ji i(hJew)]

(A 3(koild) > 0,m(Old) - Mキo)

A i(kJew)

(A tk.h) - 0,m(old) - M> 0)

o (All.ild) -0,m(old) - M>0)

(65)

^監W) - hA(m(alki (Ai(k巴.d))) - M)　　　(66)

回転角0の更新は式(50)の停留条件に基づいて決定す

ることができる.式(50)から得られる条件GO(X)-o

は次式のように書くことができる.

普ulo2,lulOz,,] - o　　　(67)

せん断変形に対して柔らかい直交其方性材質の剛性は,そ

の配向角と主応力方向が一致したときに極値をもつことに

なる.したがって,式(67)を剛性最大条件の下で満たす

oは, al≦a2≦--≦anのとき,主応力の絶対値がhl

≧Iu2i≧--≧lcrnlとなる関係に基づいて得られることに

なる.

4.4　数値解析例

境界条件が与えられた領域にフレーム構造を構築する問

題はコート掛け問題と呼ばれている.図7にその問題設定

とそれに対する本手法の解析結果を示す.支配方程式

(28)と(41)は有限要素法によって解析した.また,読

計関数8, 0　は有限要素内で一定値を仮定した.

解析では選択次数低減積分を用いた4節点アイソパラメ
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Fig.7　コート掛け問題の形態最適化解析

トリック要素を用いた.いずれの結果も圧縮あるいは引張

りだけを受ける部材で構成されたフレーム構造を成してお

り,良好な位相形態になっていることが確認された.

5.お　わ　り　に

本報告では,線形弾性連続体の平均コンプライアンス最

適化問題を例に挙げて,形状最適化問題に対する数値解法

と位相を含めた形態最適化問題に対する数値解法を紹介し

た.いずれの解法も汎用の有限要素法解析プログラムを用

いて実現可能であり,さらに実用的な問題に対しても解析

できるものと予想される.
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