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変位指定の構造形態解析
Analytical Method of Structural Shape under the Prescribed Displacement

原　田　和　明*･半　谷　裕　彦**

Kazuaki HARADA and Yasuhiko HANGAI

1.は　じ　め　に

本研究では,与えられた荷重下において,指定した構造

物の機能を満足する構造形態を決定する構造形態解析法を

提案する.形態解析に関する既往の研究としては,梅谷の

成長変形法1),尾田によるパターン変換法2),中桐等の感

度解析法3),中村等の形態創成法に関する研究4),等があ

る.

形態解析を行う場合には,目標とする量,あるいは形態

が必要である.既往の研究の多くは,最小重量や最大剛性,

あるいは,一様応力や一様ひずみエネルギー密度,等を目

標としている.本研究では,あらかじめ指定した形態,つ

まり,変位モードまたは変位を目標とする形態解析法を述

べる.ここで扱う変位モード指定または変位指定の形態解

析では, ｢与えられた荷重下において,構造あるいは構造

の一部が変形前,後において指定された形状と同一となる

ように構造形態を決定すること｣を目標とする.このよう

な変形はホモロガス変形と呼ばれる.ホモロガス変形を満

足する形態設計は,ホモロジー設計と名付けられ,最近研

究が開始されている5),6).著者等による既往の研究7)では,

変位モード指定の形態解析を扱ってきたが,本論文ではそ

の手法を拡張し,変位指定の形態解析法を提案する.

2.基礎方程式

構造形態を表現する座標パラメータをⅩとし, 3個の

グループに分類する(図1).

xh :変位指定を受ける座標パラメータ(自由度h)

Xf :形態変化を受ける座標パラメータで未知量

(自由度f)

Ⅹ｡:固定(境界)座標パラメータ
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有限要素法,差分法,ガラーキン法等により荷重･変位関

係を求め,境界処理を行うと次式に帰着できる.

f-K(Xf)d (1)

ここに, f :n次外力ベクトル, K:(n,n)型剛性マトリ

クス, d:n次変位ベクトル, n:仝自由度数(h+f)で

ある.荷重の作用による構造物の変形後の形態を,式(2)で

指定する場合を考える.

Ad-g (2)

ここに, A:(m,n)型制約条件マトリクス, g :制約条

件ベクトル, m:制約条件数(m<n)とする.この場合,

変位指定の形態解析問題は,式(2)を制約条件とする式(1)の

解析問題に帰着できる.

制約条件を全て独立であるとするとrank(A) -mとな

る. Aのランクと行数が一致しているので, Aはフルラ

ンクであり, Aの一般逆行列をA+とすると次式が成立

すが).

Ⅹh :変位指定を受ける座標パラメータ

Ⅹf :形態変化を受ける座標パラメータ

ⅩC :固定(境界)座標パラメータ

図1　座標パラメータ分類
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A+-AT(AA卜｢1

AA+- Im

ただし, A+A-Inは一般には成立しない.

式(2)を制約条件とする式(1)の解析問題は,別の表現をす

ると,変位に関する制約条件付きの仝ポテンシャルエネル

ギー関数口の最小化問題となる.ここで,

n - ‡dTKd-fTd　　　　　　(5)

式(2)を制約条件とする式(5)の最小化問題の定式化に,

Lagrange乗数法を適用する. Lagrange乗数ベクトル且を

導入し, dと人を未知量とする制約条件無しの最小化問題

に変換する.その場合の全ポテンシャルエネルギー関数と

して次式を採用する.

nk - ‡dTKd-fTd+AT(Ad一g)　　(6)

dと人の各成分で偏微分し,零と置くことにより, dと

1を未知量とする次の連立方程式が得られる.つまり,

Kd-f+ATA - o

Ad-g

rを式(9)とすると,式(7)は式(10)となる.

r-A‡九

Kd+∫-f

ここで, KはXfの関数であるから,式(10)を次式のように

書き換えるとrもXfの関数となる.つまり,

r(Xf) - f-K(Xf)d

解となる形態を妄fで表すと,式(7), (8)において,

K(Xf)d-f, Ad-gの両式を満足することから,

r(妄f) -0

ull

3日国

以上より,変位指定の形態解析は以下のように定式化さ

れる.

｢Xfを形態変化を示す未知ベクトルとする.このとき,

K(Xf)d+r(Xf) -f

Ad-g

において, r(Xf)-0となるⅩfを求めよ.｣

式(10)よりrは制約条件,式(2)を満足するために,節点に

作用する仮想の荷重と考えられる.つまり,解形態以外で

はr≠0となる.

3.変位指定の構造形態解析の定式化

式(8)より制約条件ベクトルgの消去を行う.そのためd

を次式でuに変換する.

d-u+A十g

上式を式(10), (8)に代入し,式(4)を用いると,

Ku十r-h

Au-0

ここに,

h-f-KA十g

式(9), (17)より

uTr- uT(ATl) - (Au)T1-0

(1 5)

(1 8)

(19)

上式は, uとrが直交していることを示す.そこで, Lを

n次元の部分空間, √をn次元のしに対する直交補空間

とすると式(19)より, uとrは直交しているから,

｡∈し,r∈⊥ (22)

ここで, PL:n次元空間からL上への正射影マトリクス,

pL⊥:n次元空間からL⊥上への正射影マトリクス, a :n

次元空間のベクトルとすると次式が成立する.

u-PLa

r - PLla

また,式(21), (22)を式(16)に代入すると,

lKPL+PLi] a - h 匹罰

上式の係数マトリクスはn次正方マトリクスであり,非

特異の場合には,

a - lKPL+PLl] Jl h　　　　　　　　　　(24)

となる.式(24)を式(21), (22)に代入すると,

u - pL lKPL+PLl]11h

r - pLl lKPL+PLl]-1h

式(15), (26)より,

d - PL [KPL+PL⊥] ll (f-KA+g)十A+g　　　(2乃

r - PLL lKPL+PLl] ll (卜KA+g)　　　　(28)

となる.式(25), (26)で,

KfJLli - pL [KPL+PL⊥] ~1 (29)
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KLll) - pL⊥ [KPL+PL⊥｢1　　　　(30)

と置くと, K((il))はKのBott ･ Duffin逆行列と呼ばれる.

以上より,正射影マトリクスPL, PL⊥が得られれば,

Bott ･ Duf丘n逆行列を用いることにより式(27), (2鋸ま容易に

解くことができる.正射影マトリクスPL, PL⊥の自動化

作成法については,文献8)を参照していただきたい.

式82)より,解形態妄fに対して

r(&f) - PLl lK(Zf)pL+PLi] llh - 0　　　　(31)

となる.

4.数　値　解　析

本論文で提案した解析法の有効性を確認するために,図

2に示す解析モデル(平面トラス)の数値解析を行う.ト

ラス部材はすべて同一であり,断面積A-1.0cm2,ヤン

グ率E-2.1×106kg/cm2とする.上弦節点に同一の鉛直

方向荷重(p-1.0kg)を作用させる.このときの節点1,

2, 3の変位を図3に示す.

4.1.数値解析1 (変位モード指定の構造形態解析)

数値解析1では,変形後の変位モードを指定する.節点

1, 2, 3の鉛直方向変位を,

DYl:DY2:DY3-1.0:1.2:1.1 i.3 121

として設定する.節点4のⅩ座標値(Ⅹ(4))とY座標値

(Y(4))を未知座標パラメータとし,式(32)を満足するトラ

ス構造形態を求める.式(2)の制約条件を具体的に示すと,

0　1.2　0　-1　0　　0　0　0

0　1.1　0　　0　0　-1　0　0 ]idi-lz] (33,

刷- iDXI DYI DX2 DY2DX3 DY3 DX4 DY射T (34)

となり,変位モードのみを指定する場合は式(2)のAd-g

において, g-0となる.なお,変位モード指定をDYl:

DY2:DY3-1.0:1.0:1.0 (つまり,上弦節点が変形後

も水平を保つ)とした場合の解形態,および解を求めるた

めの収束計算法の比較については,文献7)を参照していた

だきたい.本研究で提案した構造形態解析法では,式(31)に

おけるIrlが零となる座標パラメータ(Ⅹ(4), Y(4))が,

指定した変位モードを満足する構造形態である.巨lと

Ⅹ(4), Y(4)の関係を図4 (鳥取図),図5 (等高線図)

に示す.図5においてA点, (Ⅹ(4)ニー38.9cm, Y(4)-

76.9cm), B点(Ⅹ(4)ニー53.1cm, Y(4)-36.8cm)の

2点でIrl-oとなる.つまり,指定した変位モードを

壬随YLx
図2　解析モデル
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図3　変位図

図4　trl-Y(4), Ⅹ(4)関係(鳥取図)
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図5 lrE-Y(4), Ⅹ(4)関係(等高線図)
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(a)解形態1 (A点)　　　　(b)解形態2 (B点)

図6　解形態
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満足する解形態である.これらの構造形態を図6 (a),

(b)に示す.なお,この解析モデルでは解の唯一性は成立

しておらず, 2個の解が存在している.

4.2.数値解析2 (変位指定の構造形態解析)

次に制約条件として,荷重の作用による部材1および部

材2の水平方向からの回転角を指定する.この指定した変

位(回転角)を満足するトラスの構造形態を,節点4の

Y座標値,つまりY(4)を未知座標パラメータとして求め

る.制約条件を図7を参照して具体的に示すと,部材1,

2の回転角∂1, β2と節点変位の関係は次式となる.

tan∂1 -

tan82 -

DYl-DY2

～ +DX2-DXI

DY2-DY3

l +DX3-DX2

=α1

= Ctr2

上式を式(2)のAd-gの形で表現すると,次式となる.

[W.1三

-α1 -1　0　　　0　0

出射a'2　1　-0'2　-1

-[::;]-[::]
(3 7)

変位を指定する場合は,式(2)のAd-gにおいてg≠0とな

る.ここで変位指定として,

α1-tanβ1 - -tanO2-0.5×10~5 (38)

を条件として設定する.

式(31)におけるIrlとY(4)の関係を図8に示す. Y(4)

-38.4cmで1r i-oとなり,指定した変位を満足する

構造形態が得られる.このときの解形態を図9に示す.

5.ま　　と　　め

本論文では,与えられた荷重の作用下において,指定し

た変位モードまたは変位を満足する構造形態解析法を述べ

た.形態解析法は構造解析における逆問題のひとつとして,

高度な非線形問題に属している.そのため,解の存在条件

や解の唯一性をはじめ,解析法自身においても未解決の課

題は多い.本研究では,指定した変位モード,または変位

を満足する構造解析法のひとつの定式化を提案し,具体例

に適用した.　　　　　　　　　　(1994年10月14日受理)
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図9　解形態
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