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団体材料の一般的力学挙動評価に際し,い わゆる 「連

続体モデル」が広く適用されるようになった背景には,

その理論体系の完結性と共に有限要素法に代表されるよ

うな数値解析技術の急速な進歩により,ほ とんどあらゆ

る問題に対する数値解が比較的手軽に得られるように

なったというその汎用性の高さがある.「連続体モデル」

は,一 般には不均質で非連続的な性質を有した団体材料

の巨視的な力学挙動を記述するための一つの力学モデル

であり,微 視的ないしは局所的力学挙動そのものが問題

の本質を考える上で重要となる場合には必ずしも合理的

な力学モデルとはなり得ないのであるが,こ れに優る一

般性,汎 用性を有したモデルが他に存在しないことから,

本来その適用が必ずしも適当ではないと思われる状況に

対しても便宜的に適用されている場合も少なくない.

そのようなことから,著 者らは連続体モデルの持つ一

般性,汎 用性を最大限生かしつつ,固 体内において生じ

る非連続性を一般的に取り扱うことの可能な解析モデル

(これを非連続モデルと呼ぶこととする)を 提案し,そ

の適用性の検討を,特 に微視的,局 所的非連続性を考慮

することが現象の理解に重要であると考えられるき裂間

題を中心に行ってきた。
～→

ここでは,こ のモデルの基本的な考え方と有限要素法

による定式化法について述べ,具 体的な適用例のいくつ

かを示すこととする.

2 .非 連続モデル

変形を受けていない初期の状態において,内 部に割れ

や空洞等の欠陥を持たない完全な連続体と考えることの

できる任意形状の物体を想定する (Fig l(a))。この物
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Fig l 連続体内に生 じる変位の非連続な面

体は何らかの外的な力を受け変形する際に,そ の内部の
一部分にFig l(b)およOC)に 示すように割れや空洞ある

いはすべり等による変位の非連続な面状の領域 (非連続

面)が 生じるものとする。この非連続面を除く物体の各

部分は,変 形した後も依然として連続体としての要件で

ある変位の連続性が満たされており,そ こでは一般的な

連続体と同様の応力,ひ ずみの各成分が定義され,線 形

弾性体,弾 塑性体等の構成関係が適用されるものと考え

る 一 方,こ の非連続面に対しても以下に示すような方

法によって相対変位,面 内ひずみおよび応力の各成分を

定義し,こ れらの諸量を用いてこの面状の領域の非連続

挙動を支配する力学関係を与えることを考える。

Fig 2に示すように非連続面 S上 の点 Pに おける接平

面に垂直で,図 の上方に向かう方向にX2軸 ,接 平面内
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(b)宙れ または空洞
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に Xlお よび為 軸を持つ局所直交座標系を考える。点

Pは 変形を受けた後,図 の P十 とP― を結ぶ線状に引

き伸ばされたものとなるが,こ の状態において相対変位

ベク トル δの る (グ=1,2,3)座 標系に関する成分

δ21,δ22およびδ23を考える。すなわち,δ22は非連続面

の開口量を,δ21およびδ23はそれぞれる およびX3軸

方向へのすべり量を代表するものであり,こ れらを非連

続面における相対変位と呼ぶこととする.

変形後において,面 S+お よびS~は それぞれ非連続

面に隣接する連続体として考える領域との境界面となっ

ており,連 続体側から見ればそこでは通常のひずみ成分

が定義できる.そ こで非連続面内における面内ひずみ面

S+と S~に おけるひずみを用いて

[ε′]=[ε ll ε 33 γ 31]

= 1学
申 学 1 0

によって定義し,こ れと相対変位とにより非連続面の変

形を表すこととする。
一方応力についてはFig.3に示すようにやはり局所座

標系に対して,非 連続面に隣接する連続体部分で定義さ

れる応力と整合性のとれたものとして,面 内成分 [朝
=[■ 1%3■ 1]お よび面外成分 [ら7]=[乾1 の2

723]を定義することができる。

Discontinuous
Plane

S~

効 髪

Fig 2 非連続面上の相対変位
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非連続面の挙動を支配する力学的関係,す なわち構成

関係は想定する個々の問題ごとに適切なものを用いなけ

ればならないが,本 モデルにおいては相対変位および面

内ひずみと応力間の一般的な関係としてこれを与える.

その際相対変位を直接構成関係に用いることも考えられ

るが,量さの次元を持つパラメータ [みち]を導入する
ことによりひずみ相当の量を

し]=厖1聰2■3]

=2F際十(器メ考勢+(幾洵②
と定義することにより,連 続体で用いられる構成関係と

矛盾がなく形式的には類似の関係を考えるものとする

ただしここでたは弾性,塑 性等の成分を代表するもので

あり, また 1/2は非連続面のる 方向の変位を表す。そ

してパラメータ [み切 の値を適当に選択することに

よって,対 象とする現象にふさわしい構成関係を定める

ことができる.

たとえば,増 分理論に従う弾塑性体としての構成関係

を適用する場合であれば,全 ひずみ相当量の増分が

際十→考|+砦考+→考;券十;考争+幾]
に)

によって与えられ,連 続体において弾塑性マトリックス

と呼ばれる [D ]́9を用いることにより非連続面の構成

関係を

1危|=[影影]1角1  0
と表すことができる.

3.有 限要素法による定式化

非連続モデルでは,解 析対象を通常の連続体と考え取

り扱う部分と,非 連続面とに分けて考えるが,こ のうち

連続体として扱う領域に対しては通常用いられている連

続体有限要素がそのまま適用できる.一 方非連続面につ

いても各種の連続体要素に適合した有限要素により離散

化することが可能でありl形 式的には通常の連続体と同

様の手続きによって非連続モデルの有限要素解析を行う

ことができる。

Fig 4に示すように初期状態において想定する非連続

面を適当な大きさの面状の要素に分割し,こ れを非連続

面要素と呼ぶこととする。おのおのの非連続面要素は変

形後において,面 S+に 属する節点とS~に 属する節点

より構成される.非 連続要素内の面 S十ぉょびs―上のFig 3 非 連続面上における相対変位,ひ ずみおよび応力
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節点 1・,1

[ J々を用い増分形式で

llDll“11=|ダ|Discontinuous
Plane

\ . . . . .

2‐
1 ~       ~

Fig 4 非連続面要素の例

任意の点における局所座標系で表した変位(び
+}およ

び{υ
~)は
,それぞれの面に属する節点の全体座標系で

表した変位{乙
+}および(△

~)を
用いてそれぞれ

ダ:田扉1  0
によってあたられる。ここで,[N]は 非連続面要素に対

する変位関数を表し,そ の成分は一般には全体座標系で

表した非連続面上の位置″fと″′においてFig 2のよう

に定義された非連続面の局所座標系 る と全体座標系″′

との関係を表す関数である.こ れより非連続面の相対変

位は

1鞍|=1歩#

のように表すことができる。これを連続体要素の剛性方

程式と重ね合わせることにより,非 連続モデルに対する

全体剛性方程式を得ることができる。

4.原 子面間結合力を考慮した脆性き裂の破壊挙動
°

完全脆性き裂の破壊問題は,本 質的にはき裂面におけ

る原子面間結合応力を考慮したモデルによって取り扱う

ことができる.最 近では分子動力学 (MD)法 によりき

裂端近傍の原子挙動を直接シミュレートする試みも盛ん

に行われるようになってきたが,連 続体的手法との関係

がまだ明確ではなく,従 来連続体力学を用いて定義され

有効とされてきた破壊力学パラメータの持つ本質的な意

味を探るという目的に対しては,必 ずしも適切なものと

はなっていない.

ここでは脆性き裂のき裂先端近傍での原子面間挙動を

考慮したき裂モデルとして非連続モデルを適用し, き裂

先端近傍で起こっている破壊現象の負荷履歴に沿った解

析を行うことにより得られた結果について述べる。

4.1 モ デル化

初期の外力が作用しない状態においてFig 5に示すよ

うな半径ρの切欠き状のき裂端部を有し,き 裂端部前

方の原子面間挙動を考慮するために,切 欠き底部前方に

非連続面を想定したき裂モデルを考える.非 連続面以外

の領域は通常の連続体として取り扱い,そ こでは線形弾

性体としての構成関係が適用されるものとする.非 連続

面については原子間の平衡距離からの変位とそれに応じ

て作用する力の関係をその構成関係として与える。

モードIの負荷を受ける場合,非 連続面において考慮

されるべき相対変位はδ22のみであり,こ れを原子面間

の平衡位置からの変位と対応づけるものとする.非 連続

面の応力の2を原子間に作用する力を平衡位置での格子

間隔 あの二乗によって平均化したものとし,こ れとδ22

間の構成関係として

考:≡》
欲dn手
緞メ筋1/°  0

を仮定する.上 式はパラメータんら2を導入することによ

り,ひ ずみ相当量 ε22を用いて

の2 =鳴 a x  S n字

=%Ⅸ dnザ≧①42<λ50  00

S

Ｏ

Ｎ

Ｎ

０

司

ｏ１

ｌＪ一
一

．　
　
　
　
　
　
十
　
一

〇

〇

１

　

△

ム

= [ | ]l il l
= [ N″]

によって与えられる.

[グF+]お よび[グF]を それぞれ S+,S~に 属する節

点の荷重増分,δ[″1+`ス ]を仮想変位増分と表すこ

とにすれば非連続面についての仮想仕事の原理を表す

δ[ 泌
+ 必
司
| メ | = δ

レ
+ 泌
司∫z 場

[ 鳩 ] ■れ } 法 0

が得られる.た だしここで△sメま非連続面要素の面積

を表す。この関係はいかなる仮想節点変位増分δ[″1+

あ ]に対 しても成立し,こ れをもとに非連続面の要素

剛性方程式を非連続面要素の要素剛性マ トリックス

10

の2=0 (ら2≧λs/2)
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Fig 5 き裂先端に切欠き部を有した原子間結合カモデル

と表すことができる.こ の場合 たち2は,ε22が巨視的な

ひずみに対応するべきものであることを考慮すれば,あ

に等しいものであることは明らかである.

式00で表わされる非線形構成関係における接線係数の

初期値は,連 続体部分におけるヤング率 Eに 等しいと

考えるのが妥当であることから

作
=E          llll

として

aq 2 2 = E  C O S  λ
∫ 渉
2 2⑬a 2 <λ s / 2 1    1 1 2 1

″ 2 2 = 0 (の2≧λノ2)

が,増 分形で表したの2と ε22の関係を与える構成関係

となる.Fig 6に の2と ε22間の関係として与えられる

非連続面の構成関係を示す。

4.2 き裂パラメータ

従来の破壊力学で用いられてきたき裂パラメ
ータは,

ある限られた構成関係のもとで完全に鋭いき裂先端を有

した連続体き裂モデルを考える場合にのみその定義が与

えられていることから,こ こで想定したようなモデルに

対しては厳密な意味で定義することができない。しかし,

これら従来のき裂パラメータが有していた制約を受ける

ことなく,常 に物理的意味が明確なものとして提案され

た CED(Crack Energy Density)7)は,こ のようなき裂

モデルに対しても定義することが可能である。

このモデルにおけるCEDの 全体量εは,非 連続面に

おける寄与分ε
*と Fig 5における連続体切欠き部の径

路「0における寄与分ε
Nの和として

ε=ε*+ε N      l131

によって与えられる。式〔ので示した構成関係を適用する

ときε
*は

ε*=ムφの2が22
110

=ん'2ムφ̀の2尻2
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O          λ s/2    522
Fig 6 原子間挙動を表す構成関係

となる.た だしφsは

φ∫
券    C D

によって定義されるき裂先端開口変位 φに対応したひ

ずみ相当量である.ま たε
Ⅳはひずみエネルギ密度 ″

を用いて

εN=|「
sI汚
′υX2          1161

により定義される.

連続体線形弾性体中の完全に鋭いき裂モデルに対する

CEDの 値をεКによって表すことにすれば,エ ネルギ解

放率σおよび応力拡大係数 κとの間に平面ひずみ状態

において

εK=g=(1~ν

2)で
     00

なる関係がある.

4.3 解 析結果

Fig 7に示すようにき裂先端周りの微刻ヽな領域の周囲

に,応 力拡大係数によって規定される変位場を増分的に

与えた解析を行った.非 連続面のパラメータん,2は0・4

×10-6mmと し,連 続体切欠き部の半径ρとしては,ρ

=0を 含め数種類の値を採用した.

Fig 8は ρ=0と した場合の CEDと 応力拡大係数 K

によって表した外力との関係を示 したものであり,εκ

は式l10の関係より求められる値,み は径路独立積分に

よるCEDの 評価値,ま たε
*は
式0りに基づく直接評価

値を表している.本 質的にはあ とε
*は
同じ値となるべ

きものであるが,ε
*の
ほうが低めの値となっている。

一般に径路独立積分による評価のほうが精度よく真の

CEDの 値を評価できることから,こ れは直接評価によ

る誤差によるものであると考えられる.一 方,εκとみ

カウトカの増加に伴い差が生じてくるのは, き裂先端近傍

の非線形性によるものと考えられる.Fig 9は ρ=0.4

×10 6mmと した場合の結果である。この場合にはε
*

十εNと みが同等の値となるべきものであるが,や はり

1 1
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Displacement by

Crack Model               Notch Model

Fig 7 解析対象と境界条件

×10-4

―   ε κ
o   ε J

o   ε *

0.0      0.5      1.0      1.5      20

Stress lntensity Factor κ

(kgf/mm3/2)

Flg 8 ρ =0と したき裂モデルにおけるCEDの 評価結果
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κ:       こ のモデルにおけるCEDの 値を精度よく与えていると

考えられるみ に対 し,直 接的な評価値は低めの値と

なっている.

いずれにせよこれらの結果より切欠き部を持たないき

裂モデルでは

ε十(=ε=み)～象=二馬∫iK′  00
=g

が成立することがわかる。き裂先端の非連続面の相対変

位がλ/2に到達することにより, もはや構成関係を表す

曲線上を逆向きに移動することができなくなることによ

り原子面間結合力が断ち切られ,そ のとき破壊が生じる

ものと考えると

ε*=24(=ε *c)        09

が破壊の必要十分条件であることは明らかである.ε
*

が 24に等しくなったときのκ θの値をそれぞれ K払

gちとするとき,それぞれのパラメータで表した限界値
間の関係式として

εち=24 1~ν
2K寺
3      00

=σち

が得られるが,この関係は24が材料固有の値であると

考えられることから,κtt gちもほぼ一定の値となる
ことを示すものである.
一方,連続体部分に有限の大きさの切欠き部を有する

き裂モデルでは

ε(=ε*十εN=の ～象=1~ν
2Kf  120

=g

が成立する。この場合にも直接的な破壊の必要十分条件

は,式 09によって与えられると考えることができる

が,θ
*=24が

満たされたときのε
Nの
値を2γNと 表す

ことにすれば,こ れはまたCEDの 全体量を用いて

ε=2(4+γ N)(=a∋      20

によっても表すことができる.さ らにこの関係が成り立

つときのκおよびσの値をそれぞれKIcおよび出で表

すことにすれば式IDの関係より,各パラメータで表した

限界値間の関係式として

み=2(4+γN)～ギ <c  .0

=gc

を得ることができる.
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Flg 9 ρ=0.4×10~6mmと したき裂モデルにおけるCEDの 評
価結果
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これらのことより切欠き部を有したより実際的なき裂

モデルにおいては,Grifithの条件式
8)は
破壊の必要条

件を与えるにすぎず,十 分条件を満足するものとはなっ

ていないことがわかる。またγNは き裂先端に想定した

切欠き半径ρに依存するものであることから,KIや g

で表した破壊靱性の測定値が
一般にかなりばらつくこと

の定性的な説明ができる.さ らには,こ れらのパラメ
ー

タを介することによる表面エネルギーの評価値が実際よ

りもかなり高めとなることが容易に理解できる.

5.弾 塑性 (転位)問 題への応用
a,o

金属材料の塑性変形は転位という固体内における
一種

の非連続的挙動が深く関わっているが,通 常の連続体を

適用した弾塑性解析では本来の非連続的な側面は陽に現

れることはない.し かし大きな変形が局所的に集中する

ような場合等,そ の本来の非連続性を考慮したモデルを

用いた解析を行うことが現象を理解する上で有用な場合

も多い。

ここではそのようなモデルに対する解を得るための汎

用的な解析法としての非連続モデルの有用性の
一端を,

連続分布転位弾塑性き裂モデルの解析を通して示す.

5.1 連 続分布転位弾塑性き裂モデルとの対応

転位の連続分布を仮定したき裂の解析は数多くなされ

ているが,そ の中で弾塑性き裂のモデル化とその解析手

法としてこれを用いたものとしては,Bilbyら によるい

わゆるB.CSモ デル9.1°)が有名であり,こ の解析によ

り彼らは先に行われたDugdaleモデル
11)と
等価な結果

を得た.

これらのモデルは,線 形弾性体と考える連続体中のき

裂およびき裂先端前方の面に仮定された塑性域を変位の

非連続な面と考え,こ の面における非連続性をおのおの

の変形モードに応じた転位の連続分布という形で与えた

モデルであると考えることができる.転 位の分布関係は,

外力および転位の存在によって生ずる応力と,転 位の移

動抵抗応力間の釣合い条件,ま た塑性域終端に応力の特

異性が生じないという条件のもとに決定される.モ
ード

I, 1に 対応した刃状転位,ま たモードⅢに対応したら

せん転位の堆積によって生ずる非連続量はそれぞれ相対

変位成分δ22,δ21およびδ23と関係づけることができ,

さらにこれらの転位の移動抵抗応力を非連続面内の応力

に対応づけることによって,非 連続モデルを適用するこ

とが可能となる。

例としてモードIに対するモデルと厳密な対応を考え

る場合,非 連続面に与えるべき構成関係は増分形式を用

いて
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D悦』=Dtt E+0→/[事事|]
1251

と表される.た だしここで[Delは平面応力に対する線

形弾性マトリクスであり,″
′
は硬化率を表す.塑 性ひ

ずみ相当量亀 2と相対変位の塑性的成分め2との間には,

屍2=号  0
なる関係があることから,H′は

/=め2角  の
と表されるが,硬 化を考えない特殊な場合は〃

′→ 0の

極限に相当し,あ ら2が有限の値であれば q́22→0と な

ることから,ん 2の値によらず非連続面の塑性挙動は同
一のものとなる ま た相対変位の弾性的成分δら2は,

カラ2→ 0とすることによって排除できる.Dugdaleモ デ

ルはこの場合にあたる。

また平面ひずみ状態にあるき裂が, き裂面に垂直な
一

様な引張応力σを受ける場合,Fig 10に 示すようにき

裂に対してある角度を持った面で塑性すべりが特に顕著

に現れるという事実を背景に, き裂に対して傾斜した塑

性すべり面に対して刃状転位の連続分布を仮定したさら

に一般的なき裂モデルも提案されている
12).この場合

すべり面に沿った任意の場所における非連続量は,転 位

分布密度をBⅡ(Xl),塑性域長さをsとして

お 1 (為) =項 BⅡ(為) J X l   1 0

によって表すことができる。また特にき裂先端における

開口変位量 δは

σ

↑    ↑    ↑

σ

Fig 10 き裂面に対して傾斜したすべり面を持つき裂モデル

＾
一ん
一れ1多|=[端」
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δ=2δ21(0)Sin α        19

によって与えられる.

5.2 解析結果

Fig llに示すような中央き裂材を対象とし,一 様な

引張応力を受ける場合 (モードI)お よび一様なせん断

応力を受ける場合についての解析を行った.リ ガメント

面には4節点のアイソパラメトリック非連続面要素を採

用し,そ れ以外の連続体領域にはこれと適合する4節点

アイソパラメトリック要素を用いた。

Fig 12は平面応力状態を仮定したモードIに おける

き裂先端の弾性分も含めた相対変位 δ22(α)を応力の変

化に対して表したものである。無限板に対する解析解は

Dugdaleらによって与えられており,こ れを実線によっ

て示すことにより本解析結果との比較を行っている.ま

た図中↓印はき裂先端の要素の降伏開始点を示したもの

である.

これらの図からわかるように, き裂先端の相対変位は

ほぼ解析値に一致しているということができる。非連続

面における相対変位の弾性成分の影響はこの場合パラ

メータん(=みら2=あ 2)の値を0に近づけることで小さく

できるが,こ こでの結果はそれを裏付けるものとなって

いる。これらの図からこの場合 ん=1.Omm程 度の値を

用いれば,実 用上問題ない精度でき裂先端変位の評価が

可能であるといえる.

Fig 13には対応した塑性域の長さの変化を解析解と

ともに示した。この場合にもほぼ解析解と一致した値が

得られている.か なり塑性域が発達したところでは心し

高めの値を取る傾向にあるが,こ れは有限板の効果とし

て理解することができる

非連続面をき裂に対してどのように用いるかによって

も種々の連続分布弾塑性き裂モデルを考えることができ

|(_)|
‐‐‐‐‐D i s c o n t i n u o u s

DBCSモ デルの解析に用いた中央き裂材と有限要素分割

×10-3
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△
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応力に対するき裂先端での相対変位の変化 (モードI)
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Flg 13 応 力に対する塑性域長さの変化 (モードI)

' ヽ```
、ヽ、
・````｀`、、

Fig 14 複数の非連続面を持つき裂モデル

る.非 連続モデルは有限要素法によって解析が可能であ

るという汎用性を備えていることから,そ れらのモデル

に対応した解析を容易に行うことができる.

たとえばFig 14に示すようにき裂先端よりき裂面に

対して傾いた非連続面を複数想定するモデルとしてα

=20°,40°,60°および80°の面に同時に非連続面を有

する場合の解析結果を示す.

Fig 15はき裂先端におけるすべり量を表す δの負荷

応力に対する変化を示したものである.非 連続面の構成

則により多少値に差がでるが,α =60°の面のすべり量

が最も大きいのがわかる。またFig 16は非連続面を用Flg ll

14
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Fig 15 き裂先端におけるδ21の応力に対する変化

いない連続体として通常の弾塑性解析において, き裂先

端の節点より1節 点あるいは2節 点分だけ内側のき裂上

下の節点の変位により, き裂先端部の開口変位をそれぞ

れ δ
′
およびδ

″
とし,こ れを非連続モデルにおいて直接

評価されるき裂端開口変位と比較 したものである。連続

体弾塑性モデルがある意味で局所的な非連続的現象に起

因すると考えられる塑性変形を平均的な意味において表

現するモデルであるのに対 して,非 連続モデルは非連続

面の相対変位により,そ れをより直接的に表すモデルで

あるという特徴がこれらの結果によく現れている。

6.お  わ  り  に

本解析モデルはここで例として示 したき裂問題に限ら

ず,多 結晶体の粒界におけるクリ
ープキャビテイ成長挙

動解析等にも適用され
10'14),その有用性が示されてい

る。このモデルを適用することによって,従 来概念には

存在 しても実際に解析することの困難であったモデルに

対する解が得 られる例が他にもあるものと期待できる.

(1993年6月25日受理)
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