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1.は  じ  め  に

計算の能力と手段が限られていた時代の構造解析では

解析結果の精度を維持または向上することに汲々として

いたので,解 析を行う本来の目的である構造設計の質を

高めることまで解析者の眼はあまり届いてはいなかった

計算機の発達により構造解析が容易になって初めて,よ

りよい構造を求める設計変更に構造解析を直接利用する

ことが可能となった。しかし,直 接利用できるといって

も,構 造諸元を思い付きで変えて構造の再解析を繰り返

すだけでは計算機資源の浪費につながりやすい。そこで,

系統的によりよい構造を求める,具 体的にはその構造諸

元を定める,こ とが重要となった。近年,有 限要素法ま

たは境界要素法による最適設計の研究が旺盛であるのは

この間の事1青を物語っている.本 稿では,最 適設計とは

見方を変えて構造の変更を行うシフト・シンセシスにつ

いて述べる.

2.最 適設計とシフト・シンセシス

最適設計 (optimal design)という術語は1950年代か

らよく知られていた。初期の最適設計では最小重量設計

が目標とされていた。その最適設計での問題設定は,式

(1)で与えられた」個の不等式市1約条件の下で目的関数 f

を最小にするというものである。

gj(cm)≦ 0                        (1)

ここで,不 等式制約条件と目的関数は構造諸元変化を代

表するM個 の独立な設計変数 %の 関数として表されて

いるものとする.等 式の形で与えられている制約条件は

設計変数を独立なものに絞り込むとき用いられ,最 適設
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計で本質的な制約条件は設計変数の許容領域を定める不

等式制約条件である。古典的な最適設計手法では,多 次

元の設計変数空間でどの方向に最適解 (目的関数を最小

にする設計変数の意)を 探索するか,ま たその方向へど

の程度設計変数を変えるかが主要な二段階である。その

手法は多様であり,最 適設計についての出版物は多数に

のぼる [その一部は1～ 14].多様で多数ということは

決定的な手法がいかに無いかを暗示している.そ して,

このようにして探索された最適解が大局的最小を与えて

いるか, もしくは局所的極小しか与えていない (もっと

探せば別に最小値がある)か が問題とされてきた.

この問題だけが,試 設計の存在を前提とする古典的な

最適設計にまつわるのではない。この外にも効果と費用

が事前には不明であるとの問題がある 試 設計が余程の

手抜きでない限り,試 設計での構造応答または重量 ・寸

法等はそれなりに適当な,換 言すれば最適に近い,値 に

なっている.試 設計に最適設計を加えても,最 適設計と

いう名前程には魅力的な改善結果がいつも得られるわけ

ではない.制 約条件にもよるが,最 適設計の効果,た と

えば構造重量がどれ位減るか,は 事前には不明である.

また, これまでの最適設計手法の多くはそこに含まれて

いる定数等を選択しながら行う反復解法である 定 数等

の選択には試行か経験を必要とし,反 復収束までの回数,

すなわち計算費用,の 推定が事前には不明である。この

ように古典的な最適手法では効果と費用の事前推定がほ

とんどできない 効 果も費用も不明であるときに行動を

起こすのは勇気を要する。このため,最 適設計の研究は

古くから行われてきたが,実 用化は遅れたのであろう.

効果が事前に不明なのは,最 小なり最適なりの 「最

的」な概念にこだわるからである.見 方を変えて,試 設

計を想定し,さ らに満足し得る重量軽減等の設計仕様を
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設定して,そ れを与えられた制約条件の下で実現する構

造を探索すれば 「最的」の呪縛から逃れられる.こ の見

方によれば,設 定してあるので効果は事前に既知である.

また, 目的関数は不要となる.設 計変数は応力をいくら

以下にする,固 有振動数をいくらに保つ,重 量をいくら

以下にする等の等式および不等式制約条件のみに現れる.

これらの制約条件は着目する構造応答や構造重量の変更

量,す なわちシフトを設定している。したがって,制 約

条件から設計変数を定める定式を案出すれば,所 望の構

造応答を実現する構造諸元の決定,す なわちシンセシス

が可能となる。そして,そ の定式で所要計算量が推定可

能であれば,効 果と費用が事前に推定されているシフ

ト・シンセシスが構成される。シンセシネという用語は

1980年代前半から現れている [その一部は15～21].

3.シ フト・シンセシスの問題設定

本章ではシフト・シンセシスにおける問題の設定と必

要な準備について述べる。まず,対 象とする構造の試設

計を想定する。この試設計についての構造応答が有限要

素法または境界要素法より解析されているとする。その

解析結果よリー部の構造応答が設計仕様を満たしていな

い,た とえ1増単性設計を前提としているのに発生応力が

材料の降状応力を越えている,こ と力洋」明したとする.

そこでM個 の設計変数 %を 適切に選択して式(2)により

構造諸元 xmを 変えて設計仕様を満たさせることとする.

上の例では発生応力の降状応力以下への抑制が設計変更

目的となる。この種の設計変更は,注 目するI個の構造

応答 ■には変更後の目標値, J個 の構造応答ぅには変

更後の限界値で適切に構成された式(3)と(4)で表される等

式および不等式制約条件により設定することができる。

また所望の構造重量等への変更も制約条件により表すこ

とができるのは当然である。そして,こ の設計変更が成

就した後は注目したすべての構造応答は設計仕様が満た

されていることになる。

xm=又 m(1+alll),m=1～ M

hi lxm,γΠn)=0,i=1～ I

gi lxm,γnn)≦0,i=1～ 」
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ラー級数展開し,応 答変化を一次項打切りで近似すると

不等式制約条件の一次近似は式(5)の形で具体化される.

等式制約条件も同様である.

1 +典 1  4 m b鶴
≦ボ         ( D

ここでろmIは構造応答角の設計変数γnnに関する
一階感

度を,ま た以後肩符の Iは一階感度を,星 記号はシフト

の限界値か目標値を意味する.一 次近似式であると言っ

ても式(5)を定めるには構造応答の一階感度を算出してお

くことが必要である.

着目する場の性質が構造諸元値の変化により変わらな

い線形構造系の場合,一 階感度は摂動法により効率的に

求められる [22].有限要素法で用いられる剛性方程式

(6)を例に取り未知変位ベクトルの一階感度の求め方を以

下に略記する

[K]{U)={F)                  (6)

ここで, [ K ]は 剛性行列, ( U )は未知節点変位ベクト

ル,{F}は外カベクトルである.ま ず始めに,剛性行列

の一階感度[KmI](設計変数に関する微係数であるので

自動微分等により簡単に求められよう [23])を利用し

て剛性行列の試設計近傍の変化を設計変数に関するテイ

ラー級数展開の式(7)によリー次近似する。一方,未知節

点変位ベクトルの変化も同様に式(81で表されると仮定す

る。一方,こ こでは設計変更により外カベクトルは変化

しないものとする.

lK]=lKl+えllKm]%      0
[U]=[U]十 Σ [UmI]%m          (8)

式(7)と(8)を式(6)に代入して,そ の結果に摂動法を適用し

て剛性方程式が任意の設計変数について成立するように

すれば試設計の節点変位ベクトルを与える式(9)と節点変

位ベクトルー階感度を与える式00が得られる.

{U)=[K]~1{F)

{ U m I } =―[K ] ~ 1 ( [ K m I ] ( U } )

( 9 )

l101

ここで,肩 符の-1は 逆行列を示す.式 〔0は,変 位ベク

トルの一階感度が設計変数の別によらず試設計での剛性

行列についての求解で定められることを意味している.

節点変位の一階感度が求められれば応力やひずみの注目

構造応答の一階感度は所定の算術公式で容易に算出され

る.こ の摂動法は同様にして線形固有値問題の感度解析

にも適用できるが,非 線形構造の感度解析はここで述べ

たような簡単なものではない [24].

4.一 般逆行列解法による設計変数の決定

4.1 決定方程式の構成

設計変数のM次 元超空間において一次近似された一つ

( a

( 3 )

( 4 )

この問題では目的関数は設定されておらず,設 計変数は

式(3)と14)のみで決定される.以 後,上 付きの棒記号は試

設計における値であることを,添 字 mは 設計変数 CIn

に関する量であることを示す.シ フト・シンセシスの実

行にあたっては式(3)と14)の内容を具体化しておく必要が

ある。そのためには,構 造応答の感度解析を行い,応 答

変化の一次近似を用いる。

構造応答のシフトを与える前記の等式および不等式制

約条件(3)と(4)は一般には設計変数の非線形関数である.

今,注 目応答ろを試設計近傍で設計変数に関するテイ
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の不等式制約条件の限界面は一枚の超平面で表されるの

で,式 (5)はすべての不等式制約条件を満たす設計変数の

許容領域はJ枚の超平面で限られた領域であることを意

味している。3章の想定により,こ の超空間の原点は試

設計に対応し, しかも許容領域外にある も し追加的に

I個の等式制約条件が設定されているとき,そ れらを満

たしながらこの許容領域内に入っている設計変数を見い

だすと,所 要のシフト・シンセシスが成就されることに

なる.こ のシフト・シンセシスでは,許 容領域という空

間内にあればよいのであるから設計変数は唯―に定まら

なくてもよい。この設計変数は一般逆行列を用いて以下

のように求められる。

感度解析の結果を利用した不等式制約条件の一次近似

式が得られているとき,ス ラック変数鳥を用いて不等

式制約条件を等式化する.等 式化にあたっては式(5)との

対比からスラック変数は非負でなければならないことに

なる。等式制約条件の一次近似式llllと等式化された不等

式制約条件の一次近似式l121をまとめると設計変数とス

ラック変数を未知量とする連立一次方程式が得られる.

それを簡単に式l131と書き表す。

Zi十二l im%=a          tリ

ら十翠1%m行`十鳥
=ボ      l121

[S]{x)=(D}                  03

ここで,[S]は 成分が応答感度ろml, 1および0で ある

(I tt」)x(MttJ)の係数行列,(x)は成分がM個 の設計変

数と」個のスラック変数である未知ベクトル,(D}は そ

の成分がら
*一
zと ぅ
*―
らからなるシフト

・ベクトル

である.も しI=Mで あれば,設 計変数は等式制約条件

のみで定められてしまう。実際には,合 理的な等式制約

条件を設計変数の数ほど多数に設定するのは困難である.

多 くの場合はI<M,す なわち[S]は横長になると見て

差し支えない。

4.2 -般 逆行列による求解

構造解析でこれまで取扱われた連立一次方程式はその

係数行列が正方形で正則の場合カン台どであり,非 正方ま

たは非正則であれば連立一次方程式は解けないとさえ錯

覚される程である.非 正方で非正貝1であっても連立一次

方程式は一般逆行列を用いれば解ける [25～27]。また,
一般逆行列の利用は構造分野においても形態解析を中′い

として広がりつつある [28].一般逆行列の性質と利用

法についての詳述は避けるが,シ フト・シンセシスにお

ける設計変数の決定の理解に必要な基本的な事項のみを

以下に述べる.

いま,[S]が Ntt L列 (N/L)の 非正方行列である

とき,式 〔りを満たす行列[S]を [S]の一般逆行列という。

この式は一般逆行列の定義を述べているだけであって,
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この式から一般逆行列[S]が 数値的にも定められるの

ではない.一 般逆行列で式CDを満たすものを反射型一般

逆行列,式 〔0を満たすものを最刻ヽ二乗型一般逆行列,式

00を満たすものをノルム最小型一般逆行列と言い,そ の

すべてを満たすものをムーァ・ペンローズー般逆行列と

言う.

[S][S~][S]=[S]

[S~][S][S~]=[S~]

([S][S~])T=[S][S~]

([S~][S])T=[S~][S]

(xp)=[S~](D}

(xc}=([I]―[S~][S]){h}

( x ) = { x p }十{x c }

l10

1151

1161

110

ここで,肩 符 Tは 行列の転置を表す。行列[S]に対して

ムーア・ペンローズー般逆行列は唯―に定まり,以 後

ムーア・ベンローズー般逆行列を[S]で 表す。

連立一次方程式(3の解が存在するための必要十分条件

は式l181が成立することである。

([I]―[S][S])(D}≡(0)      〔 0

ここで,[I]はNttN列 の単位行列である。解が存在す

るとき,式 l131の解{x}は式09の特解{xp)と式00の補解

(余解とも呼ばれる)(xc)の和として式00で与えられる

式0りの(x)は一般解と呼ばれる

l191

1201

1211

式00右辺の[I]はLtt L列の単位行列である.ま た,(h}

は任意ベクトルでよい.ム ーア・ペンローズニ般逆行列

を用いていれば,式 09の特解で解のノルムは最小になる.

また,解 カミ存在しないとき,(x)=[S~](D)に 対して誤

差[S]{x}―{D)の二乗は最小になる.

シフト・シンセシスの設計変数決定方程式〔Эをムー

ア・ペンローズー般逆行列を用いて解けば設計変数がス

ラック変数と組になって定められる。スラック変数は非

負でなければならないので,設 計変数の決定は一筋縄で

は行かない。式0,の解が存在するための条件式00が成立

しているとして (I<Mで あれば大体成立する),設 計

変数の決定法を三段階に分けて以下に述べる.

≪第一段階≫ ま ず,式 00の特解を調べる.そ のスラッ

ク変数がすべて非負であれば,ス ラック変数に課せられ

た条件がすべて満たされるので,こ の特解の設計変数を

シフト・シンセシスの解とする。この場合には,式 l131の

求解一回でシフト・シンセシスができる.

≪第二段階≫ 特 解のスラック変数に負のものがあれば,

スラック変数に課せられた条件が満たされていないので,

この特解の設計変数は許容領域外に出る.し たがって,

これをシフト・シンセシスの解とすることはできない.

そこで,式 00の補解を加えた一般解でスラック変数を非
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負にする.こ の過程を補解補正と呼ぶことにする.補 解

補正でスラック変数をすべて非負とする仕方は唯
―では

ない.あ まり大きな正のスラック変数にしようとすると

対応する設計変数が再び許容領域外に出てしまう恐れも

ある.し たがって,ス ラック変数を非負とするときには

慎重に非負値の最小値,す なわち零,に する。今,特 解

ではK個 (K<J)の スラック変数が負である場合を取

り上げる.そ れらを表す既知ベクトルを{βp}と書く.補

解補正後での一般解のスラック変数を零とするには式02

が成立すればよい.本 式より任意ベクトル(h)は[C]の

ムーア・ペンローズー般逆行列[C]を 用いて得られる

特解のみとして式20により定めることができる

(βp)+[C](h}=(0}         Oa

{h)=― [c](βp}            00

ここで,K行 (MttJ)列の行列[C]は[I]一[S][S]か ら

特解でそのスラック変数力ヽ負であるK行 を抽出して得ら

れるものである。

足第三段階≫ 第 二段階の補解補正を行うと,特解で正

であったスラック変数が負に変わってしまうときがある。

この場合は,第 二段階で特解の負のスラック変数のみで

はなく,すべてのスラック変数を零にするようにK=」

の行列[C]を用いて任意ベクトル(h)を定める。

以上の手順で不等式制約条件が適切でその個数が設計

変数の個数より小さい場合のシフト・シンセシスを成就

させることができる.

シフト・シンセシスの問題が等式制約条件のみで設定

されている, しかもその個数が設計変数の個数よりも小

さい場合はスラック変数を考慮する必要がないので,第
一段階だけでシフト・シンセシスが成就する。この場合

はスラック変数が存在しないので解(x)のノルムは設計

変数(α二)のノルムと
一致している.式 09の特解で解の

ノルムは最小になっているので,設 計変数のノルムも最

小となる。したがって,ム ーア・ペンローズ
ー般逆行列

解法で等式制約条件のみのシフト・シンセシスを行うと,

ノルム最小の意味で設計変更量が最小とする定式と同等

となる [29].

このように一般逆行夕1解法は等式および不等式制約条

件が混在する場合にも適用可能であるとの利点を有して

いる。一方,正 方で正則のNttN列 係数行列[S]による

連立一次方程式の求解に際しては行列 [S]の LDU分 解

等が行われていてもNttN列 の逆行列[S]1を 具体的に

計算していない。しかし,一 般逆行列解法ではNtt L列

の行列[S]に対してLttN列 のムーア・ペンローズ
ー般

逆行列[S]を 具体的に計算して置かなければならない。

その計算法として行列の固有値分解による方法や特異値

分解による方法があるが,固 有値計算が入るので所要演

算時間は正方 ・正則の係数行列に関する求解の演算時間

生 産 研 究

よりは長くなる

式00による設計変数の決定は構造応答変化の一次近似

に基づいている.一 方,応 答感度は設計変数力Ⅵ さヽい範

囲でしか有効でない摂動法で求めている.さ らに,式 09

による設計変数は,ス ラック変数をも含めたノルム最小

の規範で決定されているので,ガ さヽく定められていると

見なすことができる し かし,構 造応答変化の
一次近似

が有効である程度に小さい設計変数が得られているとの

保証はない.し たがって,こ の
一次近似の精度不足を補

償するために,一 旦得られた設計変数により設計変更し

て応答解析を行い式CD右辺のシフト・ベクトルが零ベク

トルになっているかの判別を行う必要がある.も し,

なっていなければ感度解析を行って設計変数決定の過程

をシフト・ベクトルが零ベクトルになるまで反復しなけ

ればならない。この過程を以後精度補償と呼ぶ.補 解補

正は多くとも3回ですむと予想できるが,こ の精度補償

に必要な反復回数は事前には予想できない

5.数 値 計 算 例

本章では簡単な構造の設計変更例により4章で述べた

定式の運用を示す。

5.1 真 直梁の曲げ振動の固有モード形の変更

弾性梁の無減衰線形固有振動性状を不等式制約条件の

みにより変更する問題を設定する [29].図 1は二点で

単純支持された全長20mmの 鋼製の梁を模式的に示す.

初期設計では断面二次モータントは8.33×10~2mm4で

全長にわたリー定とする。このとき一次振動固有値は

4.19となり,そ の振動モード形を図中に破線で示す。こ

こで,梁 中の振動エネルギーの分布を変えるために図中

の斜線で示す領域に左端点Aと 中央点Bの たわみが入る

ようなモード形変更を行う。この設計変更では固有値が

低下するので,固 有値についても初期設計の固有値を下

回らないとの制約を設けて三不等式制約条件を課する.

梁を等長の10個の有限要素に分割する.使 用する有限要

素は節点に断面二次モーメントを割り付け,要 素内では

断面二次モーメントは線形分布するとして剛性行列を構

成した曲げ要素である。したがって設計変数は各節点に

おける11個の断面二次モーメントに割り付ける。質量行

列には分布質量行列を用いた.設 計変更後のモード形を

実線で図 1に示す.図 2は A点 およびB点 のたわみと固

有権の変化を精度補償のための反復回数に対して示す

3回の反復で変更目的が達成されたこと力洋Jる.図 の縦

軸はいずれもその限界値により無次元化している.図 1

と2では上付き棒記号は初期設計での値を意味する.こ

の例では目標達成後も反復を続行するとたわみは漸増し

ているが,固 有値は
一定になっている。これは,不 等式

制約条件を満たす構造は唯―ではないので許容領域内で

の設計変数の漸変により構造応答が漸変している例であ



45巻 9号 (19939)

図 1 設 計変更前後の一次固有振動モード形

‐
    N   ~

たわみと固有値の反復に対する変化
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1TERAT10N NUMBER

形状変更による重量と応力の日標値への収束

図5 変更前後のヨーク形状の比較

る.本 例の設計変数の個数は不等式制約条件の個数より

十分大きいので補解補正は第二段階までで十分であった

5.2 等式および不等式制約条件による設計変更

図 3は HIP装 置の銅製ヨーク部を模したものであり,

その図形と負荷の対称性を利用して1/4のみを境界要素

法で解析する [29].図は初期設計のヨーク形状と境界

要素分割を示す.ヨ ーク厚さは500mmで あり,水 平に

平行な梁部下面に一様分布荷重24MPaを 上向きに受け

るとき平面ひずみ状態として解析する.ヨ ーク梁部の

AC部 分は発生応力が小さい.そ こで,発 生応力をある

範囲に限定してヨーク重量の低減を図る.HIP装 置は

定置型の機械であるので,そ の重量低減は飛翔体の場合

程には切実ではない。この例題では,図 3網掛け部分上

面のMises相当応力の下限を40MPa,上 限を80MPaと

して不等式制約条件を構成し,重 量低減は図の網掛け部

の面積を初期設計の86%にする等式制約条件により行う。

設計変数は図の AB間 にある節点のx,y座標に割り付

ける。図4は精度補償のための反復に対する重量とC点

の相当応力の変化を示している.こ れによれば6回の反

復で所望のシフトが得られている.こ の図の応力変化の

プロットで白丸は1回の補解補正でスラック変数がすべ

て非負となった場合を,黒 丸は2回の補解補正を要した
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図3 HIP装 置ヨーク部の境界要素分割
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場合を示す。本例は不等式制約条件の個数より設計変数

の個数が大きいので, 2回 目の補解補正ではすべてのス

ラック変数を零にしている.図 5は設計変更後のヨーク

形状を実線で示す。破線は初期形状である。

6.お  わ  り  に

一般逆行列を用いれば構造応答に所望のシフトを与え

る設計変数を決定するシフト・シンセシスが可能となる.

特に,不 等式制約条件の個数が設計変数の個数より少な

い場合はシフト・シンセシスは容易である。一般逆行列

解法は

1.等 式制約条件と不等式制約条件力ヽ昆在する場合も

統一的に取り扱える

2.ノ ルム最イヽ (ただしスラック変数の寄与分を含ん

で)の 意味で試設計からの変更は最小となる

3.1回 の設計変更においては高々3回の補解補正で

設計変数が定められる

のが特徴である.一 方,こ のシフト・シンセシスの計算

プログラムには当然のことながら非正方行列のムーア・

ペンローズー般逆行列の計算サブ・ルーティングが必要

である.

制約条件の個数が設計変数の個数より多い場合には,

a.無 為な不等式制約条件を設定している

b.許 容領域を狭める不等式制約条件がある

C.許 容領域がそもそも存在しない

ことがあり,そ の処理に注意を要することもある [29].

したがって,等 式制約条件の目標値または不等式制約条

件の限界値を含めて,物 理的に合理的な制約条件の設定

が必要となり,そ の個数を必要最小限に限るべきである

と考える.

制約条件の設定と同様に,シ フトの設定も合理的でな

ければならない。物理的に実現不可能なシフトを設定す

れば,式 〔0で与えられる連立一次方程式の解の存在条件

は満たされていても,当 然のことながらシフト・シンセ

シスの解は得られない。シフトが小さければ応答変化の
一次近似が有効となリシンセシスが可能となる場合が多

い。シフトが大きい場合には,そ のシフトを多段に設定

することによリシフトが可能となる.本 稿で述べた定式

では一次近似の精度補償のために試設計の変更はいずれ

にせよ数回は避けられない。したがって,大 きいシフト

は数段に分けて設定すると一段当たりの小さいシフトに

対して有効な一次近似により設計変数が定められる。こ

のような多段設定により大きいシフトに対しても,精 度

補償のための反復を数十回も繰り返すことなく,所 望の

設計変更が成就される.末 尾にこの一連の研究に協力さ

れた一部鈴木敬子技官に謝意を表します.

(1993年7月 6日受理)
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