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1.空 間構造と形態設計

構造形態は, a)地 震や風など外部環境に対する抵抗

能力を確保すること, b)機 能上の要求を満足すること,

C)人 工構造物として環境に同化すること (美しいこと

等),な ど,種 々の条件によって決定される.

図 1は屋根重量の年代による変化を表したもので,横

軸 は年代 を,縦 軸 は単位当 りの屋根重量 (単位 :

kgf/m2)を示している。この図には,縦 軸100kgf/m2を

起点として水平線が引かれている。1962年,吊 構造に関

するシンポジウムにおいて,Rene Sargerは,図 1を示

しながら,「屋根重量が100kgf/m2以下になる時代に構

造革命 (Structural Rev。lution)が起 きるであろう」と

いう興味ある発言をおこなった。100kgf/m2のレベルは,

風によるサクションのオーダーで,構 造設計における

「自重の支配」からの解放を意味している。図 1をみる

と,屋 根重量の曲線は21世紀初頭において100kgf/m2の

水平線内に突入している.現 在は,ま さに,革 命前夜に

あるといえる.

空間構造の形態は建設された時代の社会的,技 術的背

景をよくあらわしている.空 間構造は, a)シ ェル構造,

b)ス ペースフレーム, C)ケ ーブル構造, d)膜 構造,
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図 1 屋 根重量の年代変化
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の順で発展してきた.素 材の剛性より, a, bは 「剛な

構造」, C, dは 「柔な構造」と大別できる。横尾つは,

「硬い構造」と 「軟かい構造」という言葉を用い,箱 と

ふろしきに喩えている.シ ェル厚をぁ 曲率半径をR,

変位をωとするとき,「剛な構造」の力学挙動はω=′

のオーダーの領域を構成している.一 方,「柔な構造」

においては,力 学挙動の領域は ″=Rの オーダーまで

拡大 している。ω=ι とω=Rの 相異は,変 形後の構

造形態をあらかじめ予想できるかどうかの差となって現

れる。シェル構造の構造挙動は曲率半径の大,小 によっ

て概略,把 握できる。このことが,ω =ιのオーダーの

シェル構造の設計において,球 や円筒などの幾何学的曲

面による構造形態が採用される根拠となっている.し か

し,ヮ =Rの 領域では,異 なる構造形態設計法が必要

となる。「剛な構造」と 「柔な構造」は共通する基盤を

持ちながらも異なった領域を構成している.

構造形態を設計する過程 (形態設計過程)と 設計され

た形態が外舌L等によって変化していく過程 (形態変化過

程)を 考える (図2).設 計する,あ るいは, 日標とす

る形態を 「価値のある形態」,外 舌L等により変化 した後

の形態を 「無価値な形態」と呼ぶことにする.通 常の構

造解析は形態変化過程に対する情報を得ることを目的と

し,構 造解析は外乱等の作用後には価値のある形態に復

帰することを目標とする。この意味では,価 値のある形
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態は,「剛な構造」と 「柔な構造」とにかかわらず,あ

る程度のレベルの外乱等に対して 「安定形態」であるこ

とを前提としている。ここでの安定形態とは,外 乱等の

作用後に,元 に復帰できる形態を意味している。ω=

Rの 領域においては,特 に,「安定形態Jを 設計するこ

とが重要な課題となる.

2 .形 態 解 析

形態変化過程における挙動を数理解析的に扱う方法を

構造解析と呼ぶのに対し,形 態設計過程において,形 態

を数理解析的に決定する方法を形態解析という。図2の

下段に安定形態と不安定形態における形態解析と構造解

析の具体例を示す。

形態解析は逆問題のひとうである。図3に示すように,

通常の構造解析では,構 造形態,境 界条件,外 カカ斗旨定

された後に,応 力や変位等の応答を解析する.一 方,構

造形態解析では,境 界条件,外 力,お よび応答の一部を

指定して,構 造形態 (あるいは,そ の一部)を 解析する。

構造解析の流れを順方向とすると形態解析の流れは逆方

向となっている。

構造を表現する3個 の基礎概念は,1)力 ,2)形 ,

3)材 料,で ある。これらの概念を定式化 したものが構

造解析の基礎方程式であり,

力 :釣合方程式 f=B(x)σ       (1)

形 :適合方程式 ε 〓A(x)d      (2)

材料 :構成方程式 σ =EC        ")

の 3個 となっている.こ こに,f:荷 重ベクトル, σ :

応カベク トル, G:歪 ベク トル,d:変 位ベク トル,
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B:釣 合マ トリクス,A:適 合マ トリクス,E:弾 性マ

トリクス,x:構 造形態を表すパラメータ,で ある.

ω〒ιの領域では形態の変化力測 さヽく,応 力が設計要

因となり,そ のため,釣 合方程式が構造設計において重

要な役割をはたしてきた。その典型例がシェル構造にお

ける 「膜理論」である.形 態変化力測 さヽいということは,

xが ほぼ一定であることを意味し,そ のため,Aや Bは

定マ トリクスとなる.こ の場合, σとεを消去して得ら

れる力と変位の関係式 :

f〓 Kd(K=BEA)           (4)

を作成することは容易であり,コ ンピュータの発達とあ

いまって,構 造解析の主役をつとめている。
一方,ヮ =Rの 領域では,形 態変化が非常に大きく,

構造形態を直感的に予想することは不可能になり,xの

決定が構造設計における中心的課題となる.形 態の決定

と安定形態の確保のためには,形 を表現する 「適合方程

式」と力を表現する 「釣合方程式」の詳細な検討が必要

となる。(1),(21を個別化 した方程式とすると,(4)は個性

をかくした総合化した方程式ということができる.構 造

革命とは,「個別化 した方程式によって表現される新し

い構造形態の出現」を含んでいるとも考えられる。

図4は方程式(1),(2),(4)に基礎を置く形態解析の種類

を示 したものである.以 下,個 々の内容を紹介する.

3.不 安定構造の形態解析

直線材を回転自由な接合部で連結 した構造を立体 トラ

スという。この立体 トラスが剛であるかどうかを最初に

図5 形 態安定(a)と形態不安定(b)
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変位指定の
形態解析

図6 ケ ーブルの形態変化



45巻 9号 (19939)

調査したのは」C MaxWell(1831-1879)で ある.こ こ

で言う剛とは,部 材に伸び縮みがない場合において,構

成した形態が変化しないことを意味しており,形 態安定

と呼ぶことができる。一方,立 体 トラスが剛でないとき,

形態不安定という.形 態不安定な立体 トラスには,剛 体

変位 (ひずみが零で生じる変位で不伸張変形ともいう)

によってメカニズムが形成される.

形態不安定である構造を不安定構造という.図 6は

ケーブルを示 したもので,C。 で示す初期形態に重力を

作用すると,無 ひずみ状態で変位が生じ,Cfの 形態に

落ちつく。このように,ケ ーブルや膜,あ るいは,塑 性

ヒンジが形成され不安定状態にあるフレームなど,不 安

定構造に属する構造は多い.

形態不安定は2種類に分類される.図 7の トラスで説

明すると,(a)の場合には変位することにより剛性が付与

され,安 定な構造になる。しかし,(Dの 場合には与えら

れた形態の近傍で変位が生じても剛性が付与されない。

(a)を微小変位の範囲の形態不定安,lb)を有限変位の範囲

の形態不安定, という
2)

図6に示す例のように,有 限変位の範囲で形態不安定

な構造に荷重を作用すると,形 態を変化させながら,最

終的には運動の生じない安定な形態にたどりつく.こ の

過程を不安定構造の 「安定化移行過程」と呼び,安 定化

移行過程の形態を求める問題を 「不安定構造の形態決定

問題」という.

不安定構造ではひずみが零で変位が生じるから,(のに

おいて C=0と 置く。つまり

A(x)d〓 0              (5)

ここに,Aは (m,n)型 長方マ トリクスで,m,nは それ

ぞれ,適 合条件数, 自由度である.

x=xOの 状態で(5)を解 くと

d=[In― A+A]α                  (6)

ここに,A十 はAの ムーア ・ペンローズ型一般逆行列で,

αは任意のベクトルである。Aの ランクをrとすると,

( b )

図 7 不 安定 トラス
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(6)の係数マ トリクスのランクはp=n一 rとなり,係 数

マ トリクスはp個 の独立な列ベクトルを持つことにな

る.p個 の列ベクトルをhl,… ,hpと すると(6)は次式

となる.

d=釣 hl+¨・十%hp           (7)

ここに,hl,… ,hpは 無ひずみで生 じる剛性変位モー

ドを示している。上式より,p=0の 場合,形 態安定,

p/0の 場合,形 態不安定であることがわかる.

不安定構造は荷重の作用下において,荷 重モードに応

じた安定形態へ移行していく。不安定形態から安定形態

への移行過程を追跡するには,(7)において %,… ,αP

を決定すればよい。つまり,x=x。 の状態でdが決定さ

れると,Xl=x。 +dの 新 しい形態へ変化することにな

る.

荷重をベク トル fで表す 今 ,C。,Ci,Cfの 状態に

おけるポテンシャルエネルギー関数Πを考えると次式

が成立している (図6参照).

Π(C。)>…>Π(C)>…>Π(CD      (8)

Cfの状態でポテンシャルエネルギーは最小となる.そ

こで,ポ テンシャルエネルギーを安定化移行過程におけ

る計量として採用し,減 少する方向へ変位を進行させて

いく.Ciか らCi+1の区間におけるポテンシャルエネル

ギーの変化をムΠ とすると

△Π=― dTf

上式に(7)を代入すると

上式を用いると,00は

△Π=―((hlTf12+¨.十(h∫02}α       00

上式において,中 括弧内の値は非負であり,増 分量

αの値を正に与えれば△Π<0は 自動的に満足される.

安定形態 Cfに至ると,ポ テンシャルエネルギーは停

留状態になるので,△Π=0と なる。00を用いると

hrrf:  0, . . . ,  h"tf :  0

上式は安定形態に到達すると,無 ひずみで生じる独立な

岡1体変位モードはすべて荷重ベクトルfと直交すること

を意味している.
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具体的な解析例 として,図 8に 空気膜構造のインフ

レート過程における形態を,ま た,図 9に ラメラドーム

の畳み込み移行過程
4)を

示す.

4.自 己応力と安定形態

ケーブルネット構造,膜 構造,Tensegrity構造等の

本来は不安定である構造が実際の構造として採用される

理由は,有 限変位の範囲において,剛 体としての運動が

拘束される構造であること,お よび,自 己応力 (初期張

力など)の 導入により,正 の幾何剛性を付与し得ること,

にある.本 節では(1)を利用して自己応力の存在, 自己応

力の導入による安定化,な どを述べる.

自己応力は荷重 fが零に対応する応力である.f〓 0

の場合には,(2)は次式となる。

( b )          ( c )

図 9  ラ メラ ドームの畳み込み

ここに,Bは (n,m)型 長方マ

関係が成立している 0りの解は,

して,

σ=[Im― BttB]β

トリクスで,BT=Aの

Bを 任意のベクトルと

右辺の係数マ トリクスのランクはrank(B)=rank(AT)

=rで あるからq=m― rと なる.qは 自己応力の独立

なモードの数,言 いかえると,独 立な適合条件の数であ

り,通 常,不 静定次数と呼ばれているものである。ここ

で,aりの独立な列ベクトルをgl,¨。,gqと 表記すると,

C,は次式となる

。=βlgl+ 。̈十βqgq              00

ここに,βl,¨・,βqは任意のスカラーであり,gl,… ,

gqは自己応力のモードを表している.

図lαa)に示す トラスは不安定 トラスであるが,こ の形

態においては自己応力を導入することは不可能である

(q=0に 対応).し かし, トラスのトロポジカルな関係

(結合関係)を 変えず,図 10(b)のように形態を変化する

と自己応力の存在が可能となる.こ のように, 自己応力

の存在する形態 xを求める問題が考えられ,こ の問題を

「自己応力の存在可能な形態決定問題」という。

不安定構造に自己応力が導入できたとしても,かなら

ずしも安定化できる4は限らない.具体例を図11に示す.

自己応力の導入によって安定化できる形態xを求める間

生 産 研 究
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図8 空 気膜構造のインフレート
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( b )

図10 不 安定 トラスと自己応力

図12 サスペンション膜構造[6]

題を 「自己応力による安定化可能な形態決定問題」とい

う。00においてq≧ 2の ときには,自 己応カモードが複

数個存在する.そ の場合にはβl,…・,βqの決定法が必

要となる5).

「自己応力の存在可能な形態決定問題」の古典的問題

は極小曲面 (等張力曲面)を 求めるPlateau問題である。

極小曲面は膜構造やケーブルネット構造の設計において

利用されている。デカルト座標系における極小曲面方程

式は,z=z(x,y)を 曲面形状として,

(a)安定              (b)不 安定

図11 自己応力の導入による安定化

|‖←::ぅ21手_2ま
∂ Z

手手 2裏ffiァπff]ァ十+手 +R

凡 ,鴎 =り 土

とする.逆 転曲面の形態解析はNl,N2≦ 0の条件下で

00を解析することに対応する.

一方,膜 構造では,圧 縮でしわの発生する膜材料を用

いる そ のため,膜 面全体で Nl,N2≧ 0と なることが

望まれる.膜 構造の形態設計では,張 力導入とともに,

Nl,N2≧ 0と なる形状決定が重要となる。

梅谷の生長変形法
9)や

尾田によるパターン変換法
1の

な

ど,一 様応力や一様ひずみエネルギー密度等を目標とす

る形態解析もこの分野に属している。

(1)を用いて離散的に表現すると,I〓 B(x)τにおいて

xを求める問題となる.具 体例を文献3)に示す。

=0

ここに,z=z(x,y)は 曲面形状,Fは 応力関数,Pz

(x,y)は 鉛直荷重である.膜 応力は応力関数を用いて,

Nx=Fyy,Ny=Fxx,Nxy=~Fxyで 得られる.通 常の

応力解析では,曲 面形状 zを与え,Fを 解析する.一 方,

応力指定の形態解析では,Fを 指定してzを解析するこ

とになる.こ の形態解析は 「膜の逆問題」と名付けられ,

種々の解析がおこなわれている
7).

鉄筋コンクリートシェルではコンクリートの性質 (圧

縮に強く,引 張に弱い)か ら,膜 応力がシェル全面で圧

縮応力状態になることが望まれる.Islerは逆転曲面の

実験を利用して,全 面圧縮応力状態の任意形状シェルを

多数,建 設している8).主応力を

∂y ∂ X∂ y

十11+←:(→21静=0  0

上式は非線形方程式で,特 殊な例を除いては,こ のまま

の形では解 くことができない。そのため,差 分法や有限

要素法による数値解析法がおこなわれている6).図12に

その1例 を示す.

5。応力指定の形態解析

次式で与えられるPucherの膜方程式を考える。
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6.変 位指定の形態解析

シェルやスペースフレームを含む空間構造は 「形態抵

抗型構造」で,使 用時の形態によって外乱に対する抵抗

能力が左右される。そのため,「最適形態」に関する研

究は設計時において形態を決定する際のひとつの基準を

与えることになる.さ らに,「最適形態」は種々の環境

条件や目標によって異なった形態となることから,形 態

自身を環境に応 じて制御できる 「形態制御構造」の開発

も要望される。ここでは,「最適形態」や 「形態制御構

造」を扱う場合の基礎となる 「与えた荷重条件のもとで,

指定した変位モードが得 られる構造形態解析」を述べる.

6.1 解の存在条件による定式化法
11)

(4)の変位 dを変位指定を受ける変位 dhと未知変位 df

に分割する。dhと dfの自由度をhと fとすると全自由

度 nは n=h tt fとなっている。(4)を次式で表す..

[ 1 1 ] = [ l ]      1 2 0 1

変位モードを次式で指定する.

dh=α do               1211

ここに,α は未知パラメータである。d。を指定したこと

により,変 位の未知量 hは 1個 に減少 し,全 未知量 m

はm=1+fと なる。2りを00に代入し,整 理すると

上式をまとめて次式で表す.

A(x)u〓 f                   00

上式の係数マ トリクスはn×mの 長方マ トリクスで構造

形態 xの関数となっている.

20においてxを変化させるとき,解 を持つ必要十分条

件は

[AA+― In]f=0                  00

上式の左辺をc(x)と置 くと,解 となる形態 xは次式を

満足することになる.

e(x)[4A十_In]f=0               1o

6.2 Bo故・Du“in逆行列による定式化法
1の

変位モードを次式の付帯条件で与える。

Ad=0               20

λをLagrange乗数ベクトルとすると,に)は次式に変換

される。
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Kd+r〓 f                  oぅ

ここに,

r=ATλ                13

20においてKは xの 関数あり,xが 変化するとrも変化

する.つ まり,rも xの 関数となる.そ こで,00を 次式

のように書き換える.

r(x)=f― K(x)d            o9

解となる形態をxで表すと,(4),20に おいて,K(x)d=

t Ad=0の 両式を満足することから

r(x)=O                    oo

09よ りfと dを消去することを試みる.00を 利用する

と,dTr〓 dTAT λ=(Ad)Tλ =0と なり,dと rは直交

していることがわかる。この関係より,Lを n次元空間

の部分空間,L⊥ をLに 対する直交補空間とすると,d
CL,rCL⊥ となる.そ こで,PL:n次 元空間からL

上への正射影マ トリクス,PL上 :h次 元空間からL⊥上

への正射影マ トリクス,ain次 元内のベクトル, とす

ると次式が成立する.

d〓 PL a,r〓PL■a             13〕

上式を20に代入し,aを 求めると

a=[KPI´十PL■]~lf                oo

上式を00に代入することにより00のr(x)は次式で定式

化される

r ( X l = P L ■ [ K ( x ) P L t t  P L ■ ] ~ l f = O       o o

変位指定の形態設計はホモロジー設計とも呼ばれ,最

近,多 くの研究がなされている
1°.14).

形態解析は構造解析における逆問題のひとつとして,

高度な非線形問題に属している。そのため,解 の存在条

件や唯一性条件をはじめ,解 析法自身においても未解決

の課題は多い.

ここで,解 の個数に関して,具 体例を紹介する.図 13

に示す平面 トラスにおいて,節 点 iの X,Y座 標値をX

(i),Y(i)とし,変 位 をDX(1),DY(i)と する。変位

モード指定として,節 点 1,2,3が 変形後においても同
一直線上に並ぶことを条件として設定する.つ まり,

DY(1)=DY(2)=DY(3).形 態変化を節点 4,5,6の Y座

標値でおこなうものとする。ただし,対 称性を満足させ

るため,Y(4)=Y(6)とする.そ のため,未 知パラメータ

はxT=(Y14),Y(5》となる.図 14に00で与えられる lr

(x)1曲面の等高線図を,図 15に鳥瞳図を示す.図 14で

lr(x)|=0と なる曲線 (網かけ部の境界線)上 の点が
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1 1   1 2

1 神 欄  団

図13 平 面 トラス

- 1 0 0       - 5 0         0         5 0

Y(4)=Y(6)[Cm]

図14  rl曲 面の等高線図

解形態を与える 解 は曲線上の点全てになるので,無 数

個存在することになる。図中, a～ fの 点における解形

態を図16に示す.20,00で 与えられる非線形方程式は,

図15で理解できるように非常に複雑な曲面を形成 してい

る。そのため,非 線形方程式の代表的数値解析である

Newton Raphson法 では,ヤ コビアンマ トリクスに直

接依存するため,解 が得 られないことがある
12).形

態

解析においては,定 式化後の数値解法にも課題が多い。

(1993年6月15日受理)
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