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動的計画法による予測制御系の設計
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1.は　じ　め　に

予見制御は目標軌道追従問題における目標軌道の未来

値又はレギュレーション問題における外乱の未来値を最

適に利用して機能の改善を図ることを目的としている.

この制御法は特に機械システムの制御において有効性が

確認されている.
一方, GPC (Generalized Predictive Control)に代表

される予測制御において目標値や外乱の未来値が制御項

に現れる1).この点に着目し,予見制御と予測制御の相

互関係について検討が加えられている2).予見制御は線

系2次形式(LQ)最適制御理論をベースにしているた

め全体システムの安定性や予見時間の効果等について検

討を行うことが容易である.一方,予測制御では通常は

最適制御理論に頼らずに制御別を導出している1).予測

制御では,現在から未来にわたる有限区間で2次形式評

価関数を最適化する現時点での入力を求め,次のステッ

プでは同じ操作を繰り返すことが特徴である.この方式

の欠点は,最適化の繰り返しがシステムの安定性はもと

より長い時間に渡っての最適性を意味しないことである.

本論文では,状態空間モデルに基づき予見制御も予測

制御も動的計画法(Dynamic Programing, DP)によっ

て同一の立場から論じることができることを示す.この

点についてはすでに文献2)においても検討が加えられ

ている.同一の立場から予測制御と予見制御を論じる利

点は,

(1)予測制御における安定性の問題が明確になる.

(2)予測制御においては2乗誤差を加算する項の上限

(N2)と2乗入力を加算する項の上限(Nu)とに

違った値を用いるが,この効果を定量的に論じるこ

とができる.
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(3)予測制御と予見制御が互いに等価になる場合を明確

にすることができる.

等々,いくつかのことを論じることができる.

2.未来値を用いる2次形式最適化

2.1問題の定式化と最適解

予見制御は状態空間モデルに基づく評価関数を取る.

本論文では文献3)に沿って問題を定式化する.プラン

トは線形時不変とし,次のように状態空間表現されるも

のとする.

∫(A+1) -Ax(A)+Bu(A) +Bww(A),y(A)-Cx(A)

X(A):nXl,A:nXn,u(A):mXl,y(A):lXl　　(1)

ここで, W(A)は外乱項であり,外乱の未来値がわか

る場合には外乱除去問題となる.次のような拡大系を考

えると,入力側に積分器が現れ適切なサーボ系とするこ

とができる3).

丘(A+1) -A丘(A)+BAu(A) +bAw半(A)　　(2)

e(A)-9(A)-r(A)-[LO]5(A)
a

5(A, - lAei72, ]

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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A (now)　k+Np (Np= preview time)

図1　Future valueof ㌔(1) (A: now)

Aw♯(A)- (8)

ここで, A-1-zLl,r(A)は目標値, e(A)は目標値と

出力の偏差である.評価関数として一般的な次式の2次

形式を最小化することを目的とする.

.〟-I

J(A)-5T(N)Si(N)+∑ [5T(i)毎(i)
I-A

+AuT(i)RAu (i)] (9)

ただし,ぷ≧0, Q≧0, R>0.ここで,良-eTeと選

べは和記号中の第-項はeT(A)e(A)となることに注意

しておく.

(9)式で和の下端をjとおいた評価関数をJ(j)とおき,

その最適値J坤L(j)は時刻jでの状態.I (j)の2次形式

で表されるものと仮定する.

JDj'E(j) -5T(j) K(j)ji(j) +2丘T(j)L(j) +M(j) (10)

JDPZ(j)を与える入力Au(j)はDPを用いて,漸化式

の形で容易に求められる.

Au(jJl)ニーlR+BTK(j)B]-1

湧TK(j)Ail(j- 1) +

BTK(j) bAw* (jll) +BTL(j)i

K(j-1) -良+ATK(j)A

(1 1)

仏監

-ATK(j) BlR+BTK(j) B] ~1

BTK(j)A

ただし, L(j), M(j)についてもK(j)と同様に漸化

式が得られる.

したがって, (10)式を最小にする時刻kでの制御入力は,

(ll)式でノー1-kとすることにより求められる.次節では,

この解に基づいて, Npステップ先までの△W半(j)が実

際に利用できるとした時の予見制御システムの構成を示

す.

2.2　予見制御解について

リカッチ方程式(12)は, (@/2,A)が可観軌(AB)

が可制御ならば刃こよらない定常解Kを持つ.これは,

Preview FeedforwaTd

Op丘mal Servo Fiedback

図2　Block diagram of preview control

最適化区間を無限に長くとったことに対応し,予見制御

の評価関数と一致する.この場合において,未来の目標

値が現在の時刻kから, Npステップ先まで利用可能

(すなわち｢予見｣できる)でその先の目標値は一定,

すなわち△W*(j) - 0 jTorVj>k+Npと仮定すれば制御

別は次のようになる(図1参照).

Au(A)ニーlR+BTKB]~1

lBTkAj=(A) + BTKbAw凍(A)

Nj,

+ BT∑ (Al7)'KbAw凍(A +j)]
ノ=】

3円監

ここで, Arは閉ループ系のシステム行列である.

(13)式の右辺第3項が未来値のフィードフォワード項

(予見制御項)に相当する.定常解Kが得られる場合は,

Alは安定になるもので現在から離れた時点の目標値の

入力に対する寄与は(A,T)'がかかる分小さくなること

がわかる.

この制御系のブロックを図2に示す.フィードバック

部分と未来値のフィードフォワード部分に分けられる.

この構造は以下の予測制御系にも共通である.ただし,

ここで示した予見制御の場合にはフィードバックの部分

が通常の最適サーボ系になっていることが特徴となる.

3.予測制御アルゴリズム

一般化予測制御(GPC)は,次の評価関数を最小に

するものである.

A+ N2         A+ NL,

J-∑eT(j)e(j) +∑AuT(j) R△u(j)
}=k+Nl　　　　　　　)-A

3mE

(14)式において, Nlは最小評化ホライズン(minimum

costing horizon), N2　は最大評価ホラ　イ　ズン

(maximum costing horizon)と呼ばれ,予見制御と遠

いN2は有限の値を取る.また, GPCの大きな特徴と

して時刻k+Nu以降の入力変化がないものと仮定して

最適化を行う.この凡を制御ホライズン(control

horizon)という.図3に示したように,この仮定のた

め最適化で決定される入力はu(A)-u(A+Nu)のNu

+1個となる.このうち,実際に制御に用いるのはu(A)
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k k+Nu k+NZ

図3　Decision of control input

日kO)日

k(now)　　k+Nu k+N 2

図4　Solution of Riccati and Lyapnov equtaion

のみで,次の制御ステップでは再び最適化を行い次の入

力を求める.すなわち,大域的な最適性は言えない上に

必ずしもシステムが安定化されるわけではない.

ここでは, N1-1の場合の考際を行う.対象とする

プラントは同様に拡大系(2)式である.

3.動的計画法による導入

(9)式の評価関数に基づく制御別で,時刻k+Nu以降

の入力が一定となるような入力を与えるためには, △〟

にかかる重みを無限に大きくとれば良い.

A+NLL

J-∑ kT(j)毎(j) +△uT(j)RAu(i)i
J=h

A+N2

+lim ∑　kT(j)毎(j) +pAuT(j)RAu(j)辛
P一正)-A+NtI+1

ここでは特に,良-[IzO･･･0]TlIz0-0]と置く.

3日冠

この評価関数を最小にするような入力は,まず(15)式第

2項に対するDPを解き,時刻k+N"+1において,釈

たに第1項の終端条件として接続すれば良い.第2項に

対するリカッチ方程式は, (12)式においてR-00とすれば

良い.このようにすると,次のリアブノフ方程式がリ

カッチ方程式の代わりに与えられる.

K(j) -良+ATK(j+1)A

K(A+N2) -良

托BjE

拡大系は積分器を含むので, Åは少なくともg-1に不

安定固有値を持ち安定でない.すなわちリアプノフ方程

式(16)は,定常解を持たない.よって時刻k+N"+1で

の第一の評価関数の終端条件はN2-Nuを長くとるほど,

図5　Simulation model

K(j)は大きくなる. K(j)の挙動を概念的に表したの

が図4である.

さて, (15)式第1項から出るリカッチ方程式は(12)式にほ

かならないが, K(A+1)を求めれば,現時刻kにおけ

るAu(A)が皿式より与えられる.現時刻が1つ進み, A

+ 1となった段階では上記の最適化を再び繰り返すこと

になるが,フィードバックゲインおよびフィードフォ

ワードゲインがk時点で求めたものと同じになることは

明らかである.

このように, GPCの評価関数を用いた最適化ではリ

カッチ方程式の定常解を使うことができないので, DP

から計算されたゲインによるフィードバック(ll)を施した

結果が安定になる,すなわちA,(A)が安定になるとい

う保証は無い.しかし, N"が十分に大きい場合には,

フィードバックゲインは定常解に漸近するのでAr(A)

は安定になる.

リカッチ方程式の収束の速さは, Rが小さいほど速

いので, Nuを短くとってもRが小さければ定常解に近

い特性が得られると考えられるが, Rが小さいという

ことはシステムの応答を早めることであり,本来予測制

御系が目指していたロバスト性が損なわれる原因となる.

そのためRは小さくできないことに留意すべきである.

従来の研究でも指摘されていたが, N2, N"を小さく

取ると応答が振動的になりロバスト性に欠けることなど

ち,以上の考察から納得できる.

また, Nuを大きくとった時には, Nu<N2とする意

味がなくなることがて15)式第1項のリカッチ方程式の性質

より明らかである.

4.例　　　　　題

例題として図5に示すようなクレーンを考える.制御

入力は台車に加える力であり,出力は荷物の位置である.

平衡点での線形化を行うと,モデルは4次となる.

振動周期は1.42 [∫]となるようにパラメータを選び,

さらにサンプルタイム0.1 [∫]で離散化したモデルを

設計に使用した.
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図6　Preview or predictive gain
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図7　Simulation result (Preview‥ Np-10)
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図8　Simulation result (Preview: Np=20)
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図9　Simulation result (Predictive: Np-20, N"-19)

表1 : Feedback gain

preview 蔦��#s湯ﾓB纉3sbﾓB緜�##"�#��c"�3�3b�

40 蔦��#s��ﾓB縱S��ﾓB紊c3C"�3�SS"�#��"�

20 蔦��#ャ�ﾓB�3�迭ﾓ2緜CCC"��Sャ�繝ン��

10 蔦���c#rﾓ�經3#2ﾓ��#c�C��#�c����S3��

予測制御の導出においてここで述べた動的計画法を用

いたものと,従来の偏微分を用いた方法1)は数値的に一

致しているため,両者を区別する必要はない.証明が必

要であるが,両者の導出法は等価であると予想される･

制御入力の重みR-10としたときの未来値に対する

ゲインを図6に示す.予見制御の場合には, (13)式から分

かるように,予見ステップ数Npが変化しても,フィー

ドバックおよびある未来値に対するゲインは変わらない.

それに対して,予測制御においてはN2の変化はすべて

のゲインに対して影響を及ぼす.

またこの時のフィードバックゲイン[GfGJ　は表1

のようになり, N2が小さい時にはゲインが小さくなり,

かつN2-10の時にシステムは不安定になっている.

予見制御系の時間応答を図7, 8に示す.実線があら

かじめ与えられた目標軌道である.予見ステップ数Np

が増えるに従って,トラッキングエラーが小さくなるこ

とがわかる.一方,予測制御系では先に述べたように,

N2-10, Nu-9の時には不安定である.しかし, N2を

増やすことによって予見制御と同様に良好な特性が得ら

れる(図9).

5.ま　　と　　め

予測制御を動的計画法に基づいて解き,これを用いて

N2, Nuなどのパラメータの選定指針を与えることを可

能にした.リカッチ方程式を解くことにより,システム

の安定性のみならずどの程度まで未来の値を使えば良い

かということが予見制御系と同様に評価できる.この導

出法は,従来のGPCに用いられていた導出法と等価で

あることが数値的に検証された. (1992年9月30日受理)
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