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1.は　じ　め　に

最近,異材を接合した界面の強度評価が重要となり,

界面の力学･破壊力学に関する研究1ト5)が活発になって

きた.力学的観点から界面の一つの特徴として,界面と

表面と交差する点(以下界面端と呼ぶ)で弾性学上の特

異点となり,その点で応力が無限大となり,破壊の起点

となる点が挙げられる.この応力特異性については古く

から知られているもののその解釈や強度評価への適用に

関しては多くの混乱が見られ,検討すべき課題が残され

ているのが現状である6ト13)

本研究では,界面と自由境界が交差する2次元モデル

について,形状および材料組み合わせを自由に与えて,

その応力特異性オーダーを複数根･複素根も考慮して求

めるパーソナルコンピュータープログラムを界面強度評

価のツールの一つとして開発した.またいくつかの具体

例について本プログラムの解析結果と境界要素法

(BEM)による数値解析結果との比較･検証を行うととも

に,特に複素根･複数根となる応力特異性の場合の解釈･

評価について考察した.

2.界面端の応力特異性解析法

2.1　異材切欠モデル

本研究では図1に示す2次元2相の異材切欠モデルを

対象とする6).他にも各種モデルも考えられるが,最も応

用範囲が広いモデルである.たとえば,各材料のなす角

虞ol, 82を, o1--62-万/2とすると直線境界と界面が直

交する実際良く使われるモデル(フリーエッジモデル)

となり8), e1--82-3Tとすると界面き裂モデルとなり9),

両材料を同一材料とするといわゆるⅤ切欠モデルとな

る10).この界面端での応力特異性のオーダーをここでは

取り扱う.このオーダーは形状･材料の組み合わせによ

り,変化するばかりではなく,時には消失したり11),複数

生じたり,複素数となったり複雑である.界面を設計･

図1　異材継手モデル

評価するに際し,まずこの特異性を把撞する必要がある.

2. 2　Dundersパラメータ

2つの等方性材料の弾性定数として,ヤング率且,

E;,ポアソン比Z'1, Zhの4つの定数があるが, 2次元弾性

学上でこの特異性を支配するパラメータは以下で定義さ

れる2つのDundersパラメータα, βで十分であることが

知られている12)･13)

_LEI (X2+1)-JL2(xl+1)
α- JLl(X2+1)+JL2(xl+1) '

･-荒‡芸二王に芸霊二王ミ

XJ=

314Z/1　　(plane strain)

3- Z/J

1+vl
(plane stress)

(1)

(2)

表1は代表的な材料のヤング率とポアソン比を示す.こ

れらの材料の各種組み合わせについて, αとβを平面歪条

件で計算し,図2にプロットしている.通常応力特異性

はこのようなα-β線図上で表わされる.また図2の平行

四辺形内が実在の材料の存在域を示す(ただし,逆対林

性のため,右の半分だけ示している).さらに図の斜線部

はe1- -62-万/2の場合の特異性消失域(good pair)忠

よび応力特異性のオーダー九の等高線も併せて示す.こ

の場合は簡単な判別式により,後述の特性方程式を解か

なくても特異性の有無が判定できる14).
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表1　各種材料のヤング率とポアソン比の例

分類 疲��材料 �8H984�b�е����ポアソン比 

A ���鉄鋼(Fe) �#�b�0.30 

2 �4�8ｸ7邃�ﾂ��70.3 ���3CR�

3 �6�5�92�鋳�115.7 ���3#��

4 �;｢�7R��129.8 ���3C2�

5 ��B�竰�108.4 ���#C��

6 �*�*)�b�6鋳�200 ���2�

B 途�アルミナ(A1203) �3S��0ー20 
8 �%�ｸ*�*)�b�6�2��440 ����b�

9 �((嶌*�*)�b�6�4紕��304 ���#r�

10 伜�ｸ7ﾘ4�6ﾈ5h4X8��t��303 ����sR�

C 免ﾂ�石英ガラス 都2���0.17 12 �4x7ﾈ4ﾈ5h�闥�4.93 ���32�

13 �7ﾈ8ｨ4x5�6X8ｸ�闥�3 ���3��

2.3　特性方程式

このモデルについて応力特異性を決める特性方程式は

Bogy15)により導かれている.すなわち, 2次元弾性論･

応力関数法に基づき,界面での完全接合条件およびβ-

e1,-62境界での応力自由条件を課すことにより, (5)式

の特性方程式が得られる.すなわち,界面端からの距離

rとして,界面端近傍の応力場CIjは次式のような特異性

を有する応力場となることが知られている.

1　1

6ij∝F巧= F (3)

もちろん, ♪>1となって特異性が消失することもある.

またpが複素数となることもあり,その場合は次式のよ

うな振動特異性の応力場となる.

P-ぞ+iq

qz･j∝古くcICOS(qlnr)･C2Sin(qlnr)) (4)

この特異性のオーダー少は次式の特性方程式の根として

求められる.

Aβ2+2Bαβ+Cα2-2D8-2Eα+F-0　　( 5 )

上武のα, βは前述のDundersパラメータである.ここ

で,簡便のため次式の関数K (れX)を導入する.

K (9 ,X) -sin2(px) -92sin2X

( 5 )式の各係数A～Fは次式で表せる.

A-4K(♪,Ol)K(B,62)

B-2♪2sinelK (9 , 62) +292sine2K (9 , 01)

C-4P2(92-1)sin28.sin262+K(?, el-62)

D -2メ)2 [sin26lSin2 (962) - Sin202Sin2 (pel) ]

E--D+K(9,62)-K(p,el)

F-K(9,61+02)

(6)

(7)

図2　各種材料組み合わせのDundersパラメータα, β

(平面歪,図中の記号は表1の材料の組み合わせを示す)

〟 �FﾊR鶻鶻鉗鈑ﾔ｢�
0.175′ 

M 梯�N �� ��f 

Ⅰ~ ��J �� ��

0 175 �� �� �� �� ��1:0 

図3　複数型応力特異性の特性方程式の解法

2.4　特性方程式の解法

この特性方程式はカに関して非線形方程式となるので,

挟み込み法で根を求めた.クが実数となる場合は, 0<

♪ < 1の範囲でこの区間を100等分して根の存在範囲を

兄いだし,さらにこの操作を要求される精度まで繰り返

すことにより根が得られる.ただし,単一根ではなく,

複数となることに注意する必要がある.

また少が複素根となる場合は,本プログラムでは特性

方程式を!,-号+i符の実数部･虚数部に分離し, C, qに関

する2元非線形方程式に書き直し,図3に示すような2

次元の挟み込み法により求めた.すなわち,才一符図上

(0<f<1, 0<符<0.175, q<0の範囲は共役複素数
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根として求められるので,ここで考える必要がない)で,

根の存在範囲(たとえば四角形MNIJ)を兄いだし,さら

にその内部で存在範囲M'N'Ⅰ'J'にしぼりこみ,この操作

を根の要求精度を満たすまで繰り返す.このような方法

により,もれることなく,また複素根も含めて最大4個

の根が求められるようにした.

3.特性方程式の解析プログラムと解析例

界面の強度評価･設計のツールとして,この特性方程

式の解析のためのパーソナルコンピュータプログラムを

作成した.本プログラムはQuick Basicで書かれ, PC

-9800系のコンピュータで手軽に利用できる.入力は以下

のようになっている.

材料定数: 2つの材料のヤング率El,島,ポアソン比

Z'1, V2 (ヤング率の単位GPaとしているが,

El/烏の比できいてくるので,単位系に依

存しない)

形　　状: 2つの材料の角度el, 62(方向は反時計まわ

りとする)

平面応力･歪:平面応力(1),平面歪(2)を指定

(界面問題では平面応力近似は成立しない)

以上の入力により,特性方程式が作成され,特異根の数,

実数型ないし複素数塾の特異根♪および応力特異性の

オーダーA (1-1-1･, 6,〕∝1/rl)が求められる.本プロ

グラムのフローを図4に示す.

α= -0.9532583

β= -0.241124

PLANE STRAIN 1
PLANE STRESS 2

1

Routes of the equation(P)　　: 0.681875

Stress singularity order(ユニ1 1P) : 0.318125

図5　金属/エポキシ異材継手の特異性オーダーの解析例

α= 0.459696

β= 0. 1000689

PLANE STRAIN 1
PLANE STRESS 2

1

次に2-3の解析例を示す.以下ではすべて平面歪と

して解析した.図5は鉄鋼(S45C)とエポキシ樹脂の組

み合わせの01-1800, 02- 1900の場合の解析結果である.

この場合単一実根が得られ,応力の特異性はユニ0.318と

なる.図6は同一材料組み合わせの界面き裂の場合の解

析例である.この場合の応力特異性は複素塾となり,ユニ

0.5±isとなることが知られている.また, Sは次式によ

り与えられることも良く知られている.

8-妻n岩　　　　　( 8)

図7, 8は鋼(Cu)とセラミックス(Si3N｡)の材料組み

合わせを例とし,複数(この場合は2個)の特異性が生

じる例を示す.比較的近いオーダーの2つの特異性が生

図4　解析のフローチャート

α= -0.9532583

β= -0.241124

PLANE STRAIN 1
PLANE STRESS 2

1

Routes 9f the equation(P)　: 0.5+0.022i

Stress singularity order(ユニllP).'0.5+0.078i 0.510.078i

図6　金属/エポキシ界面き裂の特異性オーダーの解析例

α= -0.459696

β= -0. 1000689

PLANE STRAIN 1
PLANE STRESS 2

1

sR;uetassPnfiB…,ftqyua.tridOenr((PA)=1-P) … 3:喜豊紺書雪去票　sRtoruetsesssPnfgElea,ftqyua.tridOenr((PA)= 1 -P) … 8:宝3喜33呈塁2:温｡｡E一｡2

図7　Cuセラミックス異材継手の特異性オーダーの解析例　　　　図8　セラミックス/Cu異材継手の特異性オーダーの解析例
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じる場合もあり,後述のようにその解釈･評価に当たっ

て注意が必要となる.

4. BEMによる数値検証

図9に示す具体例(e1-900, 82-1900となる2相継手

の引張問題)について境界要素法2次元弾性解析(BEM2

D-EWSにより)16)を行い,前述の特性方程式から得られ

る理論解と比較した.図10はBEM解析から得られた界面

上(♂- 0)の応力を界面端からの距離rに対して両対数

図上で表示したものである.これから最小白乗法で求め

た傾き九は表2に示すように理論解と良く一致すること

を確認した.この場合はすべて単一実根となる例であり,

この場合はBEMなどの数値解析でも特異性のオーダー

を求めることができる.また応力特異性の係数C(diJ-C/

rl)が強度評価のパラメータとなりうる.

次に図7の複数根となる具体例として図11に示すモデ

図9　2相異材継手のBEM解析モデル(e1--62-才/2の例)

edJ^X&)BoJ■PdJ^D)Bo1　g＼J)Sol 101

100

loll

10-2
10~4 10~3　　　　10~2　　　　10~l

Log( r/W)

図10　界面端近傍の応力分布と特異性のBEM解析例

図11複数特異オーダーを持つ異材継手モデル

100

ルをBEM解析し,その界面上の応力をA点に着目して図

12に示す. 2つの特異性が重なった応力分布となるため,

直線性がなくなり,応力特異性のオーダーを数値的に求

められないばかりか,この応力場を規定するためには特

異性のオーダーのみならず,その分布形(βの関数)およ

び複数の係数も明らかにしなければならない13).複素根

の場合も同様である16).従来は複数根･複素根が生じる場

合でも,そのうち特異性の一番強い実数根ないし実数部

のみに着冒した評価･研究が多く7),大きな混乱が生じて

いるのが現状であり,今後の検討が望まれる.

5.ま　　　と　　め

異材の強度評価のツールとして界面端の応力特異性を

求めるプログラムを開発した.本プログラムにより材料

組み合わせ,形状を与えると界面端の応力特異性のオー

ダーが複数でも,複素数でも漏れなく簡便に求められる.

また異材継手の具体例につき, BEM解析も行い,その数

値解からも特異性のオーダーを求め,本プログラムによ

る理論解と良い一致を見た.ただし,これは特異性が単
一実根となる限られた場合のみであり,一般に特異性は

複数ないし複素数となる場合が多く,このような場合に

表2　特異性オーダの理論解と数値解

Meterial 燃е����I/ �;�<��A 

Si3N4 �3�B�0.27 蔦�紊c�2�ﾓ�����"�Theory:0.0853 BEM♂:0ー085 BEM7.:0.086 

Cu �����0.33 

Si3N4 �3�B�0.27 蔦����3"�ﾓ���C�2�Theory:0.0150 BEM♂:0.015 BEMf:0.016 

S45C �#�b�0.30 

S45C �#�b�0.30 蔦�纉S#2�ﾓ��#C���Theory:0.2823 BEMO.:0.280 BEMI:0.282 

EpoXy 滴�ｳ�2�0.33 

10~4 10-3　　　10~2　　　10~1　　10o

Log( 〟Ⅳ)

図12　界面端A近傍の応力分布と特異性
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は数値解析から特異性オーダーを決めることはできず,

そのパラメータや強度評価法についてはまだ不明なのが

現状である.　　　　　　　　(1991年12月6日受理)
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