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1　序

骨組構造の有限要素解析においては,せん断変形を考

慮する場合は線形チモシェンコはり要素,無視する場合

はBemoulli-Eulerの仮定に基づく3次はり要素が用い

られる.有限要素の剛性マトリックスは通常,数値積分

により評価され,線形チモシェンコはり要素では1点積

分, 3次はり要素では2点積分公式が使われる.これら

の数値積分点の位置と物理的な応力評価点の位置,ある

いは弾塑性崩壊解析における塑性ヒンジ発生点の位置と

の間の関係は,計算の実際において重要な問題である.

著者の一人は,応力評価点あるいは塑性ヒンジ発生点

の位置が明確な物理モデルである剛体･ばねモデル1)と

これらの有限要素モデルにおけるひずみエネルギー近似

式の等価条件を考察することにより,有限要素における

数値積分点位置と物理的な応力評価点位置の関係を初め

て兄いだした2).この関係を用いると,有限要素における

応力評価点を精密にホットスポットに合わせたり,塑性

ヒンジを厳密に部材結合部あるいは集中荷重点に発生さ

せることが可能となり,骨組構造の塑性崩壊解析の合理

化および効率化につながる.この方法は,文献2)におい

て, Shifted lntegration法2)と命名された.

Shifted lntegration法の塑性崩壊問題への応用に際し,

文献2)～4)においては,次のような計算手順をとった.

すなわち,塑性ヒンジの発生が予想される部分(クラン

プ端および集中荷重点)に正確に塑性ヒンジが発生する

ように,解析当初から当該要素における数値積分点をシ

フトしておいた.このため,塑性崩壊荷重値に関しては

収束性が著しく改善されたものの,要素数が少ない場合

の変位解の精度にはある程度の低下が見られた.これを

改善するためには,要素が弾性変形状態にある時は,級

形解析における最適位置(線形チモシェンコはり要素で

は要素中央点, 3次はり要素ではガウス積分点)に数値

積分点を配し,要素の一部が全断面降伏状態に入った直
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後に,その位置に正確に塑性ヒンジが発生するように,

Shifted Integration法を適用する方法,すなわち,一種

のアダプティブ手法を用いることが有効と考えられる.

本報告では,線形チモシェンコはり要素およびBer-

noulli-Eulerの.仮定に基づく3次はり要素による骨組構

造の塑性崩壊解析において,このようなアダプティブ化

されたShifted lntegration法を用いる手順を説明し,数

値例により,その効果を実証したい.

2　Shifted lntegration法におけるアダプティブ手法

2.1　線形チモシェンコはり要素

線形チモシェンコはり要素における数値積分点位置と

塑性ヒンジ発生点位置の関係は,図1を参照すると

S1--rlあるいはr1--Sl　　　　　　　　　(1)

と表わせる2).

要素全体が弾性変形状態にある場合は,対称性および

精度の観点から,数値積分点は要素中央(S1- 0)に位置

することが望ましい.この場合の要素内部における曲げ

モーメント分布M(S)は,要素中央点の曲げモーメント

〟およびせん断力Vを用いて次式により与えられる.

0 s1　　　1

〟1

-1　　　rl 0

〉く　NUMERICAL INTEGRATION POINT

◎　ROTATIONAL AND SHEAR SPRINGS CONNECTING

RIGID BARS (PLASTIC HINGE INCLUDING THE

EFFECT OF SHEAR FORCE)

図1　線形チモシェンコはり要素
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M(S)-MI V･(sL/2)　　　　　　　　　(2)

ここに,上は要素長である.上式より,曲げモーメントは

要素内で線形変化し,両要素端(S-± 1)のどちらかで

最大値(絶対値の意味)をとることがわかる.

空間骨組構造解析にこの要素を用いる場合,軸方向変

位およびねじり角は要素内で線形内挿され,したがって,

軸力およびねじりモーメントは要素内で一定値をとる.

2方向の曲げモーメント,軸力,ねじりモーメントおよ

びせん断力により表現された降伏条件との対比により,

要素内で全断面降伏の起こる位置が決定される.全断面

降伏後は, (1)式に従い,その位置に正確に塑性ヒンジ

が発生するように数値積分点の位置をシフトする.

なお,ここでの塑性ヒンジは軸力,ねじりモーメント

などの影響を含んだ一般的な塑性ヒンジを意味している

ことを注意しておく.

2.2　3次はり要素

Bemoulli-Eulerの仮定に基づく3次はり要素におけ

る2つの数値積分点位置と塑性ヒンジ発生点位置の関係

は,図2を参照すると

ri-±1/3S2 (i-1,2 : S1--S2) (3)

と表わせる2).

要素全体が弾性変形状態にある場合は,ガウス積分点

(sl-± 1/√す)が最適な積分点位置であり,最も良好な

線形解が得られる.この場合の要素内部における曲げ

モーメント分布は,次式により与えられる.

M-EIl(6S/L2)ul+((3S- 1)/L)el
-(6S/L2)u2+i(3S+ 1)/L)62]　　(4)

曲げモーメントは要素内で線形変化し,両要素端(S-±

1)のどちらかで最大値をとる.

空間骨組構造解析に3次はり要素を用いる場合,線形

チモシェンコはり要素の場合と同様に,軸方向変位およ

びねじり角は要素内で線形内挿される. 2方向の曲げ

I -1sl(--S2) 微3"�1 

∬βlX 棉5��β2 
･ー ��I 

ul u2

11　rl(=-r2)　　O r2　　　1

≡　　→.I--

×　NUMERICAL INTEGRATION POINT

⑳　ROTATIONAL SPRING CONNECTING RIGID BARS

(PLASTIC HINGE)

図2　Bernoulli-Eulerの仮定に基づく3次はり要素

モーメント,軸力,ねじりモーメントにより表現された

降伏条件との対比により,要素内で全断面降伏の起こる

位置が決定され,その後は, (3)式に従い,その位置に

正確に塑性ヒンジが発生するように数値積分点位置を移

動した上で計算が続行される.

3　数　　億　　例

前節で述べた,アダプティブ化されたShifted lntegra-

tion法の有効性を見るために,この方法を簡単な平面骨

組および空間骨組の塑性崩壊問題に適用した.

解析された平面骨組(門型骨組)および空間骨組は,

文献3)で解析されたものと同様であり,構造寸法および

材料定数については,文献3)を参照されたい.

骨組構造解析において仮定された降伏条件は次式によ

り表わされる.

(Mx/M,0)2+ (M,/M,0)2+ (N/No)2+ (Mz/Mz｡)2
-1-0　　　　　　　　　　　　　　　　　　(5)

ここに, Mx, My, N, Mzはそれぞれ曲げモーメント2

成分,軸力およびねじりモーメントであり,下添字oは,

それらの成分が単独で部材断面に作用した場合の全断面

塑性値を意味する.

3.1　線形チモシェンコはり要素

線形チモシェンコはり要素による空間骨組の塑性崩壊

解析結果を図3に示す.図3(a), (b), (C)はそれぞ

れ,常に要素中心点を積分点とする通常の有限要素法,

部材端に厳密に塑性ヒンジが発生するように部材端要素

のみの積分点を初めからシフトした方法,および本報告

で提案したアダプティブ化されたShifted lntegration法,

の3種類の方法による解の,要素細分化による収束の様

子を示している(図中の要素数は1部材当たりの一様分

割数であることに注意されたい).図3(a)および(b)の

結果からわかるように,通常法では塑性崩壊荷重の収束

がきわめて遅く,またShi允ed lntegration法の単純な適

用では塑性崩壊荷重の収束性は著しく改善されるものの

変位解の精度が低下する.これに対して図3 (C)のアダ

プティブ化されたShifted lntegration法による解は,崩

壊荷重および変位ともに,最小限の要素数でも,きわめ

て良好であり. 1部材2要素で実用上十分な精度の解が

得られることがわかる.なお,この例題のように,部材

端に荷重が作用する場合の最小限の要素数は2となるが,

荷重がスパン間に作用する場合は最小限の要素数は4と

なる.

3.2　3次はり要素

3次はり要素による平面骨組および空間骨組の塑性崩

壊解析結果をそれぞれ,図4と図5に示す.図4と図5

はそれぞれ,門型骨組および空間骨組に対する解析結果
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( C )アダプティブ化したSbi氏ed lntergration法

図3　線形はり要素による空間骨組の塑性崩壊解析

IJJJJJ 

② 

･①p,m且 
ノ 

二,,)r′ -1element/member 

---2elements/member 
-一一一一一.4elements/member 

---------8elements/member 

-.一一-.-16elements/member 

-flTfl 

00.0050.0100.0150.0200.0250.03 

∂/エ

(a)通常法(ガウス積分)

UJJJIJ 

P,8 

0-巨ま現 

o乳____ 

①〆二一一一ノ 

..iir/ 
.:,/ i/ 

0..i//-1element/member 
f',I-----2elements/member 

f',I....---4elements/member 

pZ/-一一.一一一.8elements/member 

o'111)l -00.0050.0100.015.0.0200.0250.03 

∂/エ

( b) Shi允ed lntegration法

IIJJJJ 

P,8 

･硯硯 

.② 
(∋ I-1element/member 

--2elements/member 

一一---4elements/member 

ltllll 

00.0050.0100.0150..0200.0250.03 

8/i

(C )アダプティブ化したShifted lntegration法

図4　3次はり要素による門型骨組の塑性崩壊解析

であり,アダプティブ化されたShifted Integration法に　　端要素の数値積分点を初めからsi-±1/3,すなわち要素

よる解((C)図)が,数値積分点をガウス積分点位置に　　　端部に正確に塑性ヒンジが発生するような位置に置いた

固定した通常の有限要素解析結果((a)図)および部材　　場合の解析結果((ち)図)と比較されている.
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( C )アダプティブ化したShifted lntegration法

図5　3次はり要素による空間骨組の塑性崩壊解析

線形チモシェンコはり要素の場合と同様に,アダプ

ティブ化されたSbifted lntegration法は,崩壊荷重およ

び変位ともに,最小限の要素数で,十分に良好な解を与

えていることが,これらの解析結果から確認される.こ

れらの例題のように,スパン間荷重が作用しないような

場合には, 1部材1要素によるモデル化で,崩壊荷重お

よび変位ともに,収束解とほぼ一致する,実用上十分な

精度の解を得ることが可能であることがわかる.

4　結　　　　　弓

線形チモシェンコはり要素およびBemoulli-Eulerの

仮定に基づく3次はり要素による骨組構造の塑性崩壊解

析において有効な,アダプティブ化されたShifted lnte一

gration法を提案した.本方法によれば,最小限の要素

数,すなわち,線形チモシェンコはり要素の場合は1部

材2要素, 3次はり要素の場合は1部材1要素で,崩壊

荷重,変位ともにきわめて高精度の解が得られる.すな

わち,本手法はきわめて実用性の高い骨組崩壊解析法で

あり,建築骨組構造物の耐震解析,海洋骨組構造物の最

終耐力解析などにおける,計算の効率化･合理化に大き

く寄与するものと考える.さらに本手法は,線形チモシェ

ンコはり要素あるいは3次はり要素を装備した既存の有

限要素解析コードに最小限の手間でインプリメントでき

る.座屈問題あるいは動的崩壊問題などに対する数値的

検討を現在進めている.なお,本研究の詳細は別途,公

表予定である5).　　　　　　　(1991年11月13日受理)
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