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LES計算に適切なスペクトル法アルゴリズムの構成   
OnaChebyshevPseudospectralAlgorithmAdequatetoLargeEddySimulation  
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1．序   

非圧縮性流れの満たす支配方程式は以下のN－S運動  

方程式と連続の式である．  

＋Ⅳ・∇〝＝－∇か十〟川  （1．1）  

∇・〟＝0  （1．2）   

スペクトル法で（1．1），（1．2）を解く場合Galerkin  

法・Collocation法・Tau法がある．流れ場に周期性を仮  

定することが妥当と考えられる方向についてはFourier  

Galerkin法を用いることが適当であるが，周期境界条件  

を持たない場合はCollocation法・Tau法を使う．また  

LESのように粘性係数が物理空間で変動する場合，波数  

空間で計算を行うことは効率が悪い．   

スペクトルCollocation法では空間の離散化は，Four－  

ier級数（周期方向），Chebyshev・Legendre多項式（非  

周期方向）などの展開で行う．  

ただしんG，月，釧ま離散化スキームによるマトリクス．  

（2．1）－（2．3）を同時に満たすため，Moin ＆ Kim  

（1980）1）はFourier－ChebyshevTau法を用い一方向非周  

期の平板チャンネル流れの捏の3成分と♪とを同時に解  

いた．この方法は特殊な技巧を用いており，上記流れ以  

外に用いることは困難である．またMoin＆Kimの方法  

だけでなくすべてのDirect Methodは非線形の粘性項を  

陰的に扱えない．Zang＆Hussaini（1985）2）は同じ流れ  

をFourier－GallerkinLChebyshev－Collocation法でIter－  

ativeMethodを用いて解いた．これらの方法はすべての  

境界条件を満たせるが非周期方向が複数になると必要な  

計算メモリと計算量の両方が相当大きくなる．   

このCouplingされる大型マトリクスを避けるために  

Time－Splitting（FractionalStep）法がよく使われてい  

る（Orszag19863），Zang＆Hussaini19864））．Time  

－Splitting法は圧力ステップと粘性ステップのどちらを  

先に解くかによって大きく2種類に分かれる．圧力ス  

テップを最終ステップにもってくる方法は境界上で境界  

に水平方向の境界条件を満たさない．よって境界が壁で  

あるときNo－Slip状態が得られない．したがって境界条  

件に敏感な移動境界問題（Taylor－Coutte流）に大きな誤  

差を引き起こす（Marcus19845））．またLESのように複  

雑形状を計算する必要がある場合には領域分割法を用い  

ることになるが，このとき小領域（Subdomain）の境界  

は計算領域の内部となることに注意することが必要であ  

る．一方，粘性ステップを最後にする場合，全ステップ  

が終わった時点で連続の式を満たしていない．   

またKle阜Ser＆Schumann（1980）6）は一方向非周期の  

チャンネル流れをGreen関数に基づくinfluence matrix  

法により解き，大型マトリクスを解く．ことなく壁面境界  

条件を満たす解を求めた．しかし，複数の非周期境界条  

件問題に対してはGreen関数を保存するための記憶容量  

はかなり大きい．   

以上のように半陰解法をLESの計算に用いようとすれ  

ば1時間ステップあたり非常に高価となるアルゴリズム  

ばかりである．半陰解法の主な利点は，安定条件が緩ま  

ることで時間刻み幅を大きく取れ，ある時間間隔享でで  

〟（∬，≠）＝∑宜（鳥，f）◎（た） 鳥  

ク（∬・才）＝写拍・チ）◎（射  

ただし◎は上記固有関数．  

（1．3）  

（1．4）   

本研究ではLES（LargeEddySimulation）計算に適  

切なスペクトル法の構成を試みて，そのアルゴリズムを  

用いて2次元正方キャビティの計算を行った．LESのよ  

うな計算で望ましいアルゴリズムは以下の2つを満たす  

べきである．  

1）LESはDS（DirectSimulation）よりも現実的な流れ  

場に用いられることが期待される．したがって3方向非  

周期な境界条件の流れ場を計算できるアルゴリズムでな  

ければならない．  

2）LESでは非線形の粘性項を扱う．このようなときでも  

経済的なアルゴリズムでなければならない．  

2．既存のアルゴリズムの検討   

時間の離散化は通常非線形の部分（対流項）は陽的に，  

線形の部分（粘性項）は陰的に取り扱う．非圧縮性流れ  

では音速が無限大であるから圧力項は陰的にしか取り扱  

えない． 止〟〟一入祝－G〟♪羊一月  inn（2．1）  

β〃・ル＝O  inn（2．2）  

u＝glVen  On∂fl（2．3）  
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比べると陽解法よりも優位であることである．しかし注  

意しなければならないのは，安定な手法は単に高周波成  

分の粘性拡散を人工的に減衰させるものであり，時間刻  

みを大きくすれば高周波成分の計算精度の保証はなくな  

る．時間スケールの小さい現象を計算するときには，時  

間刻み幅は少なくとも対流項の高周波成分が解像できる  

程度まで小さくしなければならない．これでも陽解法の  

粘性拡散安定条件の時間刻み幅より大きいけれど，LES  

の陰解法計算では一時間ステップごとの計算量がかなり  

大きく，陽解法よりも優位であるとは言えなV）．したがっ  

てここでは陽解法を選択する．■このとき陰解法で加わる  

高周波成分のダンピング効果は無く，安定条件を満たす  

ために時間刻み幅はかなり小さく取ることになる．  

3．LES計算のための陽解法のスペクトル法   

三方向非周期流れ場をスペクトル法で解くために，  

Ku，Taylor＆Hirsh（1987）7）・a）はChorinの時間一次精度  

のTime Splitting法に基づいて陽解法の非定常Cheby－  

Shev Psedospectral法を提案した．対流項と粘性項は陽  

的に積分され速度の予測子を求める．次にSolenoidalな  

速度場を得るために圧力Poisson方程式を解く．  

△♪＝－∇・（〟・∇わ＋孟（∇iⅣ）  （3・1）  

もし，NeumannあるいはDirichlet条件が境界各点で与  

えられると（3．1）は一意的に解を持つ．しかし，圧力に  

は速度のようにあらかじめ境界条件を与えることができ  

なく，圧力に対しての要求は♪の解によって求めた新し  

い速度場が境界まで含めて連続の式を満たすことである．   

本論文ではKuらの考え方に基づいて，高レイノルズ数  

の非定常流れとLES計算に適用できる時間の2次精度の  

陽解法を提案する．ここではTime－Splittingを使わな  

い．式（1二1）は対流項と粘性項を陽的に取り扱い次式の  

ように書き直される．  

晋主－∇♪十ダ  （3・2a）  

ダ＝－〟・∇〟＋リ△比  （3．2b）  

∇・〟＝0  （3．2c）  

F＝（FX，FY，PZ）と∇♪の時間方向の離散化はAdams  

－Bashforth法で行う．  

〟机＋号△f∇ク刀＝以乃・晋∇〆山・苦（3ダ”－ダ乃－1）（3・3a）  

∇・α桝1＝ 0  （3．3b）  

新しい速度場z，n＋lがソレノイダ）t／になるように，Cheby－  

shev一階微分マトリクス形式を用いて（3．3）式の発散  

を取って圧力PnのPQisson方程式を得る．以下簡単化の  

ため2次元の場合を例にとり説明する．  

苧［卦‰（慧）＋貰G㍍烏（監）］  

＝か＋告［卦‰（監＋3躇‰一路訂）  

＋貰G｝ユェ（驚＋∬y晋．‘一昭1）］ （3・4）  

ただしGXi，nとGil烏はそれぞれChebyshev一階微分マト  

リクスの要素である．また〃方1，Ⅳylはそれぞれ∬，ツ方  

向の境界上を含めた格子数で，膿，Ⅳyは〃ガト1，  

Ⅳyl－1．式（3．4）の中で境界のクとアズ，ダyの一階微分  

は分離され，（3．4）式は次のように変形される．  

苧〈羞礪．乃（景吼血ノ）＋羞G－㌔烏（署  
G｝㌔ぬ）〉＝が＋苦〈風私（監＋3躇荒∫  

一路訂）＋蓋G㍍上（驚＋併y誉．ェーFy訂1）＋吼1  

［一字（3誓一誓）＋晋（3Ⅳ乃－ダ”－1）］1，∫＋G範搬1  
［苦（3誓一誓）＋苦（3躇乃一路刀－1）］〃礼J・G】11  

ト告（3警一驚）＋苦（肝y乃－Fy乃－1）］1．∫  

＋Gil〃yl［一字（3晋一驚）＋苦（3Fy乃  

－ダy乃－1）］押1  （3・5）   

［］の中に注目すると，境界に垂直な未定の圧力勾  

配∇♪乃・几は境界上での運動方程式（3．3a）を用いて境界  

速度の時間差分項に書き換えられる．ただしルは境界に  

垂直なべクトル．また，  
∧一．Y  

β石抽＝∑G範柁G‰椚  （3．6a）  

〃y  

麒‰＝尾翼GIち・鳥Giち‘  （3・6b）  

とマトリクスを書き換えると，領域内部の圧力に適用さ  

れる式は，  
▲ヽ■1■1  

貨や適㌦貰朗読＝÷〈芸＋‡羞閲．椚  
（監＋3躇芸ノー躇岩）＋‡岩G羊．‘（驚  
＋∬y誓．エーFy買㌻1）＋G‰（彗壷也）＋銘湖  

（囁宕仏」）  
（3・7）  

＋G｝11（彗詳上）＋G｝1〃yl（哺㌔㌣）  

2＜ブ≦入リr  
2≡ブ≦ノVy  
式（3．7）の中にはまだ未知である境界上の圧力♪刀が含  

まれている．したがって方程式を閉じるために圧力の境  

界条件が必要である．ここで運動方程式の境界に垂直な  

成分を用いて圧力のNeumann条件を与えることができ  

る．他方，境界に平行な方向の運動方程式によってDiri－  

chlet条件を与えPoisson方程式を解くこともできる．こ  

のNeumann条件とDirichlet条件から解かれるそれぞれ  

の解は必ずしも一致しないので，境界上で2方向の運動  

方程式（3．2a，b）を満たす解は得られない1）．したがらて  

通常は垂直方向の運動方程式が優先される．本手法では，  

境界上の各格子点上で連続の式（3．3b）を満たすという条  
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件を用いる．  

ブ＝1とど＝膿1の境界上で，豊＝一昔と2方向の運  

動方程式により，  

岩間晶童〈慧・‡羞職椚（監・∬芸J  
一指1）＋G量1（盛妄娩）＋G範血（雌忘狐」）  

＋筈G羊．ェ（竿妄也）  （3・8a）  

ブ＝1とブ＝Ⅳylの境界上で，雷＝一霊と2方向の運  

動方程式により，  

筈叩晶＝号〈慧＋‡蔦G㍍‘（驚…Fy晋エ  

ーFy訂1）＋G－ち．（竿妄払）＋G－ち〃rl  

（喘憲伽1）・選：G範m（塩嘉姐）（3・8b）   

式（3．8）によって，圧力の境界値九1，九Ⅳrl，九力如  

札ノはタの領域内部の備によって表現され，その境界値を  

式（3．7）に代入し，内部圧力に関して線形方程式系が得  

られる．  
∧■＿Y ＜’l■  

∑且方言諺鋸＋′翼βy言動＝5＊ど・J   （3・9）  

見好㍍，βy蓑と5左の導きかたは文献8）と同じであるの  

で省略する．式（3．9）は［（〃ズー1）×（Ⅳy－1）］2の密  

マトリクスであり，三次元問題の場合には膨大な記憶容  

量が必要である．そこで本研究ではLynch（1964）9）の  

Tensor積法を用いて（3．9）式を解く．そのときは格子点  

数と同じオーダの記憶容量0［（〃才一1）×（〃y－1）］  

だけを要する．  

4．Tensor頼法による3－D Poisson方程式の直接解法   

式（3．9）は三次元問題のときには，  
」V 〃y  

∑り鮎㌣摘九．ム烏＋∑βy■加れ招 夕乃＝2            J＝2  
一入「Z  

＋ （4・1）  

乃 

と（4．1）は次の式によって表される．  

（∫ヱ⑳［ん㊥A＋β㊤ん］＋C㊤ん㊤ん〉ぴ＝β＊ （4．2）  

ここで，A＝［月方；m］，点＝［βy最，C＝［βZ互」，  

ん，∫r，∫zはそれぞれ（．Ⅳ方－1）×（」Ⅴ方－1），（．Ⅳy－  

1）×（〃y－1），（〃Z－1）×（〟Z－1）の単位マトリ  

クスである．またu），S＋はそれぞれ圧力とPoisson方程式  

の自由項に対応する［（〃方－1）（〃y－1）（〟Z－1）］  

長さの列ベクトルである．A，β，Cに対して，固有値A  

（A），A（β），A（C）と固有関数Q，P，0を求めると，  

Q‾1AQ＝A（A）  （4．3）  

P‾1月P＝A（β）  （4．4）  

0‾1Cり＝A（C）  （4．5）  

式（4．2）を変形すると，  

0‾1（9ん‾1（∋ん‾1（J之⑳［ん㊤A＋β○ん］＋C㊤ん㊤ム〉  

昭∫βん（昭Jβム）‾1抑＝0‾l㊤ん‾1㊤ん‾1β 
．6）  

けヱ⑳［ん㊤A＋β⑳ん］＋A（C）㊤ん㊤ん〉  

0‾1（∋ん‾l（∋ん‾1ぴ＝0‾1㊤ん－1（ら∫エー1合鍵   （4．7）  

蒜＝0－1⑳ん－1㊤ムー11〝  （4．8a）  

㌻＝0－1㊤ん－1㊤ムー1β＊  （4．8b）  

A（C）＝（入r（C）みざ）  （4．8c）  

ここで蒜，㌻は圧力打と自由項β書のz方向の固有関数0－1  

による展開成分である．  

［ん㊥（A＋1r（C）ん）＋β㊤ん］蒜r＝盲r＊  （4．9）  

蒜r＝［ん㊥（A＋ん（C）ム）  

＋β⑳んト1㌻r l∠γ∠〃Z－1  （4．10）  

式（4．10）でz方向の固有展開成分のおのおのに2次元の  

線形方程式系を与えることができた．式（4．10）の逆行列  

を求めるために，式（4．9）の［］中の部分に対して変  

換を行う．  

タ‾1∈）Q▼ユ［ん㊤（A十人γ（C）ん）＋β∈）ん］P∈）Q  

＝ん㊥（A（A）＋入r（C）ん）＋A（β）（軌㍍  （4．11）  

式（4．11）により蒜′は次のように表せる．  

蒜r＝P㊤Q（ん◎（A（A）＋入r（C）ん）  

十A（β）⑳ム］－1fト1⑳（㌻1かr  （4．12）  

これにより3次元問題は（〟Z－1）個の2次元問題に転  

換された．各γに対して，式（4．12）の解は4つのマトリ  

クス積で容易に解くことができる．  

タ＝（九〉，ク‾1＝（〆ゴノ），Q＝（触），Q▲1＝（q㌦）（4．13a）  

A（A）＋1r（C）ん＝〈（入α（A＋入r（C）ん）♂αf），A（β）  

＝（1β（β）毎）  
．ヽ’。Y－1  

月＝（γ坤＝ ∑】Q′β”；＊乃椚  
乃＝1  

（4．13b）  

g＝（ざ郎  
入β（A＋ん「（C）∫∫）＋入α（β）  

Ⅳy－1   

∑ 〆抑γ，岬〉  
？乃＝1   

（4．13c）  

♪戊‾1  

r＝（≠扉＝錮糊）  （4・13d）  

Ⅳy－1 読点＝（勒＝∑：久扉㌦）1∠γ∠〟Z－1  （4．13e）  

α＝1 最後に画有関数展開成分蒜rを逆変換して抄を求める．  
抑＝0㊤ん㊤ん蒜r  （4．14）  

Tensor積の手法は0（Nd）の記憶容量と0（Nd＋1）の計算  

量を要する．ただし♂は次元数で，Ⅳは一方向格子数．し  

たがって格子点数と同じオーダの記憶容量で計算を行う  

ことができる．  

5．計  算  例   

計算例として，2次元正方キャビティの流れを解いた．  

Casel，Case2のレイノ）t／ズ数はそれぞれ400と5000であ  

る．Tablelには計算条件を示している．計算結果をGhia  

ら（1982）10）の連続の式を厳密に満たす流れ関数一渦度法  

による格子数129×129の結果と比較した．Re＝400の場  

合に3桁までGhiaのデータと一致した．Re＝5000のとき  

も十分に一致する結果が得られた．  
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6．括  官   

本手法は境界上を含めた全領域で連続の式を満たす．  

マトリクスの数値解法は安定的なTensor積法を用いて  

いる．Tensor横法で3次元Poisson方程式を（〃Z－1）  

個の2次元問題に変換する展開式が厳密に導かれている．  

計算例としてRe＝5000の2次元正方キャビティを扱っ  

た．Ghiaの約1／10の格子数で計算したが両者はよく一致  

した．しかし本計算に用いた格子数は解像度が十分な範  

囲で最小に調整されたものではないので，【そ  

のまま上記比率が有限差分法に対してChebyshevPseuq  

dospectral法の高精度の比率を表すものではない．   

このアルゴリズムに領域分割法とマッピングを組み合  

せたものが，一般形状の流れ場のLES計算に適当なスペ  

クトル法であると思われる11）．（1990年10月30日受理）  

Tablel計算条件  
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CASEl  CASE2   

Re   400   5000   

格子数   25×25   41×41   

△t   7×10‾4   1×10‾3   
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図3 速度分布即の比較   
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