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1.は じ め に

乱流に対する流体の圧縮性効果は衝撃波を含む高速流

中で特に重要となる.その典型的例は衝撃波と境界層の

干渉である.現在,このような現象の研究のためには非

圧縮性乱流モデルをフアブル平均を用いて拡張後適用し

ているが1~2),いくつかの重大な問題が含まれている.た

とえば,2方程式型の乱流モデルでは渦粘性に対する圧

縮性の直接的効果は平均密度を通して取り込まれるに過

ぎない.その結果,乱流スケールが減少し,渦粘性が小

さくなるべき衝撃波の背後において,後者が過大評価さ

れる.

応力モデルにおいては,速度成分間のエネルギー分配

を決める圧力 ･歪み相関が中心的役割を演ずる.非圧縮

性乱流においては,圧力はポアソン方程式に従い,だ円

型的性格を強くもっている3).他方,圧縮性乱流において

は,圧力は一点における密度と内部エネルギーで表現さ

れる.圧力の特性に関するこの大きな差異は衝撃波の近

くで非圧縮性乱流モデルを直線的に拡張することに大き

な疑問を差しはさむことになる.

本論においては,圧縮性の直接的効果を渦粘性モデル

に組み込むことを試みる.われわれは2スケール乱流統

計理論4･5)より得られる理論的結果6)を用いることから始

める.この理論的結果は波数空間における2時刻相関量

で表現されているため,極めて複雑である.そこで3個

の乱流量を用いてこれらの結果を簡単化する.その結果,

圧縮性の効果は密度揺らぎの影響を通してモデル中に組

み込まれることが示される.

2.基 礎 方 程 式

圧縮性流体運動は3個の基本法則すなわち質量,運動

量,内部エネルギーの保存則に従う.これらは
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ipu-+志 pu-ua- - 豊 +孟 psqa (2)

ipe･妾 peua-孟 (pe豊 ト β雷 .卓 (3)

で与えられる.ここで,pは密度,uは速度,がま圧力,e

は内部エネルギー,Cは温度,JLは粘性率,JLeは熱伝導

率,射ま

拒 pl(蛋)2+‡(慧 )2〕 (4)

で定義される力学エネルギーの散逸率である.くり返し

上付き添字に関しては縮約の規則を用いる.

(1)-(3)を閉じるためには,われわれはもう一つの

方程式を必要とするが,それは熱力学関係式

p-Roe-(γ-1)pe
で与えられる.ここで,創ま気体定数であり,

e-Cye,y-Cp/CY
である (CV,Cpは定積,定圧比熱である).

3.非一様圧縮性乱流の本質

乱流に対する圧縮性の効果を記述するとき,何が本質

的であるか考えてみよう.われわれはまずβ,〟のアンサ

ンブル平均と揺らぎを

β-β〟+〟,β〟=〈β),

u-U+u',U-(a)

で定義する.その結果,(1)と(2)より

普 +Ua豊 +〈誓 〆〉A

･(pM% )B･･････････-0･ (8)

pM(誓 +Ua雷)+〈pMu′-誓 〉C

･〈pMU -雷 )D+〈p畑 ′a筈 〉E

+-- -o (9)

を得る.(8), (9)において,圧縮性の効果は2つのグ
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ループに分けられる.第1のグループは平均速度に関係

し,い)｡と　い)｡によって与えられる.第2のグループ

はい〉βと　い)かによって与えられ,速度の揺らぎに関

連している.

アンサンブル平均下でのレイノルズ応力は

RaP--((puquβ〉-pMUαUP)

ニー(β〟く〟′〝〝′β〉+--)　　　　　(10)

で定義される. (9)より(･)Cと(･)EはRdPに対して

pe (雷+慧･一号誓6-6)　(ll)

の渦粘性表現の形で寄与する.ここで,JLeはいわゆる渦粘

性である.圧縮性の効果は第3項に現れるが,これは平

均圧力項に吸収されてしまう.その結果,圧縮性の効果

は純のβ〟依存性を除くと,渦粘性表現の枠内では現れな

い.この事実は速度揺らぎに関係した圧縮性の重要性を

示唆しており,い)丘を通して〆に結びついている.

上の議論より,われわれは次の結論を得る:

(a) RaPに対する圧縮性の効果は密度揺らぎと密接

している.

(b)渦粘性表現の枠内では, RqPは平均密度を通し

て弱く圧縮性に関連するに過ぎない.密度揺らぎの

効果は応力モデルにおいても圧縮性の適切な記述の

ために必要と思われる.

4.圧縮性乱流に適切な変数

空気力学的流れの数値計算においては,フアブル平均

の概念がよく利用される.速度のフアブル平均と揺らぎ

は

uF-(pu)/pM, u'F-a-uF (12)

で定義される.この平均下では,レイノルズ応力は

RaFP - - ((puauβ)-pMu貫uf)

- -くpu′貫u′阜〉　　　　　　　　　　　(13)

で与えられる.フアブル平均の大きな利点の一つは密度,

運動量,内部エネルギーに対する平均方程式の簡潔性に

ある.

この平均にまつわる困難は現在の乱流の統計理論的方

法と整合しないことである.すなわち,

(u'F)- -(p'u')/pM* 0　　　　　　　　　(14)

となり,アンサンブル平均下でu′Fの方程式を取り扱うと

き,統計理論的手法が適用できない.しかし,フアプル

平均の利点を考えたとき,アンサンブル平均下でもでき

るだけこの利点を保持することが重要と思われる.

上の議論に基づき,圧縮性乱流に適切な変数を探そう.

まず,われわれは3つの保存則が

p, J-pu, W-pe　　　　　　　　　　　(15)

で書かれていることに注意する.この変数を用いる限り,

3個の保存則のアンサンブル平均はフアブル平均の使用

と同等である.すなわち,

i<j, -i<pu,

∂

jiPuF

(16a)

(16b)

にほかならない.さらに,強い密度変動の下ではpとuを

分離して扱うことは物理的にあまり意味がない.運動量

は力を通して測定可能であるが,速度自身は速い密度変

動があるときは直接測定できない.

5.平均方程式

アンサンブル平均を用いて物理量を平均と揺らぎに分

解する:

f-F+f', F-(f).　　　　　　　　　　(17)

ここで,

f-(p, j, W, a, e, 6, 9),　　　　(18a)

F-(pM, J, W, U, E, @, P),　　(lab)

f′-(p', j′, u)′, u′, e', e′, 'P′),　　(18C)

平均速度に関する限り,アンサンブル平均速度Uとフア

ブル平均速度uFを区別することはあまり重要ではない.

なぜなら,

J-pMuF-PMU+(p'u')tpMU.

同様な事情は内部エネルギーに対しても成り立ち,

W -pMeF-PME+(p'e')%pME.

他方,揺らぎj′は

j'-pMu'+p'U+pZu'-(p'u')

%pMu'+p'U

となる.同様に,

u)'%pMe'+p'E.

(21), (22)の第2項は高マッハ数の流れにおいては無視

できない7).

3個の基本保存則のアンサンブル平均は

晋･%pMUa- 0･

aP

ipMU- ･孟pMUα Ua- --a.Ta

･妾(R-a･pS-a) ,

ipME･孟pMEUa-孟( -Ha･pe雷)

-(pS-X)柏

となる.ここで,

P%(y- 1)PME,

(23)

(24)

(25)

(26)
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sap -雷+若Ii雷6-8,

a-P--Ⅰくu′-i,P･u,Pj,-,,

H-i <u,W,･j,e,,I

X --〈9,雷,,

･≒〟く(雷)2+‡ (雷)2,

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(23)-(25)においては,すでに述べたように, uFとUを

区別しなかった. (28)と(29)におけるu'とj′, u)′とe'の

混合は次のように説明できる. (1)-(3)から(23)-

(25)を導くとき, puauaとpeuaをjとWを用いて書き直

す必要がある.これらの量の対称性を考慮して

pu-ua-‡(uaj-+u-ja),

peua-i(uaw･jae)

(32a)

(32b)

と書き, (28), (29)を得る. Rap, H中のα′, e'は(21),

(22)を用いて消去でき,最終的にはp', j′で表すことがで

きる. j′, W′に対する方程式はu′, e'に対するものよりは

るかに簡単である8).

6.乱流量の選択

相関量RaP, H等は2スケール乱流統計理論4･5)をp',

j′, W′の方程式に適用することによって,任意のpM,

U,u)に対して計算することができる.これらの結果は波

数空間における種々の2時刻相関量を含み大変複雑であ

るため,現実的に興味深い現象の研究に適用できない.

それゆえに,適当な乱流量を用いて簡単化する必要があ

る.

乱流量を選ぶにあたって,密度揺らぎ効果の重要性に

注意する.さらに,平均運動量の方程式が3個の基本法

則の一つであることを考慮して,次の3個の乱流量を採

用する:

Kp - (p'2),　　　　　　　　　　　　　　(33)

K-i <j,2,･　　　　(34)

E-p〈 (雷)2･‡ (雷)2)･　(35)

ここで, Kは運動量揺らぎ強度を2p息で割った量であ

り,非圧縮性の極限では単位質量当たりの乱流運動エネ

ルギーとなる.もう一つの量Eはp孟Kの散逸率に対応

し,非圧縮性の極限では乱流運動エネルギーの散逸率に

一致する. uJの重要性を考えたとき,(W′2>とその散逸率

も採用すべきであるが,できるだけ簡単で圧縮性乱流の

本質を捉えたモデルを作るために, (33)-(35)で満足す

ることにする.

7. 3方程式モデル

2スケール統計理論から得られる結果を簡単化し,辛

均場, Kp, H, Eで表現する.その結果, 3方程式乱流

モデルを得る.最終結果は次のようにまとめられる.

レイノルズ応力

R -P-一号pMr6-P･ cppM筆-p･ cRfMfD-P･

(36)

ここで,

r=*M <u,aj,a,I (37)

D-P-U-祭+Uβ砦-号U砦E-P (38)

(CJL等は正のモデル定数,以下同様).

内部エネルギ-輸送量

H--CqpM芋vE-CHfM筆vKp･ (39)

膨張,収縮揺らぎによる仕事

X-cx(γl 1,喜怒E･

∬方程式

ip31K ･孟ph2JKUa+Ap

-pK- (pLE･pMX) ･誓･

ここで,

Ap莞〈j′bE,-cAKU砦,

pK - -くj,aj′b,誓IPh2IK誓,

･K -C葦V(p錐)･

ただし,

(40)

(41)

･j,aj′b, -ipAK6-P - C〝 p A21筆-p - cj fD-P･

(45)

∬β方程式

%･&Kp Ua- -gKp
- cplfKp +妾(cp2苧砦) ･  (46)
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E方程式

ip舶+孟pAUa･ CEl妾Ap

- cEl妾pH- CE2妾(蹴･…)

･孟(cE孝志蹴)･ (47)

8.考　　　　　察

本モデルのいくつかの著しい特徴を見てみよう.レイ

ノルズ応力に対する圧縮性の直接的効果は, (36)の第3

項で与えられる.この項はKpの空間的変化に関係し,Kp

は(46)で支配される. (46),特に右辺第1項は密度揺ら

ぎが平均速度の膨張,収縮によって引き起こされること

を明白に示している.レイノルズ応力はこのようにして

生じた密度揺らぎの影響を強く受けるのであって,平均

場の圧縮性の直接的効果は少ない.このことは,フアブ

ル平均によって圧縮性効果を取り入れようとする現行の

方法は十分でないことを示唆している.事実, (36)の初

めの2項で与えられる渦粘性表現は衝撃波を含む領域で

渦粘性を過大評価しがちである.本モデル中のgpに関

連した第3項は,固体壁の近くでgpの垂直微分が負で

あることから,渦粘性効果を実質的に減少させる作用が

ある.内部エネルギー輸送量においても, (39)の第2項

のgpに関係した項が渦拡散表現からのずれを与えてい

る.

(40)のXのモデル化に関連して,圧力を含む項のモデ

ル化は,特に注意すべきである.テンソルおよび次元解

析に基づくモデリングにおいては,勾配拡散の概念が役

に立つ場合が多い.実際, RaPやH中の渦粘性あるいは渦

拡散表現はこの概念を用いて推測できる.しかし,非圧

縮乱流モデリングにおいて,

〈u′p')∝VP　　　　　　　　　　　　　　　(48)

が成立しないことは周知の事実である. (40)を次元解析

だけから推測するのはかなり困章臣である.

KJ" K, Eに対する方程式は類似の構造を有してお

り,それぞれ生産的,散逸的,拡散(輸送)的項から成っ

ている.この構造は非圧縮乱流における2方程式モデル

とよく似ている.しかし, VKp, V･Uに関連した効果

が圧縮性の直接的影響として新たに現れている.

最後に,モデル定数について言及しよう.それらは

RuP :CJL (≒0.09), CR, :

H　:CQ (%0.1), CH:

X　:Cx:

K方程式:CA, CK (≒0.09), Cj (PK中);

Kp方程式:Cpl, Cp2;

E方程式　:CE., (≒1A5), CE2, (≒1.9),

CE3, (≒0.075).

ここで,かっこ内の値は本モデルの非圧縮性モデルへの

極限から得られるものである9).この極限値のあるもの

は2スケール統計理論からも妥当性が示される4･5).その

他の定数中で,乱流方程式間の対応関係より

Cpl≒1, Cp2≒0.1

が推論される.残りの定数は本モデルの実際的現象への

適用あるいは乱流の直接計算データベースから決定され

るものである.　　　　　　　　(1989年9月30日受理)
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