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主流が一方向流の乱流場の漸近解と境界条件
OntheBoundaryConditionfortheUnidirectionalTurbulentFlow

竹 光 信 正*
NobumasaTAKEMITSU

1.緒 言

工学上対象となる自動車周辺の流れ1),建物内外の流

れ2)などの乱流計算においては,その境界条件は層流計

算のように物体の壁面まで格子がきれないために,一般

に困難な問題 となっている.もちろんこうした境界条件

は,本来境界の状況に応じて与えるべき′ものであるが,

境界条件自体の解析的な性質がわかっていないことも

あって,現在のところ試行錯誤的に与えているのが実情

のようである.

以下,k-e2方程式モデルに話を限る.たとえばk-Eモ

デルの代表的な境界条件の一つである壁関数の導出は対

数速度分布の存在を前提としており,レイノルズ応力が

ほぼ一様になる領域 (壁座標で40-100)で発生項と消滅

項がバランスするという実験事実に基づいて導かれてい

る3)･4).したがって,壁関数が境界条件として標準k-eモ

デル5)と適正であるか否かについては,いままで全 くわ

かっていなかったように思われる.幸い,標準k-eモデル

は壁関数を漸近解の初項としてもつことを著者が証明し

た6).すなわち,標準k一gモデルの境界条件の一つの与え

方として,壁関数は標準k-EモデJt,と適正である.ただ

し,標準k-eモデルは2次の漸近解が発散項をもつので,

数学的に適正なモデルではない6).本論文において,工学

上の観点からklモデルの境界条件として壁関数にかわ

る適用性の広い境界条件を漸近解を使って提案する.

2.主流が一方向流の乱流場

座標系を図 1のようにとり,流れ場の代表速度V,代

表長さ上を使って無次元化

xa-Lxa,Ua-VUa,p-pV2P, ue-yL,e,

A-V2k,8-(V3/L)E,Rab-V2Rab

xa:位置ベクトル, Ua:速度ベクトル,

P:主流の圧力, zJe:うず粘性率,

k:乱流エネルギー, e:エネルギー散逸率

Rab :Reynolds応力, 7J:流体の動粘性係数

を施し, 〟でを摩擦応力として変換
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と書ける14).ここで,Cu, x,Chl,Ch2,ccn(n-1- 8)

はモデル定数である.

3.漸近解の初項

いま,Jが 小さく1>>IIyl(uT-COnSt.)として,方程

式系(3)～(6)の初項を

aU*/ay-UoyP,I/e*- zJ.yq,k*-koyr,e*-EoyS(8)

V
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が得 られる.

式 ( 9 ) , ( 1 2 )から

恥ι毛= 1 ,ク 十σ= 0            ( 1 3 a , b )

恥=々。
2ε
。,σ= 2γ一s            ( 1 4 a , b )

の形に仮定して代入すると,そ れぞれ

νOιむ
P+9=1               (9)

νO勢襲F+9驚咤市λ恥々0(c+‰襲√Ql~SQ♪

の11通りの可能性が得られる.

実際に,式(13)～(29)を連立させて解 くと,壁関数のべき

P=-1,9=1,γ =0,s=-1 (30)

を解 としてもつのは,(15)～ (18),(19)～(29)の組み合

わせで言うと,

I] [田 「出 L』 上旧

~1 2 9 1 , } m

の18通りである。ただし,

(i)乱 流解が得られない場合.

(ii)方 程式が独立でない場合.

は除外した。また,式 (30)が得られるとき,た とえば式

(18)の係数σ+γ
-1が 0に なることを注意しておく。さ

らに,組 み合わせ(31)にはε方程式の係数θ εz(η =1

～ 8)が 0と なる場合も許している。

この結果から,力方程式に発生項と消滅項があれば,ε

方程式には発生項,あ るいは消滅項がなくても壁関数を

解にもつ (see also(10),(11)).標準力εモデルはそれ

らのうちの一つの選択になっており,改 定かεモデルは

最も一般的な選択になっている.

結局,べ き(30)は壁関数

び*=み
`夕
++A+, %*=y,力 *=1,ε *=1/夕

 (32)

夕
+=R′πr」7,■+=`θπs′,

を与える。ここで,係 数島,ぁ,力。,εO,鳥 πτは実験10)10

により定まるものである。

なお, このときReynolds応力は

R12*=1                  (33)

である。

次に,も う一つの漸近解の可能性として,%τが小さく

夕も小さい場合 (したがって, 1ぐ 釧 Πy lとなる)が 考

えられる。このとき,式 (3)は

ぽ
等

=Ⅱ夕      m

となるから,方 程式系(34),(4)～ (6)の初項を式(8)

の形に仮定して代入すると,(9)の かわりに

ぁ1/0=Π,ク +9=1              (35)

が得られる。式(10)～(29)は同じである.

方程式(35),(15)～(29)を連立させて解 くと,解

ク=-1/2,9=3/2,γ =1,s=1/2    (36)

をもっのは(15)～(29)の組み合わせで言うと,た とえば

(15)と(20)～(23),etc,         (37)

のような35通りである10。これらのうち,最も一般性のあ

るのは改定かεモデルで,モ デル定数の間に

乃眺
2_ε

。+(3/2)λ恥々 0(QlQ2/2)=0   (38)

Cεl乃(ε。/力0)υ♂一θε3(ε02ル。)+λttε。(Cε4/2
-3εε5/2)+λ力02(_θε6/4+εε7/2-εε8)=0(39)

の関係がある。

(10)

(15α,ι)

(16a,b)

が得られる。また,式 (10)からは

(1) 2沙 +9=s, 乃 1/02_εO=0

(2)2夕 +9=σ +γ -2, ヵ ιら
2+λ

乃ヵO(ク十γ-1)

(γQl― sQ2)=0

(3) s=σ +γ-2,一 εO+λ恥力。(ク+γ-1)

(γQl― sC2)=0         (17a,b)

(4) 2,+9=s=σ +γ~2, 乃 1/02_εO+λ乃力。

(σtt γ-1)(γCた1-ま乳2)=0      (18a,b)

の 4通 りの可能性が得られ,式 (11)からは

(a)2p+9_γ +s=2s― ″,

εεl拗(εOル0)1/。
2_cε

3(ε02_ 。々)=0  (19a,b)

(b)2´ +9-/+S=c+s-2,

Cεl恥(ε。/ 。々)ιら
2+χ

l=0        (20a,b)

χl=λttεO{s(σ+s-1)Cε 4~γ(σ+γ-1)εε5}

(C)2ク 十c一γ+s=σ +S~2,

Cεl恥(ε。/力。)E/02+χ2=0        (21a,b)

χ2=λ力02(_s2cε6+埓 Cε7~γ
2cε

8)

(d)2s― γ=9+S~2,一 Cε3(ε: 0々)十χl=0 (22a,b)

(e)2s― γ=2γ-2,一 εε3(ε:力0)+χ2=0  (23a,b)

(f) σ  tt s-2=2γ
-2, χl+χ2=0       (24a,b)

(g)2夕 +クー/+S=2s― γ=9+S~2,

Cεl乃(ε。ル。)島
2_εε3(ε02ル0) +χl= 0 ( 2 5 a , b )

(h)2ク +σ―γ+S=2s― γ=2γ-2,

C.1%(ε。/力。)ιら
2_εε3(εる/力。)+χ2=0 (26a,b)

(i)2ク 十σ
―γ+s=σ +s-2=2γ -2,

Cεl恥(ε。/力。)島
2 +χ

l +χ2 = 0     ( 2 7 a , b )

(j)2s― ″=9+S~2=2γ -2,

~ε ε3(ε02/ヵO)+κl+χ2=0       (28a,b)

(k)2夕 +α―″+S=2s― ″=σ tt S~2=2/-2(29a,b)

εεl恥(εO/ 0々)ιアーε.3(ε02/ヵ。)十χl+χ2=0
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解 (36)を使うと,び
*,ぽ

,が ,ε
*初項は          眺 =8.7552～ 8.7903,磁 =-10.819～ -9.7021

び・=2E/0ノ1′2+Bキ
,咤

*=恥
夕
3′2,ヵ■=ヵO夕,                                (46)

ε*=εOノ
1′2                 (40)   が

得られる10.

B+:θ θ%s′, 乃眺=Π, 恥=力02/ε。

となる。このような速度分布は,は く離点近傍の境界層

において,実験的に確認されており10,lη
,また,理論的に

もいくつかの仮定を設けて導かれている17)1鋤。したがっ

て,この解析は,か εモデルははく離点近傍においても流

れの状態を正しく記述できる可能性を示している。なお,

この場合のReynolds応力は(7),(40)か ら

R12*=恥眺夕

となる。

4.漸 近解とその存在領域

以上の解析から,か εモデルは摩擦応力πτの大きさに

より,そ の漸近解の初項として壁の近 くで 2つ の解の形

の可能性があることが明らかになった。既報の論文611助

において論じたのは,壁 関数を初項 としてもつ場合であ

る。これは,Reynolds応力で言えばこれが一定の層が支

配的である場合で, 2次 元平行平板間の乱流場で圧力勾

配がχ方向に一定である場合,平 板上の乱流境界層で

″/欲 =0な どの場合に相当する。本節では,既報の論文

で得た解を使って, 2次 元平行平板間の実験データ,お

よびHOriutiによるLESの データベース1幼を使って漸近

解の存在領域を調べることにする。

さて,既報の論文において得られた漸近解は,夕が小さ

いとき

μ互 絆 :5凡 だ

)iよ

亀 .ノ説

=化 °+亀ノ)y}に
D

の形に展開でき,夕が大きいとき (Channelの中央)

yttI窯■五
'多
]tiミき2」

2   }に幼
y=ノ ー1/2,磁 =-1/■ 0

の形に展開できる。ここで,式 (41)におけるα。,島,θOは

漸近解からは1で あるが,デ ータや計算の信頼性を考慮

して未知数として計算する.

実際に,(41),(42)の形に実験データの～11)とLESの デー

タベース1幼を最小二乗近似すると,

α。==1.0017「0.1960,

αl =― ( 2 . 9 6 0 3±1 . 3 2 1 1 )

■0=0.0824± 0.0034, ■2=0・4844±0.3206

島 =1.0676± 0.2982,

b l =― ( 2 . 7 6 6 8±1 . 5 8 3 6 )

β。=0.1972± 0.0295, 32=5.0383± 1.4459

εO=0.9000± 0.1000,

ら =― (2.9661±4.0954)

εO=0.4194± 0.2189, C2=22.367± 13.302

次に, 0次 の解(壁関数 :式 (41)で初項のみ考慮する)

と実験データ0を使ってモデル定数6を 評価すると図 2

のようになる。この図の意味するところは,モ デル定数

6は 通常流れ場全体で一定と考えられているが,境 界条

件 として壁関数を与えるのであれば,モ デル定数εンの分

布 もまたこの図のように与えないと方程式系として正し

い解が得られないことを意味している。たとえば,計 算

の都合上壁に最も近い格子点が夕=0.05(た だし,y十ぇ

30)の位置にあれば,境 界条件を壁関数で与えてεν≒0.1

としてよいが,も し壁に最も近い格子点が夕=0.15の位

置にあれば,境界条件を壁関数で与えることも,6≒ 0.1

とすることも許されない (図2か らは,Cν≒0.17であ

る).こ の事情は,モ デル定数χについても同じである.

そこで,式 (2)と漸近解 (41),(42),(43)～(46)を使っ

てモデル定数6を 評価すると図3が得られる。この図か

ら明らかなように,漸 近解を使うとモデル定数一定の領

域は図 2に比べて大きく広がる。

さらに,実験データ0～10やLESの 結果1場と壁関数,漸近

解を比較すると図 4の ようになる。これらの図からわか

るように,境 界条件として壁関数と漸近解 と,ど ちらが

適切であるかは一目瞭然であろう。

すなわち,従 来境界条件として使っていた壁関数の存

〔膨τ与̀κ〕
2        EXPT〔

CLARK〕

|!||    1奎:撒

‖。ん棚ノ
| ] l l l , _

0   010  020  0.30  040  050 ノ

図 2 壁 関数を使つたモデル定数Cンの分布
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図 3 漸 近解によるモデル定数ε′の分布
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図4 実 験データと壁関数

在領域はきわめて狭 く,対 数速度分布の存在領域の広さ

とつじつまをあわせるために,た とえば舌L流エネルギー

カの分布はノ
十の座標でひきのばして説明されてきた.す

でに示したように,ま た本論文の解析で示したように,

壁関数は力εモデルの初項として確かに存在する。しか

し,ルの分布をノ
十の座標でひきのばしてみているのに,た

とえばエネルギー散逸率εの分布を夕の座標でみるのは

明らかにおかしい.

5.結      言

以上の解析から次のことが結論できる。

(1)主 流が一方向流の場合,力 εモデルは摩擦応力πτ

の大きさにより,そ の漸近解の初項 として2つ の解の形

の可能性がある。一つはπ̀が大きくReynolds応 力が一定

の平衡層が支配的な場合で,他 の一つはπァが小 さく

Reynolds応 力も小さい場合である。

(2)力 εモデルの境界条件として壁関数は一つの適正

な境界条件になっている。しかし,壁 関数の存在領域は,

速度分布を除ききわめて狭いので一般的な境界条件とし

て(43)～(46)を係数にもつ漸近解(41)を境界条件とする

ことを提案する。
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