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改定k-eモデルの解析的研究によるモデル定数の存在範囲
EstimationofModelConstantsinaRevisedA-eModelwiththeAidofAnalyticalStudy

竹 光 信 正*
NobumasaTAKEMITSU

1.緒 言

工学的観点からよく使われている乱流モデルとして標

準k-eモデル1)をあげることができる.実際,このモデJt/

は物理的観点からもよくできているモデルであり,また

モデル定数の吟味もよくなされている.しかし,不幸な

ことに,標準k-eモデルはこれを2次元平行平板間の乱

流場に適用した場合,2次の漸近解が発散項をもつので

数学的に適正なモデルではない2).

そこで,物理的根拠もあり,数学的にも適正な乱流モ

デルとしてYoshizawa3)･4)の統計理論の結果を利用した

改定k-eモデルを提案した5).ところが,この改定k-E

モデルのモデル定数の存在範囲はきわめて広 く,これを

工学的観点から使える形にするためにはもっとモデル定

数の範囲を狭める必要がある.その際,これを合理的に

狭めなければならないため,改定k-eモデルを2次元平

行平板間の乱流場だけでなく,乱流噴流,乱流後流,乱

流混合層に適用し,解析的研究によってモデル定数間の

関係式を導き,実験データによってモデル定数を評価す

ることにする.

2.改定k-eモデル

改定k-eモデルの一般形は,現在のところ次のように

書ける5).

警 三豊 +Ua% ‡ 慧 +慧 旦 (1)

D-鷲 - o (2)

芸 -p-e孟 (chlU濃上蓋(ch2Uef霊)(3)

告 -C-veg(慧 )2･cc2咋言驚 驚

-CE3かま(C-揺)

一言孟 (C亡5U濃)-CレCg6雲(霊)2

'東京大学生産技術研究所 第 1部

･cucc7吾悪 霊 -c ucE8(農 )2 (4)

ye=cy堅 (5)
E

ここで,Uaは平均流のベクトル (a-1,2,3),xa

は位置ベクトル,tは時間,D/DtはLagrange微分,pは

流体の密度,がま平均流の圧力,訓 ま膨張速度を表し,繰

り返し下つき添字は1から3までの和をとるものとする.

また,射ま乱流エネルギー,Eはエネルギー散逸率,ZJeは

うず粘性率を表し,kとEは擾乱速度ベクトルua,流体の

動粘性率Uを使うと,それぞれ

k-<uaua>/2,8-tJ<(aua/axa)2> (6),(7)

で定義される.<>はアンサンブル平均を表す.

式(1)におけるRabはReynolds応力で,Kroneckerの

デルタ記号6abを便うと

Rab--‡ kSabh e(普 +慧 ) (8)

とモデル化される.また,式(3)におけるPは発生項で

p-Rab慧 (9)

と書ける.なお,8方程式における第 1項と第 2項は,その

後の研究6)刊こより付け加えられた項で,式(3)～ (5)に

おけるCu,Chl,Ch2,Cen(n-1-8)はモデル定数である.

3.改定k-Eモデルの各種乱流場への適用

以下, x軸を主流方向にとり,それに垂直にy軸をと

る.おのおのの速度成分をU,Vとする.

3.1 格子乱流8)

改定k-eモデル(1)～(5)は格子乱流の減衰初期に

おいて,

k-AU2x~m,e-mAU3x-m~1 (10)

A-const%1/90,m-1.0-1.39)

の形の解をもつ.解(10)を(3)に代入すると,0(∫-m-2)で

CE3-1+1/m (ll)

が成 り立つ.

3.2 2次元平行平板間の乱流場5),8)

改定k-Eモデル(1)～(5)の解は,yが小さいとき

U*-lny'-(al+2)y+A',
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y+ : RuLt." !, A* : const ,

u " *  : !  (ao*  a ry ) ,  k *  :  bo*  b0 ,

u* :  (cs* cry)  /y
^  - L  - ^  - 1
u o - U O - L 0 -  I

の形に書け,夕が大きいときには, 1/=タ ー1/2とおいて

υ*=眺 +磁 y2,場 ホ=■ 0+■ 2y2,

力*=B。 +β 2y2,ε
*=cott ε

2 y2

の形に近似できる。ここで,無 次元化

″̀→レ α,硫 → 7銑 ,P→ ρ y2P,

力→ν%,た → 72ヵ,ε→(73/ι)ε

7,ι :流れ場の代表速度と代表長さ

および変換

び=(%τ /χ)υ*,力 =(%`2/プτν)が ,

ε=(び f/κ)ε*, %=R゛ χ%グ場
*,

鳥 =yL/ν (Reynolds数 )

を施した。

解(13)～(14)から,モ デル定数間の関係式

と評価される。

3.3 自 由噴流鋤

座標系を図 1の ようにとり,下 流方向の各点で運動量

ノ=二ρυ2の         1211
が保存すると仮定し,相 似変換

υ=鴫 F′(η), 銭=Cυ ノ(グ/χ)1/2, ′=4ノχ,
=々しL2G(η),ε=(魏 3/χ)〃(η),η=ッ/γ/πχ (22)

の形に近似でき,関 係式

但3a―の  2嘱 %-2導Q2=島Q   m

(12a) 五ノ, θ:θθπs′

を施す と,解 F , G ,〃 はηの小 さいとき(′はηに関する

(12b～d)  微 分を表す)

F′=1-の η
2,G=Q+ち

η
2,〃=島 +らη

2(23)

ら ら,ら, Q ,島 :ιθπs′,

(14a)
2《C“2あQε“=C“警れ  の

が成立する。ηが大きいときには解は

F=鳥 ―A′δら,G=島 δ鳥,〃 =Qδ 力   (26)

δ=後 ―
η,η。:噴流端おけるηの値

の形に近似でき,関 係式

(14b)    2ん ―
‰=1,(の -1)鳥2=c鳥 /2     (27)

鳥Ql~乃 Q2=%~1            (28)

場(Cε4~Cε6)~ん2(εε5+Cε8)+ん‰εε7

ら =0.05954～0.2282,Q=0.06085～ 0.07437

島 FO.1133～0.1384

ε●1~Cε3+λ(Cε4~εε6)=0,λ =χ2/γ/cν (15)     =‰ (的-1)               (29)

λう1%+λ (4+み1-α)の2=亀+q+4    (16)  が 成立する。

2λ4032Ql~2λ(■030ε2/εO)の=C。   (17)   式 (23)～(29)におけるら,あ,ら等は,実験データ10から
一(αl+bl―q+4)εεl+(ιl-26)εε3

+λ{―らlε.5+(~αl+α)εε6~らl Cε7}=0  (18)

2λ■。C 2 Cε4 ~ 2λ( 4 0ε。3 2 / 3 0 )εε5 = Cε3ε0 2 / B。

(19)

が得 られる。また,式 (12)～(19)におけるαl,ιl,■等は

実験データ10～14)とLESの データベース15)から

αO=0.8057～ 1.1977,  αl=-4.2814～ -1.6392,

bO=07694～ 1,3658,  ら1=-4.3504～ -1.1832,

θO=0.8000～ 1.000,  ιl=-7.0615～ 1.1293

ス。=0.07896～0.08574,■2=0・1637～0.8050,

30=0.1677～ 0.2267,  32=3.5924～ 6.4842,

εO=0.2005～0.6384,  ε2=9・0655～35,669

この場合,比 >>鉄 (比 :一様流)として下流方向の各

4′=2.1948-2.7683,

C=0.3194～ 0.5284,

鳥 =1.0027～1.1877

と評価できる (比 =0).

3.4 乱 流後流8)lη

=0.1513-0.2204,

=1.5027～1.6699,

=1.0008～13740

点で運動量

ノ=Aρび(び∞一のの
が保存されるものする。このとき相似変換

ι色一υ=υυ
ttη

),襲=4Dι色(χ/グ)ン2,■っ≒1

ヵ=ι砲2g(η), ε=(ι亀3/AD yθ購)力(η)

η=夕/4D yθν激=夕/′,″ :円柱の直径

を施すと,熊y,g,ん はηが小さいとき

/=1-α ″η
2,g=g″+み″η

2, ヵ=ヵ″十らη
2

の形に近似でき,関 係式

2ろ■の1-2θ磋の2=力″~働

2魏ら42れら5看ら32れ
が成立する。 ηが大きい場合に|ま, 解は

/=五 ″δ
α″,g=β ″δん,力=ε″δ y24

δ=η。―η,η′:後流端部におけるηの値

、 の 形に近似でき,関 係式

島

　
釣
　
％

( 3 1 )

}0

(33)

(34)

(35)

(36)
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速

2β″
―

γ″=1, η ′=23″
2α

″/θ″

β″Ql― ちQ2=α ″

γ″
2(cε

4~εε6)~β″
2(cε

5+Cε8)

+β″γ″Cε7=α″γω

が成立する。

式(33)～(39)におけるα″,ろ″,ε″等は,実験デー

α″=0.8615～1,7610,  b″=001174～0.1710,

c″= 0 . 0 0 7 9 2 4 - 0 . 0 9 8 0 2 , g″= 0 . 0 8 6 8 3 - 0 . 1 6 1 3

h″=0.08198～0.1523,

A″=0.6155～0.8591,  B″=0.05789～0.08132

C″=0.06746～0.1002, αω=1.4836-2.0909

ん =1.0584～1.2097,  均 =1.0957～1.4497

と評価できる。

3.5 乱 流混合層鋤'10

この場合,

硫 一1/0=鴫 =ω ηS′.

ιL, ιら:undistubed flow velocity

として,相 似変換

υ=島 +鴫 F′(η),力 =鉄 2G(η),

ε=襲 3〃(η)/χ,η =夕/77νL

を施すと,解 F,G,〃 は lη lぐ 〔1の とき

F′=F″ 十α″η,G=G″ 十ろπ(η
一
笏c)2,

〃 =為 十C″(η一笏″)2

獅ε,笏 ″:近似のための仮想原点

の形に近似でき,関 係式

れ髭け蹄をQ2~α屁十為

4.モ デル定数の評価

以上に得られた結果を使うと,モ デル定数は以下のよ

うに評価できる。ただし,以 下の解析においては,モ デ

ル矢=姜文κとδッ は

χ=0.4088, θν=0.08654            (51)

と固定した。

4.1 カ 方程式のモデル定数

まず, 2次 元平行平板間の乱流場の解析結果(16),

(17),(20)から 方々程式の 2つ のモデル定数Ql,Q2は

Cl=0.0079～ 48.456,Q2=~1・ 9681～45.767(52)

と評価できる。ただし,cl>0と なるものを選んだ。

同様にして,自 由噴流の解析結果(24),(28),(30),

および乱流混合層の解析結果(44),(48),(50)か ら,

Ql=0.7204～ 9.9702,62=0・ 0382～11.330(53)

Ql=0.1223～ 29.334,Q2=~16004～ 45.767(54)

となる。

結局,各 種乱流場に共通なモデル定数を求めるという

立場から,式 (52)～(54)の狭囲の狭いほうをとって

Ql=0.7204～ 9.9702,Q2=0・ 0382～11.330(55)

を力方程式のモデル定数の範囲とする。

4.2 ε 方程式のモデル定数

次に,ε方程式のモデル定数Cε3は,式 (11)から

C●3=1・8846± 0.1154 (56)

となるが, これは以下の計算では平均値1.8846で固定 し

てお く。そうすると,壁 乱流 (19),(20)と自由噴流 (25),

(30)の結果,お よび自由噴流 (25),(30)と乱流後流 (35),

(40)の結果か ら,そ れぞれ

Cε4=0・0006-9.9967, Cε 5=~6.4606-7.2282

(57a)

Cε4=0・0076-9.9633, Cε 5=~3.6790-7.0996

(57b)

が得 られる。 こ こで,

(i)ε ●4>0, ( i i ) l  ε ε41, l  εε51<1 0  ( 5 8 )

となるような数値 を選んだ。結局 (57a),(57b)か ら

Cε4=0・0076-9.9633,Cε 5=~3.6790-7.0996(59)

をモデル定数εど4,Cε 5の範囲 とする.

次に,(59)と乱流混合層の結果 (45),(40)を使 うと,Cεlは

(37)

(38)

(39)

夕181から

肋税C_2場Qε“=―αttac_十Cを
が成 り立つ。η〕≫ 1の きには,解 は

F′=1~■ 2δク,G=B2δ 夕,〃 =ε 2δク

δ2=ら ~η,い :η=∞ としたときのηの値

の形に近似でき,関 係式

助の
一

蜂=1,の βゲ/C2=民 2+(1+島 /銑 )篠

んQ2~γ
2Q2=α

2

後
2(cε4~Cε6)~β22(cε5+εε8)+β272Cε7=の72

が成立する.

α″=1.1829～1.3465,    ι″=-0.8714～ -0.1724,

θ″= - 0 9 3 6 7～- 0 . 0 0 6 9 9 1 , L = 0 . 5 ,

C=0.02714～ 0.04071,   比 =0.01989～0.02983

■2=1・5788～4.1947,    32=0・ 01207～0,01688,

C2=0・09392～2.6526,   鋳 =1.8831～2.6526,

β2=1・2984～1.3709,    後 =1.5583～1.7064

(46)

(47)

(48)

(49)

式(44)～(49)におけるα″,ι″,陽等は,実験データ19から εεl=0.7762-8.3594 (60)

と評価できる。また,モ デル定数εε6は,(50),(60)と壁

乱流の結果(15)を使うと

Cε6=~1・ 9426～21.335 (61)

となる。したがって,モデル定数εε7は(59)～(61)と壁舌L

流の結果(18),(20)から

εε7=~62.163-102.37 (62)

と評価できる (眺=0).

と評価できる。そうすると,Cε8は(59),(61),(62)と自

由噴流の結果(29),(30),舌し流後流の結果(39),(40),

| | l l l I 1 1 ! l l l l ! l l l ! 1 1 ! | | | | l l l l ! : | | | | | | ! ! ! l l l l l l l l ! ! l l l l l l l l l ! ! | l l l l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! ! l l 1 1 1 1 1 1 1 : l l l l l l l l l l l l l l l l 1 1 ! l l l l l : | 1 1 ! ! ! l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l : | | | | | | I I I I I l l l l l l l l l : | | | 1 1 ! | | | | | | | l l I I I I I I
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表 1 各 研究者により評価されたモデル定数

速

εν Q Q2 Q εε3 ὲ 4 Cε5 εε6 Cε7 Cε8

Standard

Yoshizawa

Hamba

Horiuti

Nisizima

0.09

0.0785

0 069

0.064

0.09

1 . 0

16.18

4.93

0.91

0 89

9.17

1.74

0.27

0.33

1.45

1,70

1.16

1 45

0.80

1 . 9

1.70

1 9

1 . 9

1 9

0,77
- 1 4 . 5 9

0.033

0.80

1 . 1 1

- 2 7 . 5 0

- 0 . 5 2

- 0 4 2

1 . 1 1

- 1 5 . 5 9

- 5 5 . 1

0.59

- 1 5 . 5 9

- 1 5 8 . 9

1.67
-  1 . 1 1

- 1 2 5 . 6

1 48

1 . 1 1

および乱流混合層の結果 (49),(50)か らそれぞれ

θε8=~523.96～ 477.40,

-195.81-192.31,-128.36 ―́V156.87 (63a― c)

が得 られる。 したがって,(63)の 共通範囲 として

Cε8=~128.36～ 156.87         (64)

が得 らオしる。

結局,ε方程式のモデル定数 として

Cεl=0.7762～8.3594, Cε2=2.2969±01809■,

Cε3=1.8846±0.1154, Cε4=0・0076～9,9633,

Cε5 = ~ 3 6 7 9 0～7 . 0 9 9 6 , Cε6 = ~ 1・9 4 2 6～2 1 . 3 5 5

εε7 = ~ 6 2 . 1 6 3～1 0 2 . 3 7 , Cε8 = ~ 1 2 8 . 3 6 - 1 5 6 , 8 7

(65)

が得られる。

4.3 統 計理論およびLESに よる評価との比較

最近,LESの データベースを使ってカーεモデルのモデ

ル定数の評価がHamba2の とHoriuti21)によってなされた。

これらの数値 と標準カーεモデル1),Yoshizawaつ による

統計理論の評価,お よび西島2のの結果を比較して表 1に

示す。

この表をみると,モ デル定数εン,Cε l,Cε3以外は各

研究者により評価された数値に共通性は見られない。し

かし,改 定カーεモデルですべての乱流場に共通なモデル

定数を見いだすことは,細 かい精度を問わなければ必ら

ずしも不可能ではないと思われる。

4.4 モ デル定数の再評価

そこで,強 い条件0,お よび表 1の 数値を参考にしてモ

デル定数を以下のように再評価しておく.

Cl=0.7～ 5.0,   Cl=(1.7～ 0.3)a2 (66)

i l i l l & i l義 1 0

5 .結    言

改定カーεモデルのモデル定数の範囲を合理的に定め

る一つの方法を示し,実 際にそれらをすべて評価した。

本研究をすすめるにあたり,本所NSTグ ループの御支

持と御討論を戴きました。とくに,本 所吉澤徴教授には

貴重な御討論 を戴 きました.こ こに記 して厚 く感謝致 し

ます。             (1988年 10月11日受理)
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