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ヴォロノイ図を用いた流れ場計算手法の構成
ConstractionofaFlowSimulatingMethodBasedonVoronoiDiagrams
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1.概 要

比較的複雑な流れ場の数値計算においては,境界条件

の表現法と計算時間が問題 となることが多い.前者は計

算点の配置に対する自由度を増すことにより改善される.

後者については主に離散方程式を解 くための行列計算の

速度に依存しており,ここでは並列計算機を有効に利用

できることも重要である.

流れ場の数値計算手法として,差分法は離散方程式を

効率のよい反復法で解 くことができるため計算時間の点

に優れる.しかし,計算点の配置が座標系に依存するこ

とは大きな欠点である.一般座標系の導入はこの欠点を

ある程度改善するが,格子生成法に対する過大な負担と

いう問題を生じる.また比較的単純な形状に対しても,

計算点の配置を適切に定めることが著しく困難である場

合が少なくない.

本稿で提案する計算法では,計算領域の離散化にヴォ

ロノイ図を用いることにより計算点を座標系によらず任

意の位置におくことができる.ヴォロノイ図は計算幾何

学の概念で,空間内に置かれた離散点の勢力圏を表す領

域分割図である.離散化法には有限体積法を,アルゴリ

ズムにはSIMPLEを適用する.離散式行列の解法には差

分法で用いられるものと同等の点反復法を適用すること

ができ,最も計算時間を要する反復計算の部分では十分

なベクトル化が可能である.

以下ではこの計算法の概要を述べ, 2次元層流におけ

る計算例を示す.

2.離散化 の方法

2.1 ヴォロノイ図の導入

ナビェ ･ストークス方程式に基づ く流れ場の数値計算

において,基礎式は一般に輸送方程式として与えられる.

有限体積法では計算領域を有限個の小領域 (セル)に分

割し,このセルにおいて物理量卓の輸送方程式を体積積
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分した式,

/voL% dV-/sJ･dn･LoLBdV (1)

を離散化の基礎方程式とする･上式で工oLdVは体積積分

を,/sdnは境界面での面積分を表す･Jは面での全フ
ラックスベクトル (V:速度ベクトル,Il:拡散係数より

J-Z)i+IIVが ,nは面の法線ベクトル,Bは卓の生成量

である.

従来の有限体積法では離散点の配置およびセル分割は

座標系に沿って行われ,セル形状は6面体 (2次元では

4角形)になる.ここで,(1)式の左辺および右辺第 2

項の体積積分はセル内の代表値により評価される.また,

右辺第 1項はセル境界面において面の近傍点を用いて離

散化され,それらの点の相互の影響係数を与える.これ

らから得られる離散式は一般に,

aci c- E aNBs NB +b (2)

ただし,C:セル代表点,NB:座標軸に沿った近傍点

の形で表される.αは影響係数を∂は定数項を示す.これ

は隣接点との参照関係において差分法と同等であるため,

効率のよい反復法で解ける一方,離散点配置における欠

点も差分法と共有している.

ところで,(1)式はセル形状を制限していないので,

従来とは異なるセル分害桐こより新たな離散化式を与える

可能性を持つ.ただし,セル分割には次の条件が課せら

れる.

(丑 領域が透き間なく,重なり合わずに分割される.

② 各セJL,は内部に一つずつ離散点を含む.

③ 各セルは凸領域で近似される.

本研究では上記の条件を満足する分割法として,ヴォ

ロノイ図の適用を提案する.ヴォロノイ図は領域内に分

布する離散点 (Xn)の勢力圏,n
V(Xi)-∩〈X id(x2,X)≦d(Xj,X)〉 (3)i-1

ただし,X :領域内の点

d((Xi,X):X王,X間の距離
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による分割図である1).図1の 自丸の離散点に対し,太線   と 表される。

がヴォロノイ図によるセル分割を表している.計 算領域    こ こで,式 (4)におけるノは2点 X°,Xlを 結ぶ方向に

の境界もセルの境界 となると考えると, このような閉じ   と られており,ヴ ォロノイ図による分害Jでは境界面と垂

たセルが必ず各離散点の周りに構成される。 2次元では,  直 になるため,(1)式 右辺第 1項 の内積は容易に計算さ

計算領域内部のセルは常に凸多角形で,セ ル境界は隣接   れ る.

点 との垂直 2等分線で与えられる.3セ ルの境界交点は   2.3 勾 配ベクトルの補間

離散点による3角 形の外心である。 (1)式 左辺および右辺第 2項 の体積積分は従来の計算

以下ではヴォロノイ図を適用した場合の(1)式 の離散   法 と同様に,

化法について概要を延べる。

2.2 面 フラックスの補間

(1)式の右辺第 1項 はヴォロノイ図によって得られる

(代表点での値)×セル体積 (5)

多面体セルの各境界面において一定値をとるとして評価   く ,代 表点における物理量ψの勾配▽ψを正しく定義す

される。ここで,各 面は近傍 2点 を2等 分しており,そ ることが必要である。これはまた,高 次スキームを導入

の位置関係 (たとえば,面 aに 対し点XOお よび点Xl)は    す る場合にも利用される。

正規座標系における通常のセル分割によるものと変わら

ないことが注目される。よって,面のフラックスノの評価

には従来の有限体積法における方法をそのまま用いるこ

とができる幼。たとえば,

ノ= %φノ
ー(「/ι)△φ

lst Upwind:

φノ={:|  夕言|
2nd Central:

φノ=1/2(φ
l十

φ
O)

QUICK:

み={が1携膨ll鰐賃|
△φ=(φl―

φ
°)

Jφ:▽φの2点を結ぶ方向の成分

図 1 ヴ ォロノイ図によるセル分害1

で評価される。右辺第 2項 の表式は変数φによって異な

るが,他 の物理量の 1次微分の積和で表されることが多

本節では,上 付添字は離散点位置を,下 付添字はベク

トルの成分を示し,総 和記号は隣接点の個数の和をとる

とする。

まず,考 えている代表点XOの隣接点の 1つ をI″わとす

(4)  る と,境 界面での▼ψの 2点 を結ぶ方向の射影成分は1

次線形補間により,

"ψ り ぁ=出
   “

)

と表される。 IXわ ―XO は Xが ベクトル量であるので

その大きさを表す。また,XOで の▽ψのこの方向の成分

と(▽ψ
″り″6との差をとると,

け
″b =刊

弊 導 掃
―▼ψ¨ ″わ   ( 7 )

となる.θ″6は2点 を結ぶ方向 (すなわち,面 に垂直な方

向)の 単位ベクトルである。(7)式 は各隣接点について

得られるので,δψ
″らの重み付け2乗平均,

F=Σ (g″bてψ″b″″り  g″ わは重み係数  (8)

を評価関数として▽ψが定義される.

1      す なわち,▽ ψの成分 (任意の直交座標系)を 独立と

して,

餡
= 0      0 )

が各成分について得られ,こ れらは以下の連立 1次式に

まとめられる.

[A]▽ψ=r                (lo)

ただし,4αら=Σ (g″b(θ″b)α(θ″b)b)

恥 =Σ ](g″。(θ″b)α(▽ψ″りα)

α,らは▽ψの座標系でとる

ここで,Vψ
″みを与える近接点が,次 元数(=2:2次

元の場合)個 以上あれば(10)式は独立になり,代 表点で

l l l l l l I l l l l l l l l l l l l l l l l I I I I ! l l l l l l l ! l l l l l l l l l l l l ! | | | | 1 1 1 1 1 ! | ! l l l l l l l l l l l l l l l l l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! ! | I I I I I I l l l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! l l l l l l l l l l l l l ! l ! l l 1 1 1 1 1 1 ! ! l l l l l l l l l l l l l l l l l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! ! l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 !

85



研 究 速 報 l l l l l l l l l l ! ! l l l l I l l ! ! l ! l ! 1 1 ! ! l l l l i l l l l l l l l l l l l l l l l l l ! l l l l l ! l l l l l ! ! I I I I ! ! l l l l ! ! l l l l l ! l l l 1 1 1 ! l l l l l ! ! l l l l l l ! ! l l l l l l l 1 1 ! ! l l l I I l l : ! l l l l ! l l 1 1 ! l l l l l l l l l l l l ! l l l l !

の▽ψの各成分が得られる。ヴォロノイ図による分割で
3.計 算手法の構成

はこれを満たしている。

8 6    4 1巻 1号 (198 9 , 1 )

式(10)はまた,点 XOの 近傍での線形近似式,

ψ=ψ O+▽
ψ
°。(X一 X°)          (11)

に対する最小 2乗 法の表式とも解釈できる。

以上の手法によって得られる離散式は,

αεφ
ε=Σαttφ詔+み           (12)

ただし,ε  :セ ル代表点

AB:ヴ ォロノイ図による隣接点

とまとめられる。式(12)において,一 般に,隣 接点の数

はセルごとに異なる。ただし,正 規座標での等間隔格子

のようにヴォロノイ図による分害Jが従来のセル分害Jと同
一の場合には,式 (12)は式(2)と一致する。

2.4 連 続式の評価

連続の式については,従 来の有限体積法でのノンスタ

ガード格子 (すべての物理量が同一格子で解かれる)に

拡張されたSIMPLEア ルゴリズムが適用される鋤.

まず,連 続の式を体積積分し前述の輸送方程式と同じ

セルで離散化すると次式を得る。

Σ](“S)″b=0                       (13)

ただし,η ろ:セルの境界面

S:境 界面面積

π :面に垂直な速度成分

式(13)の速度成分%は,境 界面を挟む2点 Xl,X° で離散

化された運動量式 (式(12)でφ=π とする)を平均して得

られる次式であたえる。

%=″―グ(▼P)″ (14)

(  )ク :“の方向成分 (Xl,X°を結ぶ方向)

″=[{(Σαttz認+ゲ)/αε}1

+{(ΣαttπM+ι')/αε}0]/2

√ :式 (12)の係数

ι
' :式

(12)の圧力Pを 含まない定数項

{ }1,{ }0:Xl,X。 での値

グ=[(y/ρ αC)1+(y/μ ε
)°]/2

y:セ ルの体積, ρ :密度

(▽P)″=(Pl― PO)/ι

二 :Xl,X° を結ぶ方向の距離

ここで,(14)式 中で圧力勾配項は式(12)の定数項ろに現

れる表式と異なることに注意されたい。

SIMPLEの 仮定により,

π=π*十π
' P=Pキ

十P'          (15)

が,PⅢ :近似値 が ,P':修 正値

を(13),(14)式に代入し,π
'項

を省略すると修正圧力P'

の離散式が得られる.こ れは(12)式の形にまとめられ,

参照される近傍点は輸送方程式と同一である.計 算アル

ゴリズムは従来のSIMPLE法 に従う。

生 産 研 究

前節に延べた離散化法を実際の流れ場計算に適用する

と,計 算手順は以下のようになる。

① 格 子点の定義 (配置は任意)

② ヴ ォロノイ図によるセル分害1

③ 位 置,形 状の情報の計算

④ 参 照配列の生成

⑤ SIMPLEア ルゴリズムによる繰 り返し計算

計算速度を上げるためには,最 も計算時間を要する繰

り返し計算の効率化が重要である。特に,離 散式行列の

反復計算においてはベクトル化による十分な加速が期待

できる。本研究ではベクトル化による加速率に優れた行

列解法 として,マ ルチカラーSOR(Successive Over―

relaxation Method)を 採用した4).

各点での離散式(12)において参照される近傍点が規格

的でないことは有限要素法に類似する.近 傍点における

座標量,物 理量は参照配列 (リス トベクトル)を 用いて

間接的に参照される。また,前 述のマルチカラーSORに

おける順序づけも参照配列により行う。手順④はこれら

の配列の生成を意味する。

4 .計 算例 と結果

離散点の配置が異なる場合の結果を比較した。計算対

象は正方キャビティー流れで定常層流とした。図 2に 2

種類の計算格子を示す。図で細線は格子点の配置を,大

線はセル形状を表している。格子 aで はノン・スタガー

ド格子による従来の手法と同一のセル分割が得られ,離

散式も一致する.格 子 a, bは ,同
一の計算プログラム

で解 くことができる。図 3に レイノルズ数1000の結果を

流線図で示す。

最後に,図 2格子 a(計 算点数40×40)に おける各手

順の計算時間を表 1に示す。反復計算の収東条件は離散

化式の無次元残差103以 下 とした.計 算 には汎用機

(HITAC―M680H),並 列計算機 (同S820H80)を 用い

た。両者のスカラー演算速度は同程度であるので,反 復

計算は並列計算により約25倍に加速されている。本計算

手法では反復計算に至る前に幾つかの手順を要するが,

反復計算に対し計算量として十分小さいことがわかる。

また,正 規座標系における従来の計算手法との比較で

は,ベ ンチマーク・プログラム→を基準とした計算速度で

約10倍となった。比較に用いた計算手法は正規座標系ス

タガード格子を用いたSIMPLEア ルゴリズムによるも

ので,定 常計算においては効率のよい計算手法とされて

いる→。格子点配置の自由度が飛躍的に高いこと,並列化

による加速率が十分に期待できることから本計算手法の
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正方領域のセル分割例

→

図3 正 方キャビティ流れの計算例 (層流、Re=1000)

表 1 各 手順の計算時間

報

図 2

ベンチマーク基準

セル分割 6 .4  sec
位置,形 状情報  2.6 sec

参照配列 0.32sec

反復計算   113 sec 4.Zsec

122   sec

正規座標有限体積法

計算速度は満足しうるものと考える。

5 .結    論

有限体積法における領域の離散化に,計 算幾何学の概

念であるヴォロノイ図を適用することにより,新 しい流

れ場数値計算手法を構成 した。

この計算法 を 2次 元層流キャビティ流れに適用 し,差

分法,有 限体積法による従来の計算手法に比較 して格子

配置の自由度が飛躍的に高 く,計 算時間において劣 らな

いことを確認 した。      (1988年 10月13日受理)
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