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レイノルズストレス輸送方程式に基づく数値解析のための

モデル化の方法
ModellingforNumericalSimulationBasedonReynoldsStressTransportEquation
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ShuzoMURAKAMI,ShinsukeKATOandYasushiRONDO

本報ではLaunder,Rodiらの既往の提案による応力方程式モデルについて,そのモデル化の概

要を解説する,また,その有効性を渦粘性モデルとの比較等により検討した.さらに,2次元

等温流れ場について代数応力方程式モデルによる計算結果例を示し,A-e型 2方程式モデルの

結果と比較している.

1.は じ め に

室内気流の数値計算では乱流モデルとして一般的にk

-e型 2方程式モデルが用いられている.このk-eモデル

は等方的な渦粘性の概念に基づいたモデルであり,比較

的単純な流れ場では,実用的に満足できる結果が得られ

る.しかし一般の建築空間内は吹出口や吸込口,あるい

は温度分布等があり,ス トレスの異方性やStream Line

CuⅣature等が大きな問題 となることも多い.このよう

な場合 には,非等方k-E型 2方程式モデル (西島,吉

釈)1),Rodiのモデル2),Launderのモデル3)等,標準的な

k-eモデルに対する改良モデルが提案されている.一方,

洞粘性の概念を用いない応力方程式モデル (Differential

StressModel,DSMと略記する)等のレイノルズス トレ

スの輸送方程式に基づ くモデルでは,これらk-eモデル

で問題 となる点を回避することが可能である.

本報では,Launder,Rodi4)5)らの既往の研究に基づき,
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応力方程式モデルの構造を解説し,その有効性を渦粘性

モデル (EddyViscosityModel,EVMと略記する) と

の比較等から検討する.また 1例 として2次元等温流れ

場について代数応力方程式モデル (Algebraic Stress

Model,ASMと略記する)による計算結果 とk-8モデル

の結果 と比較する.

2,応力方程式モデルの概要

2.1 レイノルズス トレスの輸送方程式

非圧縮性のNavier-Stokes方程式から得 られる近似 を

施さないレイノルズス トレスの輸送方程式は以下のとお

りである.

普 +孟(乙扇 )- -(読 慧+読 慧)

霊膿_I_乳_(_C_,

:'( ,I, ';. 'り

U普 十 7J塘 十 V

- 2 リ 莞 ･慧 I U(莞 ･莞 ･驚 )

(1)

以下,各項の物理的意味やそのモデリングについて解

説するとともに,このレイノルズス トレス輸送方程式を

平均流U" 2次モーメントutu,とエネルギー散逸率Eで

closeさせる方法について説明する.まず(1)式の各項に

ついて若干の説明をする.

(1) utu,の移流項 (Cuと略記する)

(1)式左辺(A)部分はu乙u,の実質微分項である.

(2) ulu,の生産項 (PtJと略記する)
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(1)式右辺(B)部分は%めの生産項であり,応 力方程

式モデルでは,こ の項をモデル化せずに直接扱いうると

いうことが最大の利点となる。

(3)圧 カー歪相関項 (Φ″と略記する)

(1)式右辺(C)部分はストレス間のエネルギーの再配

分を行うという役割を持つ項である。この項の持つ最も

重要な性質の一つはそのトレースがゼロ,す なわち,

ΣΦ″=0                 (2)

である。このことは乱流エネルギーたの輸送方程式中に

は圧カー歪相関項が現れないことを意味する。したがっ

てたのレベルには何ら寄与しないが,ノ ルマルストレス

間のレベルの再配分には寄与する項である。たとえば,

2次元乱流で%ぞ,%夕の生産項はゼロでないが,ィ の生産

項がゼロである場合でもィはゼロでない。これは%:が他

のノルマルストレス(%ぞ,%′)からエネルギーを圧カー歪

相関により,譲 り受けるからである。応力方程式モデル

ではこの項の近似が最も重要な課題の1つである。

(4)%蒟 の拡散項 (D″と略記する)

(1)式の(D)部分はストレスの拡散項である。すなわ

ち,ス トレスの空間的な輸送に係わる項である。

(5)%め の散逸項 (ε″と略記する)

(1)式右辺(E)部分はストレスの散逸項である。一般

に高R′数領域では粘性による拡散項 ((1)式 (D)部分の

νのかかる項)は 無視できるが,ε″は
一般に無視しえな

い。というのは,た とえば室内のような閉空間内で(1)

式を積分すればら,D″,Φ″等の輸送項はほぼゼロになる

が,鳥びはあるレベルで存在する。したがってこの鳥プに釣

り合う項としてε"が必要となる。またε″とaプの最も大き

な差異は,εメま変動速度の微係数間の相関を含んでいる

のに対し,D″はこれを含んでいないことである。粘性消

散が問題となる非常に小さい空間スケールにおいて,こ

の変動速度の微係数はかなり大きなものと評価される。

ε″が
一般に無視できないということがこの点からも理

解される。

2.2 レ イノルズストレスの生産項 (F″)

応力方程式モデルの秀れた点の1つは,ス トレスの生

産を正しく評価することができることにある。

Launder。はストレスの各成分とこれらの生産との関

連を
“
Etemal Triangle"と呼ばれるモデルを用いて以下

のように説明している.

(1)純 粋剪断流におけるストレスの生産

∂a/欲 2=λ (=Const>0)で ある流れ場を考える。

表 1上段にレイノルズストレスのλによる生産項を各成

分ごとに示す。表 1よ リシアストレス笏%2の生産項(P12)

は負である(・.・%,>0)。 したがつて%1%2は負となる傾向

が非常に強い。また%1%2が負となればπその生産項は正と

なり,%:は 増カロする。一方,%3,%:の 生産項はゼロであ
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るが,圧 カー歪相関 (Φ″)|こより, %子からノルマルス ト

レス間のエネルギーの再配分を受ける。以上のような剪

断流におけるストレス間の関係を図 1中 に実線矢印の連

鎖で表している。

(2)2次 的な歪みがある場合におけるストレスの生産

前述の純粋剪断流でさらに∂磁/axl(=δ >0)と いう

2次 的な歪みが微小であるが,存 在する場合を考える。

この 2次 的歪みによるレイノルズストレスの各成分ごと

の生産項を表 1下段に示す。表 1よ りわかるとおり,%1%2

の生産項の絶対値は大きくなり,そ の結果%1%2の絶対値

も大きくなる。さらに%,も大きくなる。

以上の連鎖を図 1中 に破線矢印で示す。このように生

産項を通じてストレスの各成分は互いに深 く関連してい

る。またこのような現象を正確に記述できるモデルとし

て,応 力方程式モデルは,大 きな魅力を有している。

23 圧 カー歪相関項 (Φ″)

圧カー歪相関項はモデル化に際して最も議論の多い項

の一つである00。

(1)圧 力の変動成分に関するポアソン方程式

圧力の変動成分に関するポアソン方程式は次式である。

:°協~栽 しれ笏~M)2場。畿
( 3 )

この式の解は次のように表現される。

:tZ(3歳 晰生励

+2場。誘)ギ

tI(ウ場 場́(ウ))あ′ (4)

灘悔醜 つ扇λ ―%夕λ

議燿議 -Zutu2B ―″?δ

図 1 舌し流のEt e r n a l  T r i a n g l e

― :a臥/ン2=えによるストレスの生産
――一 ――― ;ac/2/銚=δによるストレスの生産
― :圧カー歪相関によるノルマルストレスの再配分

表 1

P12P33Pll島



ここで,乙等は,今考えている点の圧カタの座標九から

‰だけ離れた座標で,(4)式 の体積積分は,この座標系に

より行う(図2参照)。また4の座標での変動流速を%と

表記する。

(4)式を用いて以下(1)式中のΦ″を検討する.Φ″中

の一部 /́ρ・∂%ノ∂場は次のようになる。

:。雛
=通∫∫∫v(`機紗。髭
+が誘:等・雛)ギ+S髭 (5)

ここで(4)式右辺第 2項の表面積分をSと表記した.

(5)式中でプライムを付けた変数(厖等)と付けていない

変数(均等)は独立であることより,(5)式 は次のように

なる。

:。雛=務り鷹(デ難錐籍
+ 2勝

毯 穿 }ギ + S 2等 ( 6 )

さらに(6)式で用いたx′はrで置き替える (ただし,r=

(χ
′一χ)).このとき,微 分に関し,次 の関係が利用でき

る.た だし,|をは幼の固定を意味する。

金()14=金()14     (7)

者弥()|ィ
=―

:説()14+者 詠()14 (8)

また2点間の速度相関(%′%Dは rの変化に伴い急激に変

化するとしても,流 れ場の非一様性がそれほど強くない

場合は,この値はγ(=lr )を 固定すれば,xの変化に伴

う変化は小さい。またほぼ一様な流れ場においては,

今(14≒0である。したがつてい)式は次のように

近似される。

者詠()|`=一:ち()14     (9)
この(7),(9)式 を用いて(6)を変形すると

:・雛
一通∫∫∫v{二券維争
十培券・電移行)ギ+S:等
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したがって(1)式 中のΦ″は次式となる。

Φ″=t肌1£競劣亡蒟=_4
t夏 _弥聯

十摯 }tF+S(3芳十:維) はD
―――――――――

て3)  ~~~~~~~‐ て℃)

Φメま(11)式からわかるとおり,次 の 3つ の項からな

る。まず,(11)式中(A)項は速度の変動成分のみに関与

する項である。これに対して(B)項は平均速度の勾配に

も関与する。また(C)項はポアソン方程式の解に現れる

表面積分 (S,(4)式 )に起因する項であり,後 述のよう

に壁面境界の影響に関連する項である。(A)項をΦ颯め,

(B)項をΦ釈かまた(C)項をΦ鰺と書いて以下別個にモデ

ル化について説明する。

(2) Φ ″(D(Return to lsOtropy項)

最も一般的なΦ漱。のモデルは次のとおりである。.

Φ漱。=― a場(総笏
_=ら ヵ)       (12)

ここでCl=1.8である。またた/εは乱流の時間スケールを

表している。

このモデルの妥当性を以下の考察により検討する。壁

の影響がなく,一 様であるが,非 等方的な乱流を考える。

一様であるため,レ イノルズストレスの生産項および

Φ″("はゼロであり,減 衰する乱流である。この場合,レ

イノルズストレス輸送方程式は次のようになる。

イ筋筆
=Φ″①

一時      0

ここで次式で定義されるストレスの非等方性を表す無次

元テンソルを導入する。

α″≡磁 =けソカ     0
これを用いると(12)式は次のように書 くことができる。

Φ教"=― Clε α″ (15)

(13)式より,α″の輸送方程式は次のように表現される。

参
=ウ {饉嶽。十εα炒 に。 =ら

ε)) 。 ①

また後述するように高Rι数領域ではε″≒2/3らεである

ので(16)式は,

争=÷ω以。十εα♪      に つ
ここでΦ″を(15)式で表現したとすると,(17)式は,

争
=。 一の 場

α″       l181

もし,(1-Cl)ε/力を定数と考えれば,α″の解は次のよう

になる。

4 0巻 6号 (1 9 8 8 6 )



2 7 2   4 0巻 6号 ( 1 9 8 8 . 6 )

α″=C。が
1~CI)=`             (19)

このような流れ場では,当 然αメま時間と共に減衰す

る。一方係数Cは 18が 最適と考えられており,この値の

もとでは(19)式のαメま減衰することになる。またΦ″く。が

持つ本来の性質である対称性および, トレースがゼロと

いう性質を(12)式は備えている。これらの考察から,(12)

式のモデルは一応の妥当性を有するものの1つであると

考えられる。

たとえば(12)式でグ=′=1,す なわちΦlく。を書き表す

と次のようになる。

Φlゅ=―C場所―=あ       90
もし,流 れ場が非等方で%子が2/3たより,大 きければ,

このΦlx。は負となり%rを減らす方向に再分配,すなわち

等方的にするという働きがある。

(3) Φ″(2)(Rapid項)

(11)式(B)項の最も一般的なモデルは以下のとおりで

ある8).

Φttυ=―C2(為~=δ,PD
ここでC2=0・6

一見してわかるように(21)式は(12)式と対をなしてお

り,(12)式 のRetum to lsotrOpy項に対して(21)式は,

Productionを等方化するという性質を有している.

(21)式は以下のような考察に基づくモデルである。

境界近傍を除いた積分領域内で(11)式(B)項 に現れる

平均速度勾配がほぼ一
様 と見なせるとすれば, この部分

を積分の外に出すことができる。したがってΦ″(のは次の

ようになる。

Φ颯ヵ=場謗Zに 難籍幾努)ギ
(22)

壁面近傍では平均流勾配が大きく,積 分の外に出すこ

とは困難であるが,こ れに伴う誤差は,次 節に示すΦ′

(Wall refrection項)に よって補償されているものと位

置づけることができる。

この(22)式右辺 の積 分 のモデル化 の一 つがQIM

(QuaSi―ISotropic Model)と呼ばれるものであり,次 式

で表される。

Z《 争 ギ
= 2π の″   1 2 3 1

ここで

αρ々″=α幼%ハリ+β (%′%たoブ十%′笏のた

+%′らの″+%`%たδ方)十εレた場δ″

十(ηδ′″d湯十υ(あ′oた十ぁ潔路))力   (24)

これは(22)式の積分項 (2点 相関係数の 2階 微分項の

体積積分である4階 テンソル)を レイノルズス トレスの

18
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線形和で表現できるとし, もとの積分の持つ添え字の対

称性 (疑似的な等方性に通じる)を 有する形式で表現し

たものである。したがって(23)式を用いて(22)式を表現

すると,

Φ“ゅ=傍し″グ+婦     の
次に(24)式中の数値定数を決めるために,力 学的な制

約条件等からの考察を行う。すなわち, もともとの積分

形 ((5)式 )よ り,αった″=0で あるので,次 の関係が成立

する。

(α+5β tt C,)% %́た十(2βtt η+4υ)δ″力=0 (26)

この式がすべての2,力 で成立するためには次のよう

になる。

α+5β +α =0,2β  tt η+4υ =0      (27)

また(23)式で力=ノとして縮約を取ると,

の″=場
Z摯 ギ     ②

もし,(28)式中の 2点速度相関%`%,が″のみの関数であれ

ば,グ7は 4π/2″と書き直せる。これが成立し,一 般に′

→∞で%′%`→0と考えられるので(28)式は次のようにな

る。

ά た々=2%′%′                         (29)

したがってこの(29)式および(24)式から,

(3α+4β)総%′+(2C`+3η +2υ)δ″力=2%`%′ (30)

したがって

3α+ 4β= 2 , 2α + 3η+ 2ι= 0 (31)

(26)式および(31)式より,α,β,η,ιはαで表現するこ

とができ,こ れを用いてΦ萩のを書き直すと次のようにな

る9)。

Φゎ=_(C`+Ocち_毛1湯′り

_00%2)ヵ(傍十彎)
一旦守テ笙(D毎―÷らつ先た)    (32)

ここで

'毎=(呻 十呻 }  00
またα=04が 最適 とされている。この(32)式がQIM

の一般形である。(32)式の中の 3つ の項は,そ れぞれト

レースがゼロとなり,Φ ″の備えるべき性質を持ってい

る。

QIMの バ リエーションとして(32)式の主要項のみを

残し,数 値定数を調整するという,簡 略化の考え方があ

る。 こオしがIPルI(Isotropitization of production Ⅳlodel)

である。.

(32)式の 3つ の項にかかる係数はα=04を 代入して
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午
=∝ % , 7 =∝ B , 7 =∝ n

(34)

したがって,(32)式 中では右辺第 1項 が他に卓越してお

り,ま たその物理的意味の極めて明解な点をも考慮して

この項のみを残す。すなわち,

Φtta =―C2 (島~=ら え)      O D

これがIPMに よるモデル化であり,(21)式 にほかならな

い。また数値定数Cに ついては等方乱流に関する考察か

ら06と いう値を一般に採用している。

(3)Φ ′ (Wall Reflection項)

(11)式中の表面積分項(S)に起因する項 ((11)式(C)

項),す なわちΦ′をここで考える。この項は壁が圧力変

動を反射するという効果 (echo effectと呼ばれる)を 考

慮したものである。

直観的には,壁 に垂直方向のノルマルストレスは,壁

近傍で減衰するという,壁 の存在のス トレスに対する影

響を表すものである。表 2に 一
様剪断流中のストレスの

非等方性 (α″,(14)式 )お よび,乱 流境界層壁近傍での

ス トレスのフト等方性を示す。 こ の表からわかるとおり,

壁近傍では,%3は かなり減衰し,そ の分流れ方向のノル

マルス トレスπそのレベルが高 くなっている。Φ′は次式

で表現できる。
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Φ‰=成1電(M%ツπ就=羽πツ%ツ

=羽。%ルの×/(み) 00
Φ%〈ヵ=(農lα(Φたィヵ″πりら一=Φ“ヵπルツ

ー=Φゅπりπ9)×/(る) 00
ここでα=0.5,C`=0.3

上添字 (ω)は 存在する壁の番号を指し,物 は壁の総

数である。また″りは″番目の壁に垂直な単位ベクトル

%くのの力成分を意味する。またχツはω番目の壁からの垂

直距離である。

(38)式はShir10によるモデルであり,(39)式はGibson

Launderll)によるモデルである。

(38),(39)式に共通に現れる/(′/χ9)は Φ鰺が乱れの特

徴長さ′と,壁 からの距離χりの比によヒ例するであろうと

いう考察によるものである。この乱れの特徴長さ′は一般

に力"2/εと考えられ,し たがって/(′/χ9)と して次式が

通常用いられる。

バ〃χ9=瘍
    “

0

ここでC =́25で ある。

しかし,こ れらのモデルは実際には表 2で示したよう

な壁近傍における再分配の状況を十分には表現しえてい

ない。たとえば,こ の場合についてΦttDを実際に表すと

Φ徴。=Φ徴。=α う房
×
光    0

Φ‰ =α
i 1  2 /分

×
蛯   0

すなわち,(42)式 では,壁 近傍で%3が減衰することにつ

いては再現できているが,(41)式 からわかるようにエネ

ルギーの再分配をz:,%ζにそれぞれ同等に行ってしま

う。ところが実際には表 2か らわかるように%:への再分

配はほとんど見られない。

またこれらのモデルは平面壁を対象にしたものと考え

てよく,円 管内流れや曲率をもつ壁近傍では別途の工夫

が必要である。

24 ス トレスの拡散項 (D″)

(1)式 中の2プのモデルについてここで説明する。まず

D″中に現れる%`笏πたのモデル化を考える.一 般に%,笏鶴

等,高 次の相関項は,よ り次数が高くなるほど平均流に

及ぼす影響は小さいと考えられ,あ まり厳密なモデル化

は必要でないとされている。HattaliC―Launderl力は

%蒟π々の輸送方程式中の生産項の一部に着目し,次 のモ

デルを示している。

Φ′=みII(ウ務ψ′(:等十:筆)
―ク′(離+券)場(ウ))パ′ 00

ここで∂/∂π
′は壁表面での法線方向微分を,あ は表面

要素を示している。この項はΦlll,およびΦ颯"のそれぞれ

に対応する項により構成されるものと考えられ,お のお

のをΦ″(1″,Φ颯2Fと記す.す なわち,

Φ′ =Φ″(lμ
ttΦ

″(2″ (37)

このΦ′の一般性のあるモデル化は非常に困難であり,

現在のところ,平 板に沿う流れのような単純な流れ場を

想定してモデル化がなされ, これが通常用いられている。

以下,こ のようなモデルの代表的なものについて概要を

述べる.現 在,最 も一般的に用いられているモデルは以

下のようなものである。

表 2 レ イノルズストレスの非等方性6●つ

ク:/カー2/3   勿3/カー2/3   %:/カー2/3 -uru"/  k

一様剪
断乱流

-018 0 32

乱 流
境界層

(注)∂ 研/∂″2/0,磁 =磁 =0で あるような流れ場での値
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笏笏笏 =く
(磁 竜 絆

瓦
聯

十死二著者升)   ④
このモデルをそのまま用いると非常に多くの項が現れ,

実際の数値計算上の便宜を考えると現実的なモデルとは

いえない。一方,メよもともと%めの拡散的輸送を意味す

るから添字の対称性には目をつぶってzめの空間勾配に

よる輸送項を優先的に取り扱うことにし,(43)式中のこ

れ以外の項を無視するとすれば,格 段に簡単になる。す

なわち1り,

笏笏‰=(Mも 争    1441
この(44)式を用いてD″を表現すると

ら =金
(∝ 扇

聯 )   ④

ただし,上 式では計算上の利便性も考えて,(1)式 中に

現れる夕%ノρ等の項も(45)式の表現で含まれるものと考

えており,こ れは定数Qに より調整されているものと考

える。

(44)式のような表現はGGDH(Generalized Gradient

D i f f u s i o n  H y p o t h e s i s )と呼ばれ, % ` %の場によるフラッ

クスを%めの勾配を用いて近似 したものと考えられる

(補1参照)。このような表現は次のような3次相関にも

応用される。

笏れ=Cθ:扇竜か   に の

れ =一C.:易彫万寿

ここでε′=ν髭幾である。
2.5 ス トレスの散逸項 (ε″)

ス トレスの散逸項 (ε″)の
一般的なモデルは局所等方

を仮定したもので,次 式のようなものである。

ε″==らε              (48)
ここでεは乱流エネルギーカの散逸率である。このモデ

ルの妥当性は以下の考察から理解できる。

すなわち(3)式で現れるε″のすべての項はν
髭:・:競

の形で表され,そ れぞれ一部の添え字について縮約を

とったものである.こ の4階のテンソルをスカラーεと

クロネッカーデルタとの積の一般的な組み合わせで次の

ように表現する。すなわち,

ν:等。離=しらδ櫂十βめたら́+ガ″あDε に"

(49)式中の定数α,β,γを力学的な制約条件から以下

のように求める。

20
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(i)グ=た,ノ=りの場合

(4 9 )式左辺はεとなり,またδ′々δ́ =々 3 ,δ ′′δ所=9よ

り,

3α+9β +3γ =1              (50)

(ii)グ=′の場合

(50)式左辺は連続式より,ゼ ロとなり,

3 αδた́+βδ々ψtt γふ =́0            (51)

(面)グ=′,た=プの場合

連続式より次である。

ν%。聯=ν聯      6の
この右辺は,ス トレスの粘性拡散項であり,無 視でき

るとして,

3α+3β +9γ =0             (53)

したがって,(50)式～(53)式より,α,β,γは

α=γ=島,β=会            (54)
これをもとの( 3 )式のε″に代入すると( 4 8 )式が得 ら

れる。

%めの輸送方程式をsecond―momentで closeさせても

εという未知変数が残るから,こ れについては新たに輸

送方程式を設ける。このモデル化された形式の最も一般

的なものは以下のとおりである。

告
= & ( Cε 瓦 : & ) t ( C‐

ケ C″ε) 6 D

26 応 力方程式モデル (DSM)と 代数応力方程式モデ

ル (ASM)

以上のようなモデル化 ((12),(21),(38),(39),

(40),(45),(48)式 )のほかにReynolds方程式(Navier―

Stokes方程式のReynol“平均),連続式,εの輸送方程式

(55)式を加 えれば, 2次 モーメン ト%めの輸送方程式

((1)式 )はcloseすることができる。このモデルを応力方

程式モデルと呼ぶ。このモデル中の数値定数を表 3に示

す。 と ころで応力方程式モデルの中でレイノルズストレ

スの微分を含む項は移流項 (C)と 拡散項 (aプ)の みで

あり,も しこれらの項を単純化してストレスの微分を含

まない形で表現できれば,レ イノルズストレスの輸送方

程式は代数式となり,取 扱いが非常に容易となる。この

単純化を施したモデルは代数応力方程式モデルと呼ばれ,

この単純化の方法には次のようなものがある。

表3 応 力方程式モデルに用いられる数値定数

α :1 8 ( 1 2 )式  C : 0 6 ( 2 1 )式   α : 0 5 ( 3 8 )式

α :0 3 ( 3 9 )式  α : 0 2 2 ( 4 5 )式 Cθ :約02 ( 4 6 )式

Cε:0 . 1 6 ( 4 7 )式  Cε l : 1 4 4 ( 5 5 )式 ε ε2: 1 9 2 ( 5 5 )式

ε′:2 5 ( 4 0 )式
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(a)ASM l

(b)力 εモデル

図4 カ の分布の比較
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(a)ASM l

(b)力 εモデル

図5 2の 分布の比較
(b)力 εモデル

図 3 流 線の比較

Q―島==ら(Q-2)==場(R―ε)  (50

Q―ム=コ"生(a一つり=亀争(2ε)
〔ASM l) (57)

Q=C((1+a蒻/ヵ=αら)

D″=2((1+β)%ρグカー告βa′)〔ASM 2
ここでα=0 3 ,β = - 0 8

(56)式は,Launderlりによるモデルで,(57)式はRodilD

によるモデル,ま た(58)式はLaunder10によるものであ

る。(58)式でα=β =00で あれば,(58)式は(57)式に等し

くなり,α=β=-1・ 0であれば,(58)式は(56)式に等しい。

しかしながらC,,2びをQ,2等 で代用することの妥当

性に関する論理的根拠がそれほど明らかなわけではない。

また代数応力方程式の具体的な計算方法については別の

機会に解説する.

27 代 数応力方程式モデルとカーεモデルの比較

ここでは22節 でも例 として用いた純粋剪断流につい

て,ASM l((57)式 )によるス トレスの評価とEVMを 用

ぃたストレスの評価を上ヒ較する.

いま壁の影響が無視できるとしてASM lに よつて

(1)式 のス トレスの輸送方程式を表せば次のようになる。

幽
労
生Cヽ一ε)=島

一α G房万
―
毛1時

力)場

~C2(島~《1湯鳥)一=偽ε
この式を変形して
%蒟―=ぬ力=豊三

C♪(島~=らのた
(G+λ -1)  ε

ここでλ=2/ε である。

(60)式を用いると各ストレスは次のようになる。

研一争 /1×(2=):島・:=毛プ。λ・カ

死―争=か(一れ):一部。λ。カ

N=ス×スメ:―ス
π・。勢

ここで

五=語

(62),(63)式から%Zを除くと

M― C3・[勢
ここで
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(a)Pll

(b) カ ーεtうドル

図 6 εの分布の比較

Cち=る(1-五λ)・ス
_2(Cltt C2λ

~1)(1-ε
2)~3  (Cl+λ

-1)2

-方
,EVMで は次で表現する。

蒻一=け―Cイ(謗十普) “ つ
(65)式,(67)式からわかるとおり,シ アストレスにつ

いてはASM lも EVMも ほぼ同様な定式化であるが,ノ

ルマルストレスについては(61),(62)式と(67)式ではか

なり違った定式化となっている。したがって平均流に対

するノルマルストレスの影響が小さい場合は,両 者にさ

ほど差異は無い。このような場合,EVMは モデルの単純

さ,渦 粘性導入による数値計算上の安定さ等の有利な点

が多い。一方,ノ ルマルストレスが各ストレスの生産項

等を通じて,流 れ場に重要な意味を持っている場合,

EVMは 不合理な結果を招く。たとえば,噴流が壁等に衝

突する領域の流れや,緩 やかな曲率をもつ壁に沿う流れ,

あるいはス トンスの非等方性から生じる旋回流等は

EVMで は十分に表現できない。これに対してASM l等

応力方程式モデルでは, このような流れ場を比較的良く

とらえることができるとされている (補2参照).

(b) ″θ

図7 ASM lに よるz:場の分布

(b)22

図8 ASM lに よる′″の分布

3 2次 元等温乱流の数値計算結果による代数応

力方程式モデルと力 εモデルの比較

2次 元等温乱流についてASM l((57)式 )お よび力ε

モデルのそれぞれによる数値計算結果の比較を行った.

以下,結 果の概要について報告する。

(a)流 線 (図3)流 線に関する限り両者の差は少ない。

(b)た (図4)ASM lの 結果は力εモデルと上ヒ較 して吹

出口近傍で大きく,吸込口近傍で小さい。また力εモデル

で見られる吸込ロエッジ部の特異な極値がかなり小さく

なっており妥当であると判断される。εについても同様

(図6)。

(C)2(図 5)吹 出口近傍では∂磁々れが非常に大きい

ので鳥 も大きい。また応力方程式モデルは,前 述のとお

り曲率を持つ流線に基づくストレスの生産を正しく評価

できるという利点を持つ。結果を見ても吸込口近傍の流

線が極端に大きな曲率を持つ領域においてASM lは 比

較的正確にえを評価しているものと考えてよい。

(d)%蒟 (図7)吹 出口近傍では22が 大きいため,%′

が大きくなっている。また同様にP11が大きい領域で%子が

大きい。(%1%2,イについては省略)

(e)鳥メ図 8)P11と22を 比較するとP22のレベルはP11

より吸込口近傍を除いて大きく,Pllは負の領域さえあ

る。特に吹出口近傍でP22は極めて大きい。これはこの流

(a)ASM l

饒

８
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れ場のメインシアである∂磁々鴻がこの領域で極めて大

きく,P/22がこの項を含むためである.ま た吸込ロエッジ

部ではP11とP22は逆符号を持ち,力εモデルで見られる見

の特異な極値がASM lで は緩和される構造になってい

ることがわかる。

4 あ  と  が  き

レイノルズ応力輸送方程式の近似モデルを解 く応力方

程式モデルは,レ イノルズ応力を渦粘性と平均流の勾配

で近似するEVMに 比べて,乱流の物理現象をより精密に

再現できることを示した。しかし,こ のモデルは近似さ

れた項において,近 似を施す前の方程式の各項の性質を

十分に反映させることはできておらず,各 種の制約条件

のもとにモデル化されている.こ の意味で舌L流モデルの

一般性が必ずしも保証されていない。 こ れらの性質をよ

り厳格に満足したモデル化は,① 数値計算が不可能なほ

ど複雑なものとなること,② 特殊なケースを除いては,

簡潔な形式のモデル化でも実際の流れの予測に大きな問

題をもたらさない等のことから,必 ずしも有用でない.

応力方程式モデルは,工 学的に十分な精度を持ち,か つ

EVMで 扱いえないス トレスの非等方性が問題 となる流

れ場の解析に有効なモデルであると考えられる。

謝     辞

1987.7月 ～ 8月 マンチェスター大学のB E Launder

教授および,MA.Leschiziner博 士を東京大学生産技術

研究所に外国人客員研究員として招請し,乱 流の数値解

析等に関する共同研究を行った。本稿の作成に関しては

セミナー,講 義を含め,こ の共同研究に負うところが極

めて大きく,両 先生の当研究所に対する多大の御貢献に

対して記して深甚の謝意を表す。(1988年4月 8日受理)

参 考 文  献

1)西島勝―,吉澤徴(1986):非等方性々εモデルを用いた

矩形管内乱流の数値解析,生 産研究38,46

2)Hossain,M S and Rodi,M″ (1982):A Turbulence

Model for Buoyant FloM′s and its Application to

Vertical Buoyant Jets ln“Turbulent Buoyant JetS

生 産 研 究

and Plumes" (w. Rodi, ed.) HMT-Series, \rol' 6

Pergamon Press, Ox ford .

3)  Ince,  N.Z.  and Launder,  B.E.  (1987):  On the

Computaion of Buoyancy-Driven Turbulent Flows

in Closed Cavities. Univ. Manchester Institute of

Sci. and Tech. Rep. No. TFD/87I9

4) Hanjalic, K. and Launder, B.E. 1972): A

Reynolds stress model of turbulence and its applica-

t ion to th in shear f lows.  J.  F lu id Mech. 52,  609.

5)  Launder.  B.E.  and Reece, G.J.  and Rodi ,  W.

(1975): Progress in the development of Reynolds
-stress turbulence closure. J. Fluid Mech' 68, 537

6) Launder. B.E. (1983): Second-moment closure,

methodology and practice. Univ. Manchester Insti-

tute of  Sci .  and Tech.  Rep. No. TFD/82/4

7) Rotta, J.C. (1951): Statistische theorie nichthomo-

grner turbulenz . Zeitscr Phys. 129,547

8) Naot,  D. ,  Shavi t ,  A.  and Wolfshtein,  M. (1970):

Interaction between components of the turbulent

velocity correlation tensor, Israel J. Tech. 8, 259

9) Naot,  D. ,  Shavi t ,  A.  andWolfshtein,  M. (1973):

Trvo-point correlation model and the redistribution

of Reynolds stress. Phys. Fluids, 16, 738

l0) Shir, C. C. (1973) : A preliminary numerical studv of

atmospheric Turbulent flow in the idealized plane-

tary boundary layer, J. Atmos. Sci. 30, 1327

11) Gibson. M.M. and Launder,  B.E.  (1978):  Ground

effects on pressure fluctuations in the atmospheric

boundary layer, J. Fluid Mech. 86, 491

12) Hanjar ic ,  K.  andLaunder,8.E.  0972):  ARevnolds
-stress model of turbulence and its application to

thin shear flows, J. Fluid Mech. 52,609

13) Daly,  B.J.  and Har low, F.H. (1970):  Tranport

equations of turbulence. Phys, Fluids, 13, 2634

14) Launder , B . E. (1971) : Imperial College Mech ' Eng.

Dept. Rep. No. TM/TN/A/9

15) Rodi. W. (1976): A new algebraic relation for

calculating the Reynolds stresses. ZAMM, 56

16) Launder, B.E. (1982): A Generalized Algebraic

Stress Transport Hypothesis. AIAAJ 20, 436

17) Champagne, F.H.,  Harr is ,  V.G. and Corrs in,  S.

C. (1970): Experiments on nearly homogeneous

shear f low. J.  F lu id Mech.,  41,  81

(補 1)GGDHと EVMの 比較

たの拡散項 (2)を 例 として考える.GGDHで はたの拡

散項を次で表現する.

2=金 (く
。M勇 )   い →

一方,EVMで はたの拡散項 (2と 書 く)は 次のように表

現される。

2=者諭(C(5著:弁)十_金̀∝羽発)__

主&_C:象翌憂娩)十ぢ≒(《フξ角)は3)
2=者話(CDギrg争)十者)(C,。子̀角)は4)

(A-3),(A-4)式 からわかるように両者の差異は次

の2点である。すなわち,第 1点は(A-3)式下線部 (以

降,ク ロス項と呼ぶ)の存否,第 2点はGGDHで は拡散2=洗(Cど。発) (A-2)
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係数が非等方的であるのに対し,EVMは そうでないこと

である。

また(48),(50),(51)式はいずれも3次相関項の近似

式であるが,GGDHは 乱流熱フラックス (磁,)など2次

相関項にも応用した例がある。:す なわち,

生 産 研 究

レイノルズストレスの性状は強 くその生産項に依存じ

ていることは容易に予想できる。したがってこのことを

考えると(A-7)式 では続%2が∂“/欲 2と逆符号をもつ

ことが良くわかる。また一方で壁に近づくにつれて%1%2

が小さくなることを正確に表している。なぜなら壁に垂

直な変動を示す%`はΦ2′により,減 衰するからである。

一方(A-8)式 では(A-7)式 と比較 して壁近傍で%1%2

が減衰するという傾向は明瞭でない。なぜなら力が必ず

しも減衰するとは限らないからである。EVMに おいて壁

近傍でダンピング関数を用いてεDを 減ずるのはこの

EVMの 基本的な欠点を補うことに通ずるものである。

次に上述の剪断乱流でかつ,緩 やかではあるが,流 線

が曲率をもつ場合 (∂磁/枕 l≠0)を 考える。すなわち緩

やかな曲率を持つ壁に沿う流れがそれである。この場合,

%1%2の生産項 (P12)は次である。

(A-5)

一方,EVMで は熱フラックスは次のように表されてい

る。

瓦 =―Cθ:磁畿

瓦 ―%子・親
(A-5),(A-6)式 を比較すると,(A-6)式 では温度勾

配のある方向の乱流熱フラックスのみ評価するのに対し,

(A-5)式 ではもし,た方向に温度勾配がなくとも他の方

向に勾配があればた方向の乱流熱フラックスが存在しえ

て,物 理的にみてより現実的な定式化がなされている。

(補 2)剪 断乱流の場合における応力方程式モデルと

EVMの 比較

まず純粋剪断乱流(aa/欲 2≠0,磁 =銘 =0)を 考え

る。平均流に影響を及ぼすストレスは%1%2のシアストレ

スのみである。 この%1%2の生産項 (P12)を応力方程式モ

デルおよびEVMを 用いて表すと次のようになる。

(A-9)

(応力方程式モデルで用いられる正確な表現)

(A-6)

(A-8)

―●暁十万Ъ締)

=たC副み十券)

P12= ―ア境      は 7)
(応力方程式モデルで用いられる正確な表現)

―■勢
(島に現れる%′場をEVMで 近似したもの)

(A-10)

(鳥′に現れる%蒟をEVMで 近似したもの)

(A-9)式 は流線の曲率の影響を正しく評価したもの

である。一般に∂磁/微1は∂a/欲 2に比べてはるかに小

さいので,一見(A-9)式右辺第 2項は無視できそうであ

るが,実 際には壁近傍では%:が%多よりはるかに大きいた

め,無視しえない。一方(A10)式 ではこのような壁近傍

でのノルマルストレスの非等方性が考慮できないため,

この場合流線の曲率の影響を正当に評価しえない。




