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不安定リンク構造の安定化移行過程と形状決定解析
AnalysisforStabilizlngProcessandShape-FlndlngOfLlnkStru ctureslntheUnstableState

半 谷 裕 彦*･川 口 健 一*
Yasl血ikoHANGAlandKen-ichiKAW AGUCHI

1 は じ め に

建築物として構造が成り立つためには,極々の外力条

件の下で,力学的に安定した構造になっていることが必

要である.しかし,ケーブル材,膜材,あるいは機構を

形成するトラス等,外力により容易に大変位を生じる可

能性のある,極めて不安定な要素が建築物の構造要素と

して用いられることがある.これらの不安定な構造要素

は,その大変位の要因となる剛体的運動による変位 (伸

び無し変形)の存在により特徴づけることができる.剛

体的な変位の自由度を有している構造物を一般に,不安

定構造物と呼んでいる.ケーブル構造,膜棟造形式の構

造物は,代表的な不安定構造物であり,通常は,張力を

導入する等して,安定化し,用いられている.しかし,

安定化以前には,容易に大変位を生じるため,ある適当

な時期に大変位を生じさせ,所定の安定化形状を形成す

るという方法で,施工,および使用される場合が多い.

空気膜構造のインフレーションは,その一つの例である.

この時,与えられたケーブルや膜面は,与えられた荷垂

下で,より安定な形状を自ら見つけ出し,その形状へと

変位していくことになる.したがって,設計段階におい

て,初期形状の与えられた不安定構造が,与えられた荷

重条件の下で,どの様に安定化されていくかを把握して

おく必要がある.本研究は,この不安定構造物の安定化

移行過程を数値解析により把握することを目的としてい

る.

不安定構造物の安定化移行過程においては,通常,刺

体的な運動による大変位が生じるため,静的な釣り合い

条件に基づいて解析を行う場合には,釣り合い式におけ

る係数マトリクスは特異となる.また,一般に初期形状

と安定化形状は大きくかけ離れており,形状仮定や繰り

返し収束計算も困難になる.そこで,本研究では,一般

逆行列を用いた理論lIに基づき,不安定リンク機構を形

成する剛体 トラスを解析モデルとした解析手法を提案し

事東京大学生産技術研究所 第5部

ている.本解析手法の特徴は,(i)一般逆行列を用いた

理論を応用していること,(li)動的移行過程を準静的(質

量効果を無視するという意味)に扱っていること,(ill)

収れん計算を不要としていること,等にある.

2 基 礎 方 程 式

デカルト座標0-xyzを固定座標系として採用し,節点

i(xz,y.,zz),i(xi,yj,ZJ)と,その間をつなぐ直線のトラス

部材aを考える (図1).aの長さIaおよびIaをパラメータ

Lで1回微分したIaは,

la-[(xr x,)'(x,-x暮)]1'2 (1)

la-1'a(kJ一丈.) (2)

と表せる.ここに′は壱置を表し,

x.-(xE,y,,ZL)I,Xj-(x1,yJ,Zj)′ (3)

1.-(xr x,)/la (4)

(2)式をベクトル表示すると,

la-[-A,aA,a](芸) (5'

(4),(5)式をtでさらに微分すると,

Al:≡;fj:a;,;:/(la:;)l芸 詣 ::; e
(5),(7)式をトラス部材全部に拡張し,境界処理を行っ

てから整理すると,以下の形に書ける.

l-^左 (8)

E-Aぷ+A主 (9)

ここに,A,Aは(4),(6)式から得られ,おのおのmX

と霊/1xJIUJlろ'

図1 トラス材と節点座標
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n型 の長方形マ トリクスである (mは トラスの全部材数,

nは 節点の全自由度数)。本解析で扱う解析モデルの部材

はすべてulJでぁるから,J=J=0。 よって(8),(9)式

は,

∠i=o                   (10)

ス,+И i=o                  (11)

となる。(8)式 が解を持つための必要十分条件は,

[fm―五五 ]J=0               (12)

ここに,Imは m× mの 単位行列,ス
ー
はスの一般逆行列(本

解析では,MoOr PenrOse型一般逆行列 を採用 してい

る)。(12)式が満たされるとき,(8)式 の解は,

i=И ~J十
[In~∠

―И]ん (13)

と表される。ルは任意のn次元ベクトルである。i=0の

時,(12)式は明らかに満足され,(10)式の解は常に存在

して,

i=[In― ■
―
ス]ん              (14)

となる。力が得られると,(11)式を変形して,

∠力=― 五i (15)

となり,(11)式 の解存在の必要十分条件は,次 式となる。

[fm― ∠オ ]∠i=0 (16)

(16)式は有限変位の範囲における剛体的運動自由度の存

在条件である.(16)式が満たされる時,(15)式の解は

力=五 ―
(-41)十 [In―ス

ー
ス]″ (17)

となる.″は任意のn次元ベクトルである。(16)式が満た

されない時,す なわち有限変位の範囲において岡」体変位

が存在しない場合には,

■=― ■-41                (18)

が(15)式に対する一つの最小自乗解を与える。

3安 定 化 条 件

(14)式において,[In―スー
ス]のランクを́ とすると,

(14)式は,以 下の様に書き直すことができる。

i= fu ,h ,+  L"h"+ . . .+Aehe (19)

ここに,λl,・・,んpは,[In―ス
ー
五]で張られる線形空間の

線形独立な′個の基底を表す列ベクトル.本 解析では,

ん1,…,あ を,増分パラメータルを用いて,以下の様に決

定している。

(ル1,・̈,α′)=ん (λl′,…・,λ多′)

′は節点に作用する外カベクトル。(20)式は,トラスの安

定化移行過程が各増分区間において,ポ テンシャルエネ

ルギー曲面上の最大傾斜方向へ進行していくことを表し

ており,力 学的に,自 然な移行経路を表していると考え

られる。(17)式右辺第 2項は,岡」体変位方向への加速度

ベクトルを表している。本解析では,加 速度が無視でき

る様な,準 静的な状態を想定しているから,

[ムー∠
―
И]″=0

したがって(17)式は

生 産 研 究

χ=―∠
~五

i

となり,力を得る。

今,節 点荷重ベクトル′は定方向を向いているとする。

初期状態,移 行過程のある時点での状態,最 終安定化状

態をおのおのC。,C,の とし,各状態におけるポテンシャ

ルエネルギー関数″を考えると,

″(C。)>… >π (C)>… >″ ((り      (23)

が成立している。Cか らc+1の増分過程におけるポテン

シャルエネルギー変化をZπ (c)とおくと,

″(C.1)=″ (C)十 ∠″(C) (24)

と書けるから,最 終安定化状態のに達すると次式が成立

する。

∠″(の = 0 (25)

変位増分ベクトルの第 1近 似 として(19)式の1を 採用す

れば,(2 5 )式から,次 式が得られる。

1′′=(なん1+・・・十あλ́ )′=0 (26)

(26)式を安定化条件と呼び,(26)式が成 り立つ時, トラ

スは最終安定化状態に至ったと判断する。この時,す べ

ての剛体変位モードベクトルと荷重ベクトルとは直交し

ている。

4解 析 手 順

本解析手法の主な解析手順は以下の様である。不安定

剛体 トラスを構成する1部材αに注目する (図2)。αは,

初期状態COか ら出発 し,現 在Cと いう状態にあるとす

る。今,Cの 状態から変位増分が生じc+1の状態に移行す

ることを考える。C+1におけるトラス節点の位置ベクト

ルx,+1は,0に おける位置ベクトルx,,変位増分Zx,を用

いて,場 +1=χ′+∠ χJと表せる。本解析では, 1)Cの 状

態に基づいて,zχ `を求め,場 +1を得る。 2)C+1の 状態

に基づき,∠ χ̀ +1を求めχj+2を得る。……と基準状態を更

新し,位 置ベクトルを求めていく方式を採っている.c

(′=0)を 基準としてχ(′)をMaclaurin展開すると,

x(′)=χ (0)+1(0)′ +o.5■(0)′2+……….(27)

′に関する2次項まで採用し,増 分形式に書き直すと,

χ(Z′)=χ (0)十 力(0)∠ ′+05'(0)(z′ )2(28)

Z島 +1としてぉ(∠′)一χ(0)を 用い,1(0),■ (o)を

変だ⊆必
引 い

z    ′
= 0¬

照 α)

円

図2 ト ラス部材の増分過程
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初期形状

安定化移行過程

図3 解 析に用いた2次元不安定リンク構造の

安定化移行過程

(19)式,(22)式から求めていく。数値解析的判断から(25)

式が成立したと認めた時点で解析を終える。

5.数 値 解 析 例

本解析では,基 準状態をUpdatedに更新していく方式

を採っているので,各 変位増分に誤差が含まれている場

合,解 析ステップが進むに従って誤差が拡大していく可

能性がある。本解析では,(a)増 分刻み∠′を小さくす

る,(b)′に関する高次項を導入する,こ とで精度の改善

を図れる。解析例として,簡 単な2次元不安定剛体リン

クモデル(図3)に対し,Z′ =0.1,o.05,001の 各場合

に,オに関する1次項のみ (l st)と, 2次項まで (2 nd)

を用いた解析を行い,以 下の量を導入して誤差を比較し

た.

銑=ソ′
(x―x。)′(χ―為)/%         (29)

Q=/(J― J。)′(ι一J。)/% (30)

ここに,x。は混合法のを用いて得られた,最終安定化状態

に対する各位置ベクトルのほぼ収れんしたと考えられる

解(収れん解と呼ぶ)であり,J。は初期状態における各部

材の長さをベクトル表示したものである.図4は,ステッ

プ数と乾の関係を示している。同一の∠れこ対しては,2

次項を導入したほうが咤の値で 1桁以上鈍が小さく収れ

ん解に近づいている。同一次数の項を用いた結果と比較

すると,1次 項のみ用いた解析では,Z′=0.1よ りZ′=

0.01のほうが 1桁ほど, 2次項では2桁 ほど%の値が小

さく,収れん解に近づいている。∠′=0.01で,1次 項の

みの解析より,Zノ =01で 2次項を用いたほうが早く収

れん解に近づいており,(1次項 :250ステップ,2次 項 :

∠′=01(lst)

Z′=005(lst)

Z′=001(lst)
Z′=01(211d)

Z′=005(2nd)

Z′=001(2nd)

300                 600

STEP

図 4 ス テップ数とら

30ステップ)さらに,∠ノ=01で 2次項を用いたほうがや

や収れん解に近い。図5はステップ数とのの関係を示し

ている。この場合,解 析ステップが進むにつれ部材長は

変化し,初期部材長から離れている。同一のZハこ対して

は,移 行過程のすべての段階において, 2次項を用いた

解析のほうが部材長変化が少ない。Z′=001で 1次項の

み用いて解析した場合と,∠ ′=01で 2次項を用いた場

合とでは,部 材長の変化は,ほ とんど同じ程度である。

本解析で想定している様な剛なトラス部材は,引 張り

力も圧縮力も同様に伝えることができるが,ケ ーブル材

や膜材のように引張り力のみしか伝えることができない

部材で構成される構造の場合にも,ヒ ンジ点を適当に設

けることにより, これを模擬することができる.図 6に,

二次元不安定剛体リンク構造の解析例を示す。各部材中

央に,鉛 直方向に単位荷重を作用させている.図 7はポ

テンシャルエネルギーの変化を示す。

本解析で扱っている問題は,有 限変位の範囲における

大変位問題である。したがって,全 く同一の特性寸法(部

材長,連 結関係)を 持った不安定リンク構造に,全 く同

様な荷重が作用しても,こ のリンク構造が安定化される

形状は一般に1つ とは限らない。例として,図 8, 9に

z l ′= 0 1 ( l s t )

zl`=005(1飢 )
Z′=01(2nd)

Z′=001(1")

Z`=005(2nd)

∠′= 0 0 1 ( 2 1 1 d )

300                 600

STEP

図 5 ス テップ数 とQ
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図 6 3次 元リンク構造の安定化移行

過程
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異なる初期形状からの安定化

移行過程(1)

図 7 ポ テンシャルエネルギーの変化    図 8

示す様な二次元不安定リンク構造の各節点に鉛直方向に

単位荷重が作用する場合の安定化移行過程解析例を示す。

図8, 9の 2つのリンク構造は,同 一特性寸法,同 一荷

重条件であるが,初 期状態が異なるため,異 なる安定化

移行経路をたどり,異 なる安定化形状に至る。

6.結      び

力学的に不安定な状態における不安定剛体リンク構造

の安定化移行過程と最終安定化形状決定解析を一般逆行

列を用いて行う手法を紹介した。解析に伴う誤差は,増

分刻みを細かくすること,高 次項を導入すること,で 改

善することができる。複雑な形状を有する不安定リンク

構造の最終安定化形状を知る場合には,特 に,本 解析の

ように,初 期状態から安定化移行過程を追っていく必要

力`ある。

図9 異 なる初期形状からの安定化

移行過程(2)

本研究は文部省科学研究費 (一般研究B:不 安定構造

理論 と形状決定への応用 :課題番号62460164)に より実

施したものである。      (1988年 3月15日受理)
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