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剛体 ･ばね要素により構成された柱の塑性座屈モデルの解析解
AnalyticalSolutionsforthePlasticBucklingModelofaColumnComposedoftheRigidBodies-SpringElements
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1.序

著者の一人の川井により創始された剛体 ｡ばねモデ

ル1) (TheRigidBodies-SpringModels)は,すでに多

くの構造非線形問題に応用され,従来の塑性解析法をコ

ンピュータの使用を前提として組織化,一般化した離散

化解析手法としての立場を確立しているが,数々の応用

例の中の特に重要な成果の一つとして,非弾性構造安定

問題におけるShanleymode12)の一般化を挙げることが

できる.すなわち,都井 ･川井は文献3),4)において,

剛体 ･ばねモデルにより構成された柱の2自由度シミュ

レータがShanleymodelと等価であることを数値的に実

証し,さらに一般の薄肉構造に適用可能な剛体 ･ばねモ

デルである平板剛体要素モデルの非線形解析アルゴリズ

ムを用いることにより,任意の板殻構造に対する低自由

度の安定問題シミュレータを開発可能であり,非弾性構

造安定問題の定性的研究に碑益するであろうことを,辛

板 ･円筒殻に対する数値例を通じて主張した.これらの

研究においては数値的に安定問題がシミュレートされた

が,もし可能な場合には,剛体 ･ばねモデルによる低自

由度シミュレータに対し,解析的な考察を加えることも

興味深い課題である.そこで手始めに本研究では,上述

の柱の2自由度シミュレータを取り上げ,解析解を導く

ことを試みた.この種の解析解は一般には,現象全体を

把握する際の見通しをよくし,数値解と比較することに

よる数値計算アルゴリズムチェックを可能にし,また設

計公式 ･実験公式を誘導する際の基本形として使用しう

るなどの意義を有する.

2.柱の塑性座屈モデルの解析解

2.1 基本関係式

図1に示すように,2個の剛体要素にモデル化された

両端支持H型断面柱の強軸方向の曲げ変形を伴う軸圧縮

塑性座屈問題を考える.
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図1のように変位自由度を設定すると,境界条件およ

び問題の対称性よりul-u3-0,W1--W3が成立するの

で,uJ,およびu2を独立変数とする2自由度モデルとし

て,この間題を扱えることになる.以下ではこれらの変

数をそれぞれ単にWおよびuと記述する.すなわち,Wは

柱の軸方向の1/2縮み, 〝は柱中央部の横たわみである.

2つのフランジ断面における軸方向相対変位61(W,

u)および62(u),u)は次のように与えられる3).

A(W,u)-12W一当 字 十旦誓 (1a)

62(W,u)-一2W十竿 十響 (1b)

ここに,♂1および♂Zなどの下付き添字 1,2はそれぞれ

座屈曲げ変形の圧縮側と引張側を表し,uJは縮みを正と

する.各フランジ断面上で応力61およびoT2は一様分布と

仮定し,ウェブの存在を無視すれば,フランジ上の応力

と軸荷重Pの関係は次式のように表現される.
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図1 剛体･ばね要素による柱の塑性座屈モデル
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POり +2%)
4〃

のような関係が得られる.材 料の降伏応力をらとし,弾

性比例限をたのと仮定すれば,両 フランジの応力。ひずみ

関係とその微分関係は

a)|∝ /ら |<た のとき (弾性域)

Q=~Ψ

ここで,荷重Pは 圧縮側を正とし,2つ のフランジの断面

積はおのおの4/2と している。相対変位とひずみの関係

を

::二li    }
と仮定すれば,

δ2~δl=ι(c―εl)

の相対変位を(4)式 に代入し,さ らに(2)式を用いると,

荷重Pと 横たわみ%の関係として次式が得られる。

P=4"2は
り
)      (7)

上式で%→∞とした場合の極限荷重値

鳥γ=写
      “ )

は,考 えているモデルの弾性座屈荷重である。

2.3 圧 縮佃じが塑性域に,引 張側が弾性域にある場合

この場合は,圧 縮側のひずみεlおよび引張側のひずみ

のがそれぞれ(6)式 および(5a)式 により定まる。これら

のひずみおよび(1)式 の相対変位を(4)式 に代入し,さ

らに(2)式 を用いると,荷 重Pと 横たわみ%の関係 とし

て次式を得る。

3レ・   +a

√塀夕 +ザ(%―%∂=0  (9)

横たわみ%に関する荷重Pの極値条件冽り滋 =0よ り,

最高荷重時の横たわみ%maxとして次式が得られる。

7rln継=万ご篭≠髪ち顧+雰揚―ザ
(10)式を用いて(9)式 の横たわみを消去すれば,最 高荷

重島axに関する陰関数式が得られ,こ れを数値的に解 く

ことにより最高荷重鳥axが計算される。

2.4 圧 縮側と引張側がともに塑性域にある場合

圧縮側,引 張側いずれにも,応 力 ・ひずみ関係として

(6)式 を用いれば,荷 重Pと 横たわみ%の関係として次

式が導かれる。

午1`誅紛場籍写し用=00
最高荷重時の横たわみ%maxは

となり,この式を(11)式に代入すれば,最高荷重鳥axを与

える陰関数式が得られる。この式を数値的に解いて計算

される最高荷重は,除 荷の発生を考慮に入れない,い わ

ゆる接線係数理論流の考え方に従う理論解であり,柱 の

初期たわみが零の場合は,通 常の接線係数荷重(tangelat

modulus load)に一致する。なお,23節 および2.4節

の鳥axに対応する応力をσlaxと記すことにする。

2.5 圧 縮側が塑性域に,引 張側が除荷域にある場合

のγを引張側圧縮応力の最大値(極値),すなわち除荷発

生時の応力と仮定し,さ らに(6)式を用いれば,引 張側

応力・ひずみ関係は次式のように表される。

( 2 a )

( 2 b )

( 3 )

( 4 )

( 5 a )

( 5 b )

亀=3(グ=1, 2)

b)|● /ら |≧力のとき (塑性域)

雄̀=争(グ=1,2)

と表現される。ただし,力は 0くた<1な る定数であり,

Eは ヤング率,aは 接線係数を表す。 こ こで

a =孔 は
, 0 =

と仮定すれば(5b)式より,

係は

げ暑71畿 +a

(グ= 1 ,  2 )

1 ,  2 )           ( 5 C )

塑性変形時の応か ひずみ関

と計算される。ただし, ここに力
′=1-力 である。

なお,最 高荷重鳥axにおける平均応力を最高応力alnax

と呼ぶことにする。

初期たわみ%。を有する柱において,荷 重の増大ととも

にフランジに生じる応力状態としては,以 下の4ケ ース

を考える必要がある。

(I)圧 縮側と引張側がともに弾性域にある場合

(II)圧縮側が塑性域に,引 張側が弾性域にある場合

(III)圧縮側と引張側がともに塑性域にある場合

(IV)圧縮側が塑性域に,引 張側が除荷域にある場合

これらの各応力状態での解を接続することにより,初 期

状態から最高荷重に至る荷重 。変位関係を得ることがで

きる。また,最 高荷重時の応力状態としては(II),(III),

(IV)の3ケ ースを考えればよい。

2.2 圧 縮側と引張側がともに弾性域にある場合

この場合の圧縮側ひずみεlおよび引張側ひずみ62はと

もに(5a)式 により与えられる。これらのひずみと(1)式
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塑性化しており,引 張側のフランジについては除荷の発

生をチェックしておく必要がある。

図3と図4は それぞれ,23節 ,24節 の諸式による

除荷の発生を考慮しないコラムカ
ーブ,お よび25節 の

諸式を用いた除荷の発生を考慮したコラムカ
ーブである。

図4か らは,初期たわみが%。/二=104程 度より」ヽさくな

げ暑″k5′奎著弄十の+7  0
これを利用して,荷 重P・横たわみ%の関係として次式が

導かれる.

讐h発電煮乳

この段階ではのrは未知である。売ノ″ =0の 条件と荷重

P・横たわみ%の関係を利用して,除荷開始時の横たわみ

%rにおける荷重鳥(いわば除荷開始荷重)が次式のように

導かれる。

鳥=       0

この式を(14)式の荷重 ・横たわみの関係式に代入して,

数値的に解いた場を再び上式に代入すれば,引 張側圧縮

応力の最大値 (極値)に おける荷重3が 得られる。さら

に,のγは(2b)式より計算される。初期たわみ%。
=0な ら

ば3の 計算は簡単になり,そ の時の鳥は接線係数荷重

(tallgent modulu.s load)と
一致する。なお,荷 重鳥に

対応する応力をらと記す。

(14)式を利用して,23節 と同様の方法で最高荷重

鳥axが計算される。その際,(10)式もそのまま利用可能で

ある。また,本節の端axに対応する応力をσttaxと記すこと

にする。

3 .数 値 計 算 例

前章で誘導した解析解に対する数値例を以下に述べる。

計算に用いた各定数はス=02,〃 =1,E=100,

ら=~1,力 =07で ある。細長上ヒLル (=4〃/ι)および

初期たわみz。を変化させたパラメ
ータ計算を実施した。

最高荷重の計算から付随的に,除 荷の発生を考慮する

必要のある範囲が図2の ように得られた。すなわち,図

2の 「必要域Jに おいては,最 高荷重時に両フランジが

グo/1
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(両側塑性) ヽ (圧縮側塑性)
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図 3 コ ラムカープ (除荷の発生を無視した場合)
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図 2 除 荷の発生を考慮する必要のある範囲
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図 4 コ ラムカーブ (除荷の発生を考慮した場合)

表 1 除 荷を考慮した最高応力σiaxと接線係数応力

σ'および等価係数応力σ
γの相対関係

η=:舞≡肇ヂ

%0/L=109

ι/′
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表 2 最 高応力に関する解析解と増分法数値解の比較

L/″
σふax/ら   ( )内 は増分法数値解

ゆ

%。/L=103 ″0/L=104 %0/二=107

09082  1  09289

(0 9141)    |   (0 9320)

0 9385

(0 9388)

0 8420

(0 8486)

0 8704

(0 8741)

0 8839

(0 8841)

0 7673

(0 7720)

0 8006

(0 8035)

0 8162

( 0 8 1 6 4 )

0 6730

(0 6779)

0 7233

(0 7243)

0 7387

(0 7388)

ると,接 線係数荷重よりも大きい最高荷重値が得られて

いることがわかる。表 1に示すように,%。/ι=109の と

きの除荷を考慮した最高応力σlaxは,接 線係数理論の解

を越え,接線係数応力と等価係数応力の間の約1/3のとこ

ろに位置している。

表 2は文献3)の研究で求められた増分法数値解と本計

算結果との比較であり,こ のような比較から通常の荷重

増分法による計算の精度が検証される。表 2の結果より,

増分法数値解はいずれもやや高めの最高荷重値を与えて

いるが,その誤差は最大でも0.7%程 度であることがわか

る.

図5は ,ι /″=16の 柱に対し初期たわみを変化させた

場合のσlax,σttax,らの相対関係図である。図5に示すよ

うに,初 期たわみが零に近い場合には除荷を考慮しない

最高応力σttaxは除荷開始応力0と 一致するが,初 期たわ

みが増大するにつれてσttaxより小さい荷重レベルで除

荷が発生していることがわかる. また,除 荷を考慮した

最高応力σlaxは初期たわみの増大とともにσttaxに近づ

いてくることが理解される。

4.結      語

本研究では,岡」体 。ばね要素により構成された柱の塑

性座屈モデルに対し解析的検討を加え,最 高荷重に関す

る陰関数式を誘導し,い くつかの数値例を示した。本研

究で取り上げた,軸 荷重を受ける柱の曲げ塑性座屈問題

は,最 も基本的な非弾性構造安定問題であり,解 析的な

∝000ふ /ι

図 5 除荷を考慮した最高応力σiax,除荷を無視した最高応力

σlaxおよび除荷開始応力のの相対関係

考察例も数多い(たとえば,文 献5),6)な ど)。しかしな

がら,剛 体 。ばねモデルの非線形解析アルゴリズムに従

えば,板 殻を含む一般の構造要素の低自由度塑性座屈シ

ミュレータを系統的に導出可能であり, これらのモデル

に同様な解析的考察を加えることにより,工 学的に有意

義な結果を得られる可能性もあるので,数 値シミュレー

ションと並行して,そ の方面へも研究の進展を図りたい。

なお,本 原稿作成に際し,種 々のご助力をいただいた

ソフトハウス インディード松山光男氏(元ダイヤコンサ

ルタント勤務)に 謝意を表します。

(1987年6月 9日受理)
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