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決定論的方程式からでる不規則解一カオスーの研究が,広い分野にわたって盛ん

になってきている.本論文では,カオスの概略を紹介し,あわせて,光と物質の

非線形な相互作用を利用した遅延フィードバック系のカオスについて述ベ古.

1. は じ め に

古典物理や工学における理論は,決定論的と確率論的

の二つに分けられる.決定論的理論では,ある時刻にお

ける系の状態が与えられれば,その後の系の変化は一意

的に決められる.一方確率論的理論では,系の変化は一

意的には定まらず,われわれが知ることができるのは系

がある状態をとる確率だけである.ところで,古典物理

の基礎をなすニュー トンの力学やマクスウェルの電磁気

学は決定論的理論であるから,第-原理にさかのぼって

考えれば,すべての古典物理の問題は決定論的理論で記

述できるはずである.では,本来決定論的である理論か

らどのようにして確率論的理論が導きだされるのか ?こ

れはボルツマン以来の統計力学の大問題であり,時間の

不可逆性 と関連して多くの議論がなされてきた1)｡通常,

確率論的理論の起源は系の状態の粗視化にあると考えら

れている.たとえば,箱の中に閉じ込められた多数の気

体分子の運動を考えたとき,量子論的効果をとりあえず

無視したとしても,すべての分子の位置と運動量を正確

に知ることは事実上不可能である.また,気体分子と壁

の相互作用を正確に知るためには,箱の微視的な構造も

考慮しなければならないが,これも事実上不可能なこと

である.よって個々の分子の運動を追いかけるのはあき

らめ,巨視的な体積部分を取 り出し,その中における平

均値とそれからの揺らぎを考えざるをえない.すなわち,

系の状態を微視的に記述するには余 りにも自由度が多過

ぎてとても手に負えないのでやむをえず確率論に頼るわ

けである.いわば,われわれの無知が確率論を必要とす

るのである.

確かに多自由度の系の運動は複雑である.ところが

1963年にLorenzは乱流の研究において,自由度がたっ
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た3の系でも非常に複雑な解があることを見つけた2).

また,Mayは数理生態学の研究において,単純な規則に

従って作られる数列が全 く不規則な振る舞いをすること

に気づいた3).これら比較的単純な決定論的方程式に従

いながら,不規則な振る舞いをする解はカオスと呼ばれ

るようになった4).ヵオスの特徴は出発時には近 くに

あった2点が時間とともに指数関数的に遠ざかっていく

ことにある｡それゆえ初期値にたとえわずかであっても

誤差があれば,時間が経つと無視できないほど大きな量

に増大していく.この性質を軌道不安定性という｡測定

には必ず誤差が入るから,カオスでは長期的な予測は事

実上不可能である.決定論的な理論に従いながら,将来

の正確な予測はたたず,確率論的な取り扱いしかできな

いような系が見つかったことは大変な驚きであった.

本稿ではカオスの概略を紹介し,その1例として音響

光学素子を用いた遅延フィー ドバック系におけるカオス

について述べる｡

2. カ オ ス 概 論

カオスの状態が出現する絶対条件は系が非線形な応答

をすることである.線形な系の振る舞いは数学的に明白

であり,カオスなど不可思議なものの潜む余地はない.

周波数の比が有理数ではない複数の固有振動の重ね合わ

せは見かけ上複雑な運動をするが,軌道不安定性を持た

ないからカオスではない.

Lorenzや Mayの先駆的な研究に続いて,物理,化

学,生物,機械,電気など広い分野で非線形系の運動が

調べられ,カオスが見つけられている.これらに特徴的

なことは,対象はさまざま異なるが共通する現象が見ら

れること,すなわち,一種の普遍性が認められることで

ある.この普遍性は,カオスが対象に固有の現象ではな

く,抽象化された数学的な現象であることを意味してい
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る。また単に定性的な普遍性だけではなく,定 量的なレ

ベルでの普遍性の存在することが Feigenbaumに よっ

て示された。.

2.1 散逸力学系

状態が π次元ベクトル χで表される力学系を考える.

系の運動は微分方程式

平
=ル (x(ノ))          (1)

で記述されるとしよう。ただしμは系を制御するパラ

メータである。微分方程式(1)は ′=0に おける初期値

x。を与えれば一意的に解ける。初期値をある範囲内に

取ったときの解の集まりを流れという.

状態空間内に″次元体積要素 あ を取る。あ の流れ

による変化はベクトル関数 Fの 発散で与えられる。

み
= d v F =Σ

t t      O )

(1)式がハ ミル トン方程式の場合はリウヴィルの定理が

成 り立ち,流 れは 2次 元体積を保存する。これを保存系

という。一方,摩 擦のある力学系や外界とエネルギーの

や りとりをする開放系ではdivFは 負になり,2次 元体

積は流れにつれて縮小 し,′→∞で 0に収束する。このよ

うな系は散逸系と呼ばれる。

22 ア トラクター

プ→∞での流れの行き着 く先をア トラクターという。ま

た,ア トラクターに収束する流れの初期値全体の集合を

引力圏 (basin)という.散 逸系では流れによって体積は

0に収束するから,ア トラクターの体積も0で ある。最

も単純なア トラクターは安定定常解 ■である。これは

F(■)=0 ( 3 )

を満たし,さ らに微小な乱れに対して安定である。定常

解の安定性は■の回りの微小変動に対 して方程式を線

形近似して調べる。安定条件はヤコビ行列

A . = 券

の固有値 ス(グ=1-2)が

Re(ν,)<0,(グ=1,…,π)

となることである.χ 近傍から出発した流れはすべて χ

に引き込まれる.

安定定常点のほかに安定な周期解もア トラクターにな

る。これはリミットサイクルと呼ばれる.2次 元の力学

系 (z=2)で はア トラクターは定常解, リミットサイク

ル,そ れに不安定な定常点とそれを結ぶ軌道に限られる

ことが知られている (ポアンカレ・ベンディクソンの定

理)。.図 1にア トラクターの例を示す.

あるア トラクターの引力圏内にある近接 した2つ の流

れ xl(′)と x2(′)を考える.軌 道は共通のア トラクター

に収束するが,差 ∠χ(ノ)=x2(′)~Xl(′)は必ずしも0に

収束するとは限らない。′→∞での∠χ(′)の振る舞いか

2
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ら定義 される

ス=l彎
÷

inl∠χ(′)           (6)

をリアプノフ指数という。一般にスは∠χ(0)の とりかた

に応じて 物個の値 ′1,22,… ・を取る。直感的には,図 2

に示すようにア トラクターに沿った流れは球状のものを

楕円体状に変形するが,そ のときの楕円体の軸の長さの

変化率をア トラクター全体にわたって平均したものであ

る。

安定定常解の場合は明らかに∠χは0に 収束するから,

すべてのリアプノフ指数は負である.安 定周期解の場合

は,軌 道上の 2点 の距離は有限のままで 0に は収束しな

い。一方,軌 道に直交する成分は0に 収束する.す なわ

ち, 1つ のリアプノフ指数は0,残 りは負である.全 部

のス′の和は体積要素の変化率になるから散逸系で|ま負

になるが,個 々のたが負になる必要はない.特 に正のリ

アプノフ指数をもつア トラクターをストレンジア トラク

ターと呼ぶ。これがカオスの正体である.ス トレンジア

トラクター上では2点 間の距離は指数関数的に増大して

いく,す なわち軌道不安定性を有する。ところが体積は

減少していくのであるから,体 積要素は流れに沿って薄

く引き伸ばされていく.ア トラクターは有界であるから,

ゝ|ノ
〆|ヽ

( c )

平面上のアトラクター.(a)安 定な定常′点または沈′点.

(b)安定な周期解またはリミットサイクル.(C)不安定

定常点とそれを結ぶ軌道からなるア トラクター.この例

では, 1つ の鞍点と2つの幸t道からなる.

( 4 )

( 5 )

リアプノフ指数.流 れによって球は楕円体に変化する.

各軸の変化率の平均がリアプノフ指数である.

図 1

図 2
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引き伸ばされたものは折 りたたまれる. 31きイ申ばしと折

りたたみを無限に繰 り返して出来上がったものがストレ

ンジアトラクターである (図3).

2.3 カ オスヘの分岐つ

散逸系を考え,パ ラメータμは外部から注入されるエ

ネルギーであるとする.外 部からのエネルギー注入がな

いとすれば (μ=0),系 の運動はやがて静止するであろ

う.静 止状態 戻は(1)の安定定常点である。パラメータ

μを0か ら連続的に増大すると,定 常点 χ″は動いてい

くが,し かし,行 列 (4)の 固有値 ″も連続的に変化する

から,μの変化が小さいうちは安定点のままである.μが

ある値 μlを超えたところである固有値の実部が負から

正に変わったとしよう。μ>μlでは定常点 ■は不安定に

なり,流 れはこの点から離れていき別のア トラクターに

収束する。すなわち,μlを境にしてア トラクターの定性的

な性質が変化するのである。このような現象は分岐と呼

ばオtる。

散逸系の場合,一 般的な条件のもとで安定定常解から

安定周期解への分岐が起こることが知られている。これ

をHOpf分 岐と呼ぶ.HOpf分 岐によって系は静止状態

から振動状態に移行する.

さらにパラメータμを増大させると周期解も不安定

になり別のア トラクターヘ分岐する。このように分岐を

繰 り返しついにカオスの状態に至る。散逸系の場合カオ

スに至る筋道は数種類に類型化できる。これをシナリオ

と呼んでいる。

Ruelle―Takensの シナリオではゆ

定常解→周期解→ 2重準周期解→カオス

と3度の分岐でカオスに至る(図4).2重 準周期解とは

2つの周波数の異なる周期運動が組み合わさった解であ

る。要点は3重 準周期解は構造的に不安定であること,

すなわち,安 定な3重 準周期解を解に持つ微分方程式を

わずか (無限小)変 更するだけでカオティックな解を持

つようにできることが証明されることにある。

生 産 研 究

別のシナリオでは周期解は分岐点μ=μlにおいてもと

の周期の 2倍の周期を持った解に分岐する。これを周期

イ音化分岐 (period doubling bifurcation), ま たは, く

まで型分岐という(pitchfork bifurcation)。この分岐で

は,ス ペクトルを見ていると基本周波数の 1/2のところ

に新しいスペクトル成分が現れる。パラメータμを増大

するとルにおいて新たに周期倍化分岐が起き4倍 周期

解になる。さらにμを増やしていくと周期倍化分岐が繰

り返され,π 回目の分岐点 μ″において2″周期解に分岐

する.πが大きくなるにつれて2″周期解の存在するパラ

メータ範囲 μ″+1~μ″は狭 くなる。″→∞の極限でカオス

が出限する.図 5は ロジスティック写像の場合の分岐図

である。

Feigenbaumは 1次元写像

χ=μ/(χ) (7)

における周期倍化分岐の連鎖を繰 り込み群の考え方を

使って解析し

δ=兜
芳 普 赫        ( 8 )

が関数形の細部によらない普遍定数であることを見つけ

た5,9./(χ
)の頂上部分が 2次 のときは δ=46692に な

る。周期倍化分岐は自己再生的に起こるが,こ の時のス

ケーリング因子 α=25029も 普遍定数になる。実験的に

もこの普遍性は確かめられている1の
。なお,一般的に周期

N倍 化分岐が起こる可能性があり,その場合の普遍定数

α,δ も計算されている11).

第 3の シナリオは間欠的なカオスの出現に関するもの

である1カ
.間 欠的カオスとは間隔のランダムなパルス列

のようなものである。身近には,水 道の蛇日から落ちる

水滴で観測されるという
1め
。これには,安定定常解と不安

定定常解が衝突して両者が消えてしまう分岐 (saddle

node bifurcation)が関係している。図 6に簡単な分岐

ロジスティック写像(22)式の分岐図.横軸にパラメータ

α,縦 軸にア トラクターが描かれている.周 期倍化分岐

を繰 り返しカオスに至る.黒く塗りつぶされた部分がカ

オティックな状態。自く抜けているところには安定な周

期解が存在する.

□

一

⊃

卜

几 鶉

図 3 引 き伸ば しと折 りたたみ

一〇一⊂D―CllaOS
図 4 Ruelle‐Takellsのシナ リオ

と,ア トラクターは,一 点,

の準周期軌道 と順次分岐 し,

パ ラメータを増加 させ る

閉軌道,2次 元 トーラス上

最後にカオスに至る.

図 5
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parameter

( a )

parameter

( b )

parameter

( c )

図6 単 純な分岐の例.横軸にパラメータ,縦軸に1次元の状

態空間を取る。実線が安定状態,破線が不安定状態を表

す.(a)suddle node bifllrcation.安定点と不安定点の

ペアが誕生する。(b)transcritical biftlrcation.2つの

定常点 (安定と不安定)が衝突し,安 定,不 安定が入れ

替わる。(C)pitchfork bifurca」on.定常解が不安定と

なり,安 定な周期解が現れる.

の例を示す。

パラメータを動かして分岐図を調べているとカオス状

態が突然変化することがある。この多くは,ア トラクター

が引力圏 (basin)の境界と接するクライシスと呼ばれる

現象に起因する141.

2.4 ス トレンジア トラクターの次元15～1つ

ストレンジア トラクターは幾何学的にはフラクタル図

形になる18,19。これはス トレンジア トラクターが引き伸

ばしと折 りたたみを無限に繰 り返したものであることに

起因する。フラクタル図形は一般に非整数の次元で特徴

づけられる。フラクタル次元にはいろいろな定義の仕方

があるが,ス トレンジア トラクターに対しては,容 量次

元 (capaCity),情報次元 (infOrmation dimensiOn),相

関指数 (COrrelation exponent)がよく使われる。これ

らの次元はリアプノフ指数と並んでス トレンジア トラク

ターを特徴づける重要な量である。これはまたカオスと

ランダムな雑音とを区別するのにも用いられる。

容量次元 Dは 次のように与えられる。2次 元空間内

のス トレンジア トラクターを 1辺 の長さεの箱で覆 う

のに必要な箱の個数をN(ε)と すると

D =輛
響 需

生       ( 9 )

これはス トレンジア トラクターの幾何学的な性質だけで

決まる量である.

ストレンジア トラクター上の軌道を考えるとグ番目の

箱に滞在する確率 夕′を導入できる。エントロピー

4

S(ε)=―Σク′ln夕j

から情報次元 σが

生 産 研 究

( 1 0 )

σ=雲ゼ零ァ        (1⇒
と定義される。

相関指数 νは,ス トレンジアトラクター上の軌道を一

定の時間間隔でN個 サンプリングした時系列 x,か ら

ン=崚野上警]ま主

α →=ヂ致 場 χJ <εであるペアの数)  ( 1 0

相関指数は少ないサンプル数でも計算できるので実験結

果から次元を求めるときに適している20.

さらにこれらを一般化して,9≧ 0に対して

み=[暑(告Ψ )  に の
κ9(ε)=Σ ′́

で定義される次元 '9が 導入される2つ
。この '9は ,9=

0の ときは容量次元,9=1の ときは情報次元,9=2の

ときは相関指数に一致する.2は ,に 対して非増カロであ

る.

01≦α2 →  D9]≧ '92 (16)

最近 Jensen,Halseyらはこれを負の `に まで拡張し

た2カ
.さ らに2と 次の関係

ズの=券α21つの      (1つ
/(α(2))=αα(α)一(2-1)D9          (18)

で結ばれる特異性指数のスペクトル/(α)を導入し,ス

トレンジア トラクターのキャラクタリゼーションに有効

であることを示した。

以上の議論ではストレンジア トラクターの (静的な)

統計的性質は使っているが,系 の動的な振る舞いは反映

されていないように思われる.ところが,Feigenbaumら

は巧妙な方法を用いて/(α)か ら系の動的な性質の一端

が再現できることを示し,/(α )の 重要性をさらに印象

ブ́けた2o。

2.5 例

連続力学系では,Lorenz系

χ=― σχ+の

り=― ″十π―夕            (19)

=々″ノ
ーレ

や Rosler系 20

■=一 (ノ十′)

,=χ +1/5y                  (20)

=々1/5+z(χ ―μ)

が有名である(図7).た だしドットは時間微分.Rёsler

系では周期倍化分岐が起 こる.Lorenzの 方程式は

Benard不安定性の問題から導かれたものであるが,カ

オスが生じるパラメータ範囲は現実の値からは離れたと
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( a )             t bソ

図 7  ス トレンジア トラクターの例。 ( a ) L o r e n zアトラク

ター[( 1 9 )式,σ=1 0 ,″= 2 8 ,み= 8 / 3 ] . ( b ) Rёs s l e rア

トラクター [ ( 2 0 )式,μ= 4 6 ] .

ころにある. D u f f i n g方程式

″+力χ t t  χ3 = B c o s′
(21)

においてもカオスが観測される.こ の系の位オロ空間はχ

と分の 2次元であるが,右辺に強制振動項があるので実

質は 3次元になる.

離散系ではロジスティック写像

χ″+ l = 笏 ″( 1 ~ χ ″)

やサークル写像
2o

θη_=ら十ρ一ぢ升dn2πa     90
(ただし,θ とθ+1は 同一点と見なす)

H6non写 像
20

" I :協 ナ

ト 認
    (別

が詳しく調べられている。ロジスティック写像では周期倍

化分岐や間欠的カオスが観測される。一方サークル写像

は準周期解を経過するカオスの発生と密接な関係がある.

実験的には非常に広い分野でカオスが観測されており,

今ではカオスは珍奇な現象ではなくなってきている。

3.遅 延フィー ドバック系におけるカオス

著者の関係する光の分野では, レーザー系と光双安定

系におけるカオスが活発に研究されている.

レーザーにおけるカオスの研究は,均 一拡がリスペク

トルを持つレーザーにおける単一モー ド発振のモデルを,

Lorenzの方程式に形式的に一致させ る変形をHaken

が見つけたときに始まる2つ
。その後,不均一拡がりの場合

やマルチモー ド発振,戻 り光がある場合などにおけるカ

オスについて,理 論と実験の両方から研究が進められて

いる.

3.1 池 田カオス

光と非線形な相互作用をする物質を光のフィー ドバ ′ヽ

ク系の中に入れると光双安定系が構成できる。池田は

フィー ドバック時間が系の応答時間に比べ長いときにカ

オスが観測されることを理論的に予想した2o。この予想
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図8 音 響光学素子 (AOM)を 用いた遅延フィードバック系

はGibbsらによって実験的に確認された2".彼 らの最初

の実験は光と電気のハイブリッド系を用い,計 算機を遅

延素子として用いた。後には,電 気光学素子と光ファイ

バーによる遅延を利用した系において同様にカオスを観

察した30。これらは池田カオスと呼ばれるようになった。

純光学的な系においても池田カオスが観測されている30.

遅延時間が十分長いときは,非 線形素子の応答関数を

F(χ)と して,系 の運動は

″(′)=F(χ (′
―r))

で表される.Tは 遅延時間である.系の応答時間を考慮

すると,時 定数をτとして

χ(′)=― [χ(′)一F(χ(′―T))]/τ (26)

と近似できる.池 田はこの式に基づいて理論を立てた。

32 AOMを 用いた遅延フィー ドバック系における

カオス

われわれは非線形素子に音響光学変調器 (AOM)を 用

いカオスを観測した32,30.図8は 実験系の構成を示した

ものである。制御パラメータは NDフ ィルターを通して

入射するレーザー光強度である.そ れをαとする。図9

にパラメータαを変化させたときの状態分岐図を示す。

また,図 10には代表的な状態の時間変化のオシロスコー

プ写真を示す。

記号の意味は次のとおり.Sは 定常状態,Pは 周期的

振動状態,Cは カオス状態を指す. 2々と 書いたときの系

の状態は,た =T/力 を基本クロックとして,π 回異なる

値を取ったのちに元の値に戻ることを意味する ( =々1

のときは省略)。したがってこのときの振動周期は πた=

πT/た となる。々Cは 2々と 同様の日寺間変化を取るが,各時

刻の値がカオティックに変化する(周期的カオス)。図 9

の縦軸はこの力の値が取ってある。パラメータタが最大

のときの Cは 周期構造を持たない発達 したカオス状態

(25)
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図 9 音 響光学素子を用いた遅延フィー ドバ ノク系において,パ ラメータを変えたときの状態変化図.小 数字は分岐の起こるパラ

メータ値.

図 10 い ろいろなパラメータ値における系の時間変化を表すオシロスコープ写真.すべての写真に対 し,縦軸,横軸は共通にとって

ある.横 軸は l μs/diV.(a)基 準 となる2周 期振動状態.α =067.(b)5倍 高調波の 4周 期振動状態.α=121.(C)

6周 期振動状態.α =136.(d)カ オス.ク =148.

6
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である.図 中上下の矢印は,矢 の方向への状態変化のみ

が許されることを,す なわちヒステ リシスの存在 を意味

している。

周期倍化分岐,奇 数次高調波振動への分岐 (frequency

locked anomaly), 5周 期解や 6周 期解の出現,周 期 3

倍化分岐, 2次 高調波振動の出現,そ して,カ オスなど

実に豊かに多様性 を示すことが見て取れる.

4.ま   と   め

散逸系のカオスについて紹介 した。基本的には,注 入

されるエネルギーが増 えてい くと系は振動を始め,つ い

にカオスに到着すると考えてよいであろう.エ ネルギー

注入量が増えす ぎて穏やかな手段で消費 しきれなくなっ

たとき,系 は暴れだすのである。散逸系についてはかな

りのことが明らかになってきたが,保 存系や量子系にお

けるカオスなど難問はなかなか解決 しそうもない。さら

に,カ オスの工学的な応用面 も未発達である。今後一
層

の研究の発展が望 まれる。   (1987年 1月 8日受理)
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