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流体力学における数値解析の方法として,伝統的に,また実際的に最も多く使われているのは,

差分法である｡流体力学の基礎方程式であるNavier-Stokes方程式を差分法によって離散化した

とき,解くべき方程式は,一般に大型の連立方程式になる.この連立方程式は,通常記憶容量の

少なくてすむ反復解法が使われる.本解説では,著者のおこなってきた研究のうちから,差分解

の発散を防ぐ問題と,連続の方程式をいかにして満足させるかという問題を中心に論じる.

1. は じ め に

流体力学における数値解析の方法として,現在のとこ

ろ差分法,有限要素法,境界要素法等が多く使われてい

る.これらの方法のうち,伝統的に,また実際に最も多

く使われているのは,差分法である.流体力学の基礎方

程式であるNavier-Stokes方程式を差分法によって離

散化すると,大型の連立方程式が得られる.この連立方

程式を解 く手段 として,直接解法と反復解法があるが,

直接解法では,行列を反転させなければならないので記

憶容量が膨大となるため,何らかの工夫をしない限り,

実質的にまず不可能である.このため,通常連立方程式

を解 くのに,反復解法が使われている.

さて,反復解法によって,Navier-Stokes(N-S)方

程式の数値解を得るにしても,実際にはとくにN-S方

程式の非線形性による反復過程の安定性,収束性の問題

等のため,一筋縄ではいかない.本解説では,非圧縮粘

性流体の差分法による数値解析をおこなう際,こうした

問題の生じる例につき,過去におこなわれた研究,およ

び著者のおこなってきた研究を,W介する.

なお,本解説では,層流,乱流の区別について,とく

に意識しないが,乱流の数値解析の場合には,壁近傍で

速度分布,エネルギー散逸率等が急激に変化するから,

より一層の注意が必要である.

2. 反復解法の形式

さて,一般に逐次近似の形式は,次のようにかける.

U(new)- U(old)+ U(correct) (1)

ここで,U(new)は新 しい近似値, zJ(old)は古い近似値,

V(correct)は補正量である.Vは,スカラーであっても,ベ

クトルであってもかまわない.また,流体力学の数値解
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析においては,非定常流の場合でも,時間刻み加 を含ん

だ項全体を U(correct)とかくことにすると,形武上(1)の

形に書けるから,式(1)は定常流,非定常流のいずれの

数値解析をおこなう場合にも,基本的にあてはまる.

式(1)において,補正量 V(correct)を決めるアルゴリズ

ムが必要である.このアルゴリズムの良し要しが,解の

精度,収束性に大きく関係する.簡単に言えば, U(correct)

があまり大きすぎると解は発散し, U(correct)があまり小

さすぎると収束性が悪 くなる.したがって,よいアルゴ

リズムというのは,適正で補正量が適度な大きさである

ことが必要である.ところが,流体力学の数値解析にお

いては,適正で適度な補正量を生みだすアルゴリズムを

みつけることが難しい.以下,この′削こついて述べる｡

3. 差分解の発散の例とその対策例

3.1 非定常流の例

これには,現在では歴史的意味しか持たないが,よく

知られたRichardsonの方法1)(1910)がある.これは,

αに関する1次元の拡散方程式

∂㍑ ∂2〟
~面~=α一軒 (2)

t:時間,I.空間変数, α ●定数

を,Atを時間刻み,hを空間の検子帽,I-(卜 1)hとし

て,

uln+ll uln-1
｣/ 昔 (u-1+ u z-1-2uE)n (3)

と髄散化する方法である.ただし,上つきの添字nは時

間ステップを表す.不幸にして,この方法は,』f-0の

とき以外は,不安定である.ところで,』f-0というの

は,式(1)で考えると,補正量 U(correct)-0である｡明

らかなように,補正量が 0の反復法というのは意味がな

い.現在では,式(2)を安定に計算する方法は,数多く
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知られている
1).

3.2 定常流の例

1次元のωの輸送方程式

帯=寺+   “ )
α=%(■ ),Rο :定数

を考える.式 (4)を 中心差分近似して,整 理すると

(―″Rθ%,/2-1)ω.1+2ω,十(″RO%,/2-1)ωj+1=0

(5)

を得る。この式から,Rι数が大きくなるとωの係数行列

の優対角性が くずれて反復解法は不安定になることがわ

かる。実際,Kellerと Takami力の RO数 15の 2次元の

円柱のまわりの流れの計算では,上 記の優対角性をくず

さないために極端なunderrelaxation(格子点数 2169の

ときで,緩和係数 ～3/100)をおこなわなければならな

かった。

この 3重 対角行列の丸め誤差の成長に関 して,

Wilkinson"は,行列が優対角ならば,直接解法は丸め誤

差の成長に関してきわめて安定であることを示している。

もっと一般的には,係数行列の要素をα″とするとき,係

数行列が既約で

lα″|>量lα″| (6・b)

が成 り立つならば,Gauss―Seidel法は収束する(十分条

件)°.

そこで,定 常流の数値解析の場合にも,こ の優対角性

を利用すると,次 のように安定な解法を作ることができ

る
°
.解 が収束したと仮定すると,

lωメ2)一ω,(π
 ll→0 ( 7 )

となるはずである。ここで,上 つきの添字形は反復回数

を表す。そうすると,式 (4)を中心差分近似するときに

式(7)を考慮して,

2 , ω
′+ 1 ±μω, ( ″

+ 1 ) 平
μω: 〈

Z ) ~ ω
, 1

=寺,(ぃ十ぃ 2o) ( 8・a )

て́,

+ 2 )ω′
(η+ 1 )

これ雄理
り覆洲ロレ

と近似できる.

,/2-1)ω′+(/(―力Rο υ

                ω ,+1+(力Paび,/2-1)

ι力RοlびJ ω′(πソ2(8・b)=ル

′ヽ は ,となる.あ るヽ

      “ ′+2 )ωメ″+1 )(一方Rου,/2-1)ω,+(ッ

+(力′′υ′/2-1)ωl.1=μ
′
ωメ2)   (8・C)

′
は安定化係数ともいうべきここで,μ,μとしてもよい。
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安定化係数μ 反復回数 」T

40

71

340

672

1135

ものである。差分式(8・b),あ るいは(8・C)は μ,μ
′
の値

を適当に調整することにより,ωJの係数行列を優対角に

できるから,式 (4)を 安定に解 くことができる。 しかも,

得 られた解の精度は解が収束すれば中心差分 と同 じ

0(ヵ
2)となる.こ のような安定化の方法は,著 者のほか

にも3人 の人がそれぞれ異なった考え方のもとに,同 様

な差分式を導いている
・～つ

.

乱流の場合には,こ の方法をかε方程式 (後出,P,14,

式(25)～(28))に 適用すると,差 分方程式は,い ずれも

s{εs(∂ν。/″ )-2ον¢)}力 1+{4οs(∂νoμン)十μ)ん

+s{― οs(∂νθ/″)-2cンθ}ん+1=2s3s′十μん

( 9 )

/≡ び,力,ε,   Siy方 向の格子幅

Sプ:source term,  ε :constant

となる.y=005と 095の 間を9等分 (s=0.1)して, μ

を変化させたとき,こ れらの連立方程式をSOR法 (緩和

係数はすべて 1)で 解 くのに必要な反復回数を表 1に 示

す。ただし,収 束条件は,境 界条件の点を除いて,

1各方程式に解を代入 隔ax<102

とした.こ の表から, μを大きくすると解を収束させる

のに必要な反復回数 rTが 多くなることがわかる。なお,

s=102,μ =103と すると ′T=32, s=103,μ =105

とすると rT=32で あった。したがつて,こ の方法は乱

流の数値解析の場合にも効果的である。

4.速 度を使つた反復解法

次に,非 圧縮粘性流体の非定常流の反復解法について

述べる.非圧縮粘性流体の流れは,無次元化したN― S方

程式

#+Дυ)一▽́十揚▽2υ

と,連 続の方程式

D=▽ ・υ=0

( 1 0 )

( 1 1 )

とを与えられた初期条件と境界条件のもとで解けばよい。

ここで,υ は速度ベクトル (″, y, z成 分をそれぞれ

ク, υ,″ とする),夕は流体の圧力,Dは 膨張速度であ

る.′οはReyn01ds数で,流 れ場の代表長さん,代 表速

度び,流 体の動粘性係数 νを使うと Rθ=a″ ν とかけ

る.ま た,ス (υ)は,

ス(υ)=(υ・▽)υ            (12)

0 2 ×1 0 3
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表 1 安 定化係数と反復回数
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あるいは,

ス(υ) =▽ 。(υυ) (13)
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る努力が払われてきたかを概観する。

4.l  Stream― Function Vorticity Formulation

この方法は,式 (1 0 )の回転 をとった

キ十(υ・▽か(ω・▽)υ=寺▽2ω 0
と, うず度ωの定義式

ω=▽ ×υ                (19)

および流れ関数 ψ (ベクトルポテンシャル)

υ=▽ ×ψ               (20)

とから, ψに関するPoisson方程式

ω=_▽ 2ψ
               (21)

を解 く方法である.速 度場は,式 (20)より,圧 力場はN
― S方 程式(10)を積分 して求める。

(a)2次 元流の場合

2次 元流の場合には,流 れ関数はスカラー量になり,

式(18)～(21)は発散形 (保存形)で

十+等十等=奇プω   ②
∂″  ∂%

ω=罵
F ~雨 ア

%=∂″の, υ =一∂″ιレ

ω=_▽ 2ψ

と層事ける.

の形に書かれる.式 (12)はconvective form,(13)は

divergence formとよばれており, これらは,連 続の方

程式(11)が成 り立てば同等である。対流項 ス(υ)に上流

差分法 (または,風 上差分法)を 適用するときは,通 常

convective fOrmの形にしておかなければならない。他

方,流 体の運動量が保存するのは,式 (13)のdivergence

fOrmの 形である。このように,方程式を書き換えるだけ

(これについては,以 下にもっと詳しく述べる)で ,差

分方程式がある特性をもってしまうとか,種 々の計算法

が生じたりするのは,流 体力学の数値解析の特徴である。

また,舌し流の数値解析では,式(10)の粘性項が ▽・(1/Rι

十ν。)▽υの形 (νθ:うず粘性)に なるが,さ しあたりこ

こでは,式 (10)の形で考える。

さて,N― S方 程式(10)と連続の方程式(11)とで方程

式系としては閉じているのであるハ これを実際に数値

解析的に解 くとなると,困 難が生じる。それは,連 続の

方程式(11)を満足させるように圧力をどう定めたらよい

か, という問題である。このために,た とえば,式 (10)

の発散をとって,圧 力に関するPoissOn方程式を,

▽2沙_▽ .バ υ)十
(器

+寺 ▽2D)l141

と書 く。すこしみやすい形にすると,式 ( 1 2 )の形から

▽2ρ=【揺等う
2+(等

)2+(等)2
+ズ子#十̀争奪+#彰 》
一←号升十%等十υ等+η等―寺▽2,)

( 1 5 )

となる。 したがって,  もし, Dに 関する拡散方程式

等
十%等 +υ

器
十″

器
=寺 ▽2っ

 は 0

が成 り立てば,D=0で なくても

▽2夕=【等)2+(1り)2+(等)2+2(子#
十̀ン等+等導笞う  (0

が成 り立つ.

すなわち,N― S方 程式(10)とPoiSsOn方程式(17)と

から得られる速度 と圧力の場は,一 般に連続の方程式

(11)を満足しない。そこで,圧 力に関するPoisson方程

式を解 くときには,連 続の方程式(11)が満足されていな

い限り,N一 S方 程式とPOisson方程式(15)をD=0と

なるように工夫して解かなければならない.

このように,連 続の方程式(11)を満足させるように圧

力の場を決めることは,そ う簡単な問題ではないのであ

る。以下,連 続の方程式を満足させるようにN― S方 程

式を解き,圧 力の場を定める方法につき,過 去にいかな

14

この方法は,取 り扱う変数の数が少ないこと,連 続の

方程式を厳密に満足することから, 2次元流の場合には,

ThomO,Kawaguti"の 手回し計算機による時代より使

われてきた最もポピュラーな方法といってよいであろう。

しかし,この方法を使っても,定常流の場合には,3.2で

述べたような問題を生じるから,Rο 数が高くなると式

(22)の対流項を中心差分近似する限り,差 分スキームの

問題として,計 算機の容量 ・スピー ドがいかに大きく,

また速くなったとしても,差 分解は発散する。Thom,

Kawagutiのすぐれた数値的 。物理的直観力をもってし

て,初 めて円柱のまわりの流れが正確に解けたのである。

先人の偉業に頭の下がる思いである。

(b)3次 元流の場合

この場合には,流 れ関数は一般にベクトルポテンシャ

ルになるから,式(21)は3つの成分をもつ。式(18)～(21)

の方程式系は,Aziz,Hellum♂?によぅて初めて解析され

た。

その イた, Hirasaki, Hellumsll｀
la, ぉ

ょ び Richard‐

son,COrni並10に
より,系 (18)～(21)は一般化 され vor_

ticity potential methodとして基本的には完成 された。

それは,方 程式系

等十(υ・▽か(ω・▽)υ=奇ヤ2ω ttω
ω=_▽ 2ψ

, (▽ .ψ=0)

υ=▽ ¢十▽×ψ

(23)

′24)

(25)

(27)

(28)
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▽
2 9 = 0 (29)

を解く方法である。ここで,9は スカラーポテンシャルで

ある.こ うすると, ψに対する境界条件が簡単になり,

たとえば,単 連結領域の流れなら,

∂9/∂π=%″

ψιl=ψι2=∂ψ2/∂π=0

となる。ただし,π は法線方向,′1,′2は 2つ の接線方向

の成分を表す。

ところが,こ の方法は,後 にAregbesola,Burley14、

WOng,Reizesl',お よび Tutty10によって吟味され,た

とえば,式 (27)～(29)の差分方程式系の適正さに疑間が

投げかえられている.そ の結果,ス カラーポテンシャル

¢を使わないで,
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▽2っ‐″_[%升+▽。(▽・(υυ)1+寺▽2D 00

を解 く方法である。連続の方程式

D=▽ ・υ=0              (34)

に対する制約は,式 (33)における∂D/∂′の評価を

∂,/∂′=一 つι
/∠′ (D`+″ =0)

とすることによって,D=0と なるようにしている。ただ

し,Dι は必ずしも0で ないことを注意しておく。

この方程式系で,Dι を残 し,`+Z`=0と お くことに

よって,系が安定に解ける数値計算例は,文献 18)を参照

されたい。また,圧 力の POiSSon方程式の境界条件は,

一般にN― S方 程式で与えられるから,非 同次である。

しかし,こ の境界条件は,次 のようにすると,同 次にな

る
1". ま

ず, ∂ノ∂′を

22=子 ―▽タ (35,a)

とおく。ここで,∂υ
′
/∂′は未知であるが,∂υ/∂′は既知と

する。この発散をとって,

等=▽・(γ)一▽2,▽2夕=▽。(γ)等
( 3 5・b )

を得る。次に,た とえば,固 定壁面上では,式 (35。a)で

∂ブ∂′=0で あるから,こ れを使 うと,式 (35・b)の ∂%′/

∂′は,既 知の量 ∂%/∂ノと,▽ クを使って書ける。そうす

ると,圧 力に関するPOiSOn方 程式(33)のかわりに(35・

b)を解 くと,同 次な境界条件が得られる。ただし,(35・

b)で MAC法 と同様に,∂D/∂げ=― '7∠ ′と評価する。

こうすると,収 東も速いようである
1".

MAC法 (32)～(33)と同じ方法に,SUMMAC(Stan‐

fOrd University Modified MAC)法
2の
がぁる。 ま た,

MAC法 を使って自由表面の境界条件を改良した方法は

文献 21)～23)にある。

なお,人 工粘性項を付加してMach数 が 0か ら∞まで

計算 で きるよ うなI C E ( I m p l i C i t  C o n t i n u o u s  F l u i d

Eulerian,注 :氷のことではない)MethOd2・もMAC法

を開発したLos Alamos Scientific Laboratoryの研究

者によって開発されている。

4 2 2  Pseudo―Unsteady Method25)

この方法は,定常流を計算するためにChOrin20が開発

した,N― S方程式(32)と連続の方程式(34)のかわりに,

方程式

子
+ε2▽.υ= 0        0 0

を使 う方法である。ノ→∞ の極限で,連続の方程式(34)を

満足する.

なお,Hirt,Nichols20によると,こ の方法を非圧縮粘

性流体の非定常流の計算に使 うと,差 分解は許容しがた

い振動をひきおこす。したがって,こ の方法を非圧縮粘

(30・a)

(30。b)

(31・a)

( 3 1・b )

υ=υs+▽ ×ψ,  ▽ ・υs=0

▽2ψ= =ω 十▽×υs

を式(27)～(29)のかわりに使ったほうがよいとされてい

る
161.

(C)補 遺

流れ関数とうず度を使 う方法は, 2次 元流の場合には,

連続の方程式を厳密に満足し,変 数の数も少なく,収 束

も後に述べる速度と圧力を使った方法に比べてはるかに

速い
1の
ので, うず度輸送方程式(22)の対流項の差分近似

の問題を除いては,問 題のないよい方法である。しかし,

この方法を自由表面を含んだ問題,舌L流の問題等に適用

する場合には, 2次 元流の場合でもやっかいである。さ

らに,こ の方法 (あるいは,こ れを一般化したうず度 ・

ポテンシャル法)を 3次元流に適用すると,解 くべき方

程式の数は,速度とうず度を使った方法に比べて,かえっ

て増加する。さらに, うず度 。ポテンシャル法の場合に

は,す でに述べたような差分方程式系の適正さの問題が

生じる。

したがって,こ の方程式を3次元流に適用する例は,

これまであまり例がないし, これからも少ないものと思

われる.

4.2 Primitive―Variable Formulation

この方法は,MAC法
1つ
のはなばなしい成果 とともに,

自由表面をもつ流れへの適用性, 3次 元流への拡張の容

易さ等の適用範囲の大きさから,最 もよく研究された方

法である。ここでは,た とえば MAC法 という場合,本

来はMarkerを 使った方法であったのであるが,こ れに

かまわず,数 値解析法の性格にしたがってなるべ く年代

順に記述することにする。

4.2.l MAC(Marker― And―Cell)Method(1965)

この方法は,N― S方程式

÷
+▽ 。(υυ) =▽ 沙+揚 ▽2υ

  O "

と圧力に関するPOi S S o n方程式



538  38巻 12号 (198612)

性流体の非定常流の計算に適用することは,時間刻み ∠′

の制約 をも考慮すると,一 般にはよい方法 とは言えない。

4.2.3  Sirnultaneous  Relaxation  MethOd  for

Velocity and Pressure

この方法は,MAC法
1つ
,あ るいは Chorinの方法

2つ
か

ら発展させられた。

(a)Chorinの 方法
2つ

これは,N― S方程式

〈静十▽・(υの=▽φ+寺▽2υ (37・a)

から,tentat市eな 速度場 υααXを ADI法 で計算し,こ の

υααχを使って,連 続の方程式

D : Y  .  o = 0 (37・b)

を満足させるように速度 υと圧力りをスキーム

υ(2+1)=υα″χ~∠′・▽が
2)

(37・C)

沙
(2・1)=がの一λD(″+1、 ス:parameter (37・d)

で反復させる方法である。ここで,上 つきの添字物は反

復回数を表す。

Chorinの方法の重要な点は,N― S方 程式から一度

tentat市eな 速度場を計算し,この速度と圧力を同時に反

復させる考え方をとったところであり,こ の考え方は後

の研究者に重要な示唆を与えた.

(b)SMAC MethOd

この方法は,考 え方としては,MAC法 の圧力の境界条

件を簡便にするようChorinの方法
2つ

にのっとって考案

されたものであるが,解 法の性格上,別 に述べたほうが

よいと思われるのでもう一度後述する.

(c)ABMAC(Arbitrary Boundary MAC)Method2め

この方法は,Viecelli2ゆにより考案された。この方法

は,N― S方程式

器
+▽ ・(υυ)一 ▽夕+寺 ▽2υ

から,新 しい時刻の速度場 υ(″+1)を計算し,

張速度

D(″+1)=▽・υ(″+1)

を計算する.こ れを使って,圧 力沙を

夕(2 + 1 ) =夕(η)―∠“ヴη
 ヽ  D。)= D (′+ 1ぅ

∠τ:relaxatiOn parameter

によって計算する.以 下は,得 られた圧力(38・C)をN
―S方程式(38・a)に代入し,同じことを収束するまで繰

り返す。式(38・a)から得られる速度成分を(38i b)に代

入すると, 夕の擬拡散方程式

#=´
▽2′ s , s : S O u r c e  t e r m  0 8・ d )

が得られる。これを使って,Von Neumannの 安定性解

析から,緩 和係数 ∠τの制限について, 2次元流の場合

∠τκδ2/2∠ノ,δ :mesh size

が得られる.
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(d)SIMPLER(Semi lmplicit MethOd fOr Pressure―

linked Equations Revised)N71ethod29)

こ の 方 法 は Control―v。lumeを イ吏った SIMPLE

Methodの 改良版であるが,名前とはうらはらに,著者に

はかえってスキームが複雑になったように思える.こ の

方法の概略を記すと, まず擬N― S方 程式

弓争十(υ・▽)υ=ν▽2υ (39・a)

を使って, εを求める.次 に,こ の ,よ りDを 求め,

▽2夕=D/∠ノ, D=,ブ ∂′十▽。(ρ∂) (39・b)

を解く。得られた夕を夕
*とおいて,N― S方程式

℃争十(υ・▽)υ=―÷▽ダ+ν▽2υ 09.c)
よりυ*を求める.こ れから,D事 を求めて

▽2夕′=D*/∠ `

を解 く。得られた夕
′
を使って速度 υを

υ=υホ+υ
′
,  υ

′=~∠ ノ▽沙
′
/ρ

によって求める.以 下,収 束するまで式(39・a)に もど

る.

(e)SOLA (A Numerical SOlution Algorithm fOr

Transient Fluid Flows)N71ethOd30)

SOLA法 としては,初 めて文献 30)に名前が表れるが,

本質的に同じ方法がすでに文献 31)に,MAC法 の一つの

拡張として考案されている.こ の方法は, まずN― S方

程式

器十▽。(υυ)=▽ク+奇▽2υ (40・a)

から, ,を 求め,

る。このDか ら,

∠ク=―

この うを使って D=▽ ・」 を計算す

圧力の補正量 ∠ク

島D
2∠バ1/∠″2+1/∠y2+1/∠z2),

Bq i relaxation factor (40・b)

を計算する。ただし,∠χ,∠y,∠′はそれぞれ″, y,

z方 向の格子幅である。速度の補正は,速 度成分が図 1

のように配置されているとして,

%:+1′2,ブ,た→%,+12,′,た十∠″々 )ィク

%,12,,,→々%,1′2,グ, ~々(∠″∠″)∠ψ

υ:.′■V2,→々υら,+12,た十∠ノ/∠y)∠タ

υ,,,1″→υ′,び1″, ~々(∠〃∠y)∠タ

η',ブ,た十1′2→η,.′,た+1′+(∠〃∠z)∠沙

ὴ ,ブ,た1′→ω′,プ.た1″~ (∠ノ/∠z )∠沙

によっておこなう。

この方法は,式 (40・C)を使うと

D(2+1)=▽・υ(2)=D(η)+2∠之紗(1/∠″
2+1/∠

y2+1/∠′
2)

(40・d)

とかける。圧力の補正量∠夕は,

ル =―D / (∂D /秒)

(38・a)

これより,膨

(38・b)

(38・C)

(40。C)

(40・e)(38・e)

で決められているから,実は Newton‐ Raphson法 である.
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図1 速 度成分の定義点

また,こ の方法は,後 に SOLA‐VOF(Volume Of

Fluid)3カとして発展させられている。

(f)Takami and Kuwahara's Method3め

この方法は,N― S方 程式を

ω+▽ ρ=F,ω =∂υ/∂′,F=― (υ・▽)υ十▽2υ
/P。

( 4 1 ・a )

と書き直して,ス キーム

の(2)=F―▽夕
(2)

(41・b)

沙(π
+1)=沙(の一ε▽・(ω(2)+υ/∠′),

ε i relaxation cOnstant             (41・C)

によって,収 東するまで反復する。

4.2 4  Velocity―Potential Method

(a)SMAC MethOd3°

この方法は,す でに述べたようにChOrinの方法,

MAC法 を発展させたものである。まず,N― S方 程式

℃争
一▽ ・(υの=▽ ク+寺 ▽2υ

 レ a )

からt e n t a t i v eな速度場 」を求める。この σを使って

j =▽ ・」 を計算し, P O i S S O n方程式

▽2 9 = j ,   ¢ : p O t e n t i a l  f u n c t i o n   ( 4 2・b )

を解 く。このスカラーポテンシャルタを使って,新 しい

時刻の速度場 と圧力を

υ
`+″=」 ~▽

¢

メ
十″=メ 十グ務 +クs, śi基 準値

によって求める方法である。

(b)Takemitsuも Method3,

著者の方法を述べる前に,静 止から急に一定の流量で

流れ出す2次元Channel(Rο=5)内 の流れを計算した

ときの ノ=2∠′(∠′=1/100)における収束するまでの各

生 産 研 究

~ ~ l ~ ‐
~ ~ ‐
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図 2 各 方法による収東過程の比較 (′=002,SOLA法 のみ)

方法による反復回数を図 2に示す。ここで,各 方法の代

表として流れ関数 とうず度を使った方法,圧 力に関する

POissOn方程 式 を解 く方法 としてMAC法 ,速 度 と

POtential関数を使った方法として SMAC法 ,速 度 ・圧

力同時緩和法として SOLA法 を選んだ。ただし,SIM‐

PLE法 系統のものは,各時間ステップで収束するまで何

回もPOiSSon方程式を解かなければならないので試み

なかった。また,図 中 ε′は,

ε′=|ス.(π
〉―′,夕

+11 2α
χ  /=ψ ,夕,ψ  (43)

を表す。

なお,図 中 Presentは後に述べる著者の方法である.

この図から, 2次 元流の場合,流 れ関数とうず度を使っ

た方法以外は, どの方法も収束がきわめて遅いことがわ

かる。これは, 2で 述べたように,反 復解法の補正量が

適切な大きさでないことによる。しかし,す でにみてき

たように (また,後 で他の方法もすこし付け加えるが),

過去に研究されてきた方法は,い ずれもN― S方 程式と

連続の方程式を満足させるように,一 応合理的にスキー

ムが構成されている。この意味では,一 見改良の余地は

ないように思えるのであるが,著 者は次のように考えた,

2次元流の場合に,流 れ関数とうず度を使った方法が

最も収束が速いのは, 2次 元流の場合には,流 れ関数が

スカラーで存在することと,流 れ関数を導入することに

より,連 続の方程式が各反復において自動的 (陰的)に

満足されていることによるものと考えられる。 したがっ

て,速 度と圧力を使った解析においても,各 反復ごとに

何か保存する量を拘束条件 として付け加えてやると,収

束は速 くなるはずである。この考え方のもとで最も簡単

な保存量として, うず度をとると,各 時刻で

ωι=ω(1)=ω°)=… =ω(2)=ω(2+1)=…… (44・a)

となる.すなわち,ωは各時刻で何回反復しても不変であ

1 7

(42・C)

(42・d)

＼、ミミ、、、rt,
Ui t/z,i,h t

6z

i

' (-v';-"*

＼ン
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る (保存される)か ら,

ω
ι=▽ ×υ( 2 ) =▽×υ( 2 + 1 ) (44・b)

が得られる。この式は,ポテンシャル関数¢を導入すると,

a ) ( m +  
L )  

I ) ( m )  _  g  g ( n +  t t

とお くことによって自動的に満足される.そ こで,こ の

式の発散をとると,

D〈2・1)=,(2'一▽2,(″+1)
(44・d)

となる.D(″
+1)は

,各 反復ごとに0と なるべき量である

から,D(η
+1) = 0と

おくと, 9に関するPOi S S o n方程式

V 2  g(n+ t )  -  
D \n) (44・e)

が得られる。ただし,角 をもつ流れでは,角 のところで

クは多価関数になるから,あ らかじめ境界条件を与えて

式(44・e)を解 く.

計算の順序は,N― S方 程式

÷
十υ・(υυ) =▽ ク+奇 ▽2υ

  1 4 4・ f )

から,新 しい時刻の速度場を求めて,D`+″ =▽ ・ὺ十Zι

を計算する。次に,式 (44・e)を第 1回めの反復で解き,

新しい速度場を式(44・C)か ら計算する.以 下,(44・e)

と(44,C)をがη+1)が適当に小さい値になるまで繰 り返

す.D=0と なる速度場が得られたら,N― S方程式

(▽沙ν =―
(等 ) (▽

・υυソ+湯 (▽
2υ

ソぃ g )

より新しい時亥1の圧力沙
ι十″

を求める.

この方法は,上 にみてきたように, うず度を陰的に保

存する量 (impliCit invariant)とのみ扱っているだけ

で,う ず度を直接計算するわけではない。また,Poisson

方程式(44・e)は 1つ しか解いていない。したがって,直

接法で式(44・e)が解ければ,形式上,この方法はSMAC

法と同じになる。しかし,SMAC法 と根本的に異なると

ころは速度 と圧力を使ってN― S方 程式を解 く際に

implicit invariantを導入したことで,こ のことのため

にSMAC法 に比べて収束 もきわめて速 く (図2参照),

また,定 常流の方程式や陰解法にも容易に拡張できるの

である
30,

この方法は, 3次 元流の場合にも適用できるが,著 者

がこの方法を最初に考えついたとき,実 は SMAC法 を

知らなかった. もし, 知っていたら,思いつかなかったに

違いない。また,この方法を誰もこれまで思いつかなかっ

たのは,流 れ関数とうず度を使った方法では, 0が各時

刻,各 反復で implicit invariantになっていたからであ

ろう。

4.2.5 補  遺

速度と圧力を使う方法は, 自由表面を含む問題,境 界

の壁が動 く問題,乱 流の問題, 3次 元流の問題等,境 界

条件の取 り扱いやすさから,こ れからもずっと研究が続

けられていくであろう。解 くべき方程式の数,差 分方程

式の適正さ,収 束の速さ,精 度等に関してより高度の発

18
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展が期待される方法である。

なお,一つだけ注意をしておく.圧力に関するPOiSSon

方程式を解 く方法は,D`+4=0と 同時に D′=0を 満足

するような方法でない限り,性 質のよい初期条件および

周期境界条件等の特殊な境界条件でない限り,将 来使わ

れなくなる可能性がある。なぜならば,静 上の状態から

急に一定の流量が流れ出す問題
30で

,上 流側でのみこの

速度を与えると,D`=0で ない MAC法 では流れが下流

に伝幡するまで時間がかかるからである。このときの計

算例を図 3(a),(b)に示す。速度場,圧力場ともにMAC法

の解は正しいとは言えない.こ のような解が得られる理

由は,PoiSSOn方程式(33)から得られる圧力の場は,D≡

0で ない限り正しい解を与えないからである.

このことを敷行して考えると,D`+″ =0で も 'ι=0

でないような解法というのは,上 流側が定常流の場合に

は,上 流側の流体力ヽ まぼ計算領域を通過する時亥1までの

過渡的な解は正しくない。また,上 流側が非定常流の場

合には,非 定常流の変化が無視できるほど (たとえば,

y

1 0

0 8

0 6

0 4

0 2

0

Present (e r (10  2)

P r e s e n t ( e l ( 5 X l 0 - 3 )
- Exact

1 0 15 ″

図3(a)2次 元非定常 Poiseulle流の下流側の速度分布

け=05)

図 3(b)2次 元非定常 Poiseuille流の中心軸上にそった

圧力分布 (′=05)
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上流側の格子で発生するD′″が Di″παχ=0(103)程

度以下)イ さヽくないll■り,計 算中に図 3で 示したような

ことが生じると考えられる。

4.3 Velocity―Vorticity Formulation?)

(a)ス キーム

この方法は, うず度輸送方程式

等
十(υ・▽か (ω・▽)υ=寺 ▽2ω 4 5・a )

から,新 しい時刻のうず度を求め, これを使って速度に

関する Poisson方程式

▽2υ=_▽ ×ω

を解 く方法である.

(45・b)

(b)補 遺

この方法は,式 (45・b)よ りわかるように,2次 元流な

ら2つの Poison方程式を, 3次 元流なら3つ の POiS‐

SOn方程式を解かなければならない。また,圧力を求める

ときには別途計算をおこなう。

なお,境 界のところで最も大 きな D=▽ ・υの値を

とり,必 ずしも つ=0で ないので注意が必要である。

4 4  1ntegro―Differential Formulation37)

( a )ス キーム

この方法も, うず度輸送方程式

等=▽×(υ×ω)十寺▽2ω  “ ←a)

によって新しい時刻のうず度を求め,積 分

υ=―券ル篭摯予ニカοtt υ∞  “6・b)
4=1/4π ,グ =3 (3次 元流)

4=1/2π ,グ =2 (2次 元流)

ス=1,  ″ =1 (1次 元流)

によって速度を求める方法である (図4).

(b)補 遺

この方法は,理 論的には興味深い方法であると思われ

るが,こ の方法を使って実際に研究をおこなった例が少

ないところをみると,積 分 (46b)が 大変なのであろう。

生 産 研 究  5 4 1

5 数 値計算法からみたその他のいくつかの問題

以下,思 いつくままに記す.

5.1 定 常流の計算

定常流の計算は,通 常非定常法 (time marching

method)で おこなわれることが多い。これは,定 常流の

方程式を解 くと,3.2で 述べた問題が生じることと,D=

▽・υ=0を どうやって満足させるかという問題がある

からであろう.

しかし,非 定常法で得られたときの解の収束判定にυ,

沙,力 ,εなどのノルムを使う場合がある.こ れは,定 常

流を計算していることから考えて,″ ∂′の項が十分小さ

くなったときに収束したと判定すべきである。また,y∂ノ

の項が小さくても解が時間的に振動している場合には,

計算領域,格 子幅の大きさ等に十分な注意を払う必要が

あるように思われる。

5.2 差 分方程式の問題

(a)乱 れと格子の大きさの問題

乱れといっても,流 れのもつ乱れと差分方程式から生

じる乱れがあるが,こ れと格子の大きさについて, とく

に遷移流などで, どの程度のことまでわかっているのか

著者は知らない。

(b)上 流差分法

計算を安定化させるために,上 流差分法がよく使われ

る。この方法は,人 間の考えだした差分スキームの最高

傑作の一つだとたしかに思う。しかし,著 者は流体の計

算は,流 れの大局性と局所性を同時に表現できるスキー

ムが良いスキームだと考えているので, どちらかをll■牲

にするスキームは好まない.上 流差分法に関するわかり

やすい文献は,文 献 38)にある。

(C)高精度差分

まず,時 間差分について考えると,た とえば Burgers

方程式で 0ン ノ2)の差分方程式を作っても,こ れをN

― S方 程式に適用すると,非 圧縮粘性流体の場合には,

圧力の項があるので,一般には 0ン ノ2)ではなく,0(∠′)

となる.た とえば,メ
+″

を正しく求めるためには,Dι
+″

=▽ ・ὺ+″=0と なる必要があるからである。

次に,空 間差分については,計 算領域で不等間隔にす

ると精度が落ちるので注意が必要である。簡単に高精度

にできる方法 (境界条件の取 り扱いも含めて計算の簡単

な方法)の 開発が期待される。

(d)境 界条件

まず,流 入佃Jについて考える。たとえば,乱 流の計算

で実験値を入れると,N― S方 程式,あ るいはモデル方

程式の解になっていない。これをどうするか, という問

題がある。

次に,流 出側では,″ と″=0(″ :流れ方向, π :整

数)の 境界条件だけでは計算された物理量が, とくに高図 4 積 分領域
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Rο数ではなめ らかにつながっているとは思えない。こ    11)G J HiraSaki and」 D Hellums,Quart Appl

(1968),331れは,人 間にとっては結局の ところ,localな流れ しか解      Math,26

基急漿省皇 [1ま あ18:壕 響Iiλ F「 彗壇稽[」 暴
    ill!#httlttd:lili[11lrnllalll‖ |

わからない。要は,壁 の上 も含めて consiStentに差分方     Mech,82(1977),309

程式をどのように構成 したらよいか,そ のためには, 自    14)Y A S Aregbesola and D M Burley,」 Comput,
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