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1. は じ め に

流体の物理現象を支配する方程式としては連続の式お

よび運動方程式があり,これら偏微分方程式群を解 く数

値解析法の 1つとして差分法がある.これは偏微分方程

式を直接艶散化するのでプログラムも組みやす く,乱流

モデルも取 り込みやすいので,流体工学の分野では広 く

用いられている手法である1).しかしながら,差分法は任

意形状-の対応あるいは汎用化が難しい等の理由により

その適用がしばしば限定されることがある.このような

差分法の弱点を克服する手法として,境界適合曲線座標

変換法による差分解析が近年注目されている2～4).この手

法の手順 としては,まず計算面 (写像面)と物理面で 1

対 1の対応を取るようにGrid生成を行い,物理面上の

各微分を計算面の微分に変換する.次に物理量を計算面

上で離散化し,運動方程式を時間進行法などによって解

くことになる.この際に連続の式を満たす必要があり,

また圧力を求めることもしばしば要求される.非圧縮性

流体においては,運動方程式に発散を操作することによ

り得られる圧力に関するポアソン式を,次の時間ステッ

プで連続の式を満たすように変形 し,これをSOR法な

どで解 くこともできる5).ところがこのポアソン式を解

くにあたって,境界面の圧力の値が必要になり,その取

り扱いが問題となる.上記圧力解法の問題点を克服する

手法として,直交メッシュの差分解析では速度 ･圧力同

時緩和法がある6･7).これは圧力に対する解の収束性も良

好で,連続の式に対する条件を確実に満たしながら計算

を進めていくものである.この考え方を境界適合曲線座

標変換法の手順に加えることができれば,差分法による

数値シミュレーションがより広範囲の流れ場に適用され

るものと思われる.

本報では,圧力の壁面境界条件が不要で,連続の式に

対する条件を確実に満たしながら計算を進めてゆく速

度 ･圧力同時緩和法の手順を境界適合曲線座標変換法に
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組み込むことを試みる.

2. 記

X,Y ;物理面の独立変数

E, ヴ:計算面の独立変数

U,V;X,Y方向の速度

;圧力 (密度で割った値)

;レイノルズ数

;時間きざみ

;圧力の補正量 (15)式

;計算面上の空間きざみ (AE-A符-h)

a, ;時間方向スキームのパラメータ (13)求

か, ;発散

DL ;(16)式

添字

ロt., ;座標 (i,j)

□ n ;時間を表す指数

Lロ ,緩和計算の繰 り返し指数

□ x,□ Y,- ;X,Yでの偏微分

3. 基礎方程式と座標変換

流体解析の基礎方程式は,運動方程式,連続の式であ

る.ここでは非圧縮性流体のみについて考える.また,

問題の簡略化のため,2次元流れとする｡
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境界適合曲線座標変換法では,物理面と計算面の独立

変数を入れ換えて物理量を計算面上で差分化する.物理

面と計算面の独立変数の関係を,
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X(ξ,η), 7(ξ,η)お よび ξ(X,y),η(X,y)

のようにとることにより,物 理面上の物理量 /(X,y)

の 1次微分は次のように変換できる。

机

・

.軌

・

ち
1  0

上式中で,&,η x,ξy,ηyな どは,逆変換により,計算

面上の微分に変換することができる。すなわち,

み=L/ノ

ξァ=―χη/ノ

ηx=_yξ/ノ

ηy=Xr/ノ

( 4 )

ここに,ノ は座標変換のヤコビアンである。

ノ=χ冷・ろ―Xη・為

2次微分以降は微分操作を繰り返せばよい.た とえば

ラプラシアンは次のようになる.

▽2/=(ξ″十ξyy)・gf十(η″+η yy)・毛チ
十(み2+ξみ#+(ク2+ηみ#
■2・臨フx+←りか嚇  “ )

以上を用いれば,物 理面上の偏微分方程式を計算面上

での差分に変換できる.

4 計 算メッシュおよび差分近似

計算面と物理面との対応を図 1に示す。図 2に示すよ

うに,計 算面上で速度の定義点を格子′点上に,圧 力の定

義点をセルの中心にとる。

次に計算面上の各微分項について差分近似を行う.簡

単のため計算面上のメッシュ幅を ∠ξ=∠η=力 とし,各

項を中心差分近似する。

速度の定義点上の各差分 (φ=χ ,y,び ,7,び び,

7 7 ,υ 7 )

#|′,==(φ,判″φ′→″ル

場争|,″==(φ″‐一φ̀″→ソカ

#|′″=は"-2・●.+●_〃″

〈み多|:J=は計1-2・φ″+●副″

嚇 |"=学・…―・…
―φ̀ + 1 .′1 +φ, 1 ,ブ1 ) /″

2

(6)

器[び=)R・シ+:十R+テ:R場":~鳥うたノカ

耕[′=)R場":R場″:+Rシ+:R→リル
(7)

ど1        ″ma、

(a)計算面           (b)物 理面

図 1 計 算面と物理面の対応
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圧力の定義′点上の各差分 (ψ=χ ,y,び ,7)

う性:鮮肛鮮[I労|
( 8 )

5.速 度―圧力同時緩和法の構成

ここでは,速 度―圧力同時緩和法の構成を行 う。

まず,運 動方程式(1)を書き換える。

承:軋 10
上式中の時間差分項を差分化し (簡単のため単段階陽

解法を用いる),ま た圧力の微分項に(3)式 を用いる.

策霧lξ郭‡χ]
( 1 0 )

次に圧力の補正計算を考える。

五亀瓦襲i→.州′→}0
ここで,圧 力の定義′点 (グー

÷
,ノー=)お

よび圧力の補

正回数に注目し,(10)式について繰 り返し′+1と ′の間

で差をとる.圧 力の微分項は(7)式 により差分化する.

すなわち,

中びんだ=びみデ写[軌rc刷,‐十T鍔プ→

―?み■′_サ+TみJサ+,一Ⅲワみ■,_=1+∠′・ん

ιび孔計=びみ一ん 卜 だヽぐPみ・,・+ιPみ■′■

一学みり′_=十T鶏 ′+÷ Tみ■′_=1+∠ ′・ん

この両式の差をとると

ι+1び為■_ιび紺1=「/場(&+ηx),″。(ι
+:R電′=

一ι
21早ブ=),

よって

ι・1び紺1=ιび″1+E′'(み+ηx),.・ソR写′=
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圧力の定義点
(グ

ー
÷,′―

÷)ま
わりの速度を同様に

して求め,一 般的に書くと次式を得る.

mび″1=`υ紺1+サ子(み十行ヽデクP『■′→
‐1び鶏与=ιび鶏し+サ子(ξx+ηx〉_ノク鶏′=
Ⅲlびが1=ιυ綱1+サ子(ξx ηx),″_・ι∠R電′=
‐1び鶴判=ιυttbョ+サ子(―教ηx〉→″→・

′∠P″■ ,

‐1暉1=ι晴1+サ子(ξ′+ηァヽ・・物P鶴プ=
中昭ル=`陥)+サイ争(ξγ+ηyヨ`″・

“曜」曜十サ子にァ満‐“禦 ″÷
m昭)→=ιtth+サウ(ξ′―ηy‐`_・

′∠P鐸 ′_= (12)

( 1 2 )式中, αの値は時間方向スキームに依存するパラ

メータである。たとえば

:二321鷲蝙ξ量壺|。.h測1 0
(12)式の補正された速度により,圧 力の定義点上で連

続の式を満たすように圧力の補正値を求める。

圧力の定義点におけるdiVergenceの差分式は,(3)

式および(8)式により次のようになる.

2義=ん『鏃争号くけ醗ユプ
十び̀ ,び1-び,1,,1)十(ηx)ィ_夕′:・

( 1 /‐, , , +し1 ,プーびた
,ブ1 -び, 1 , , 1 )

+ (ξy ) ,芸び)。( Z ,プ Z l ,ブ+ 4 , , 1

-ス 1 , , 1 ) + (ηy ) , : ,び:°( 4 , ,十Z l ,ブ

4ハ ーL戸 1    0

(14)式に(12)式の各項を代入することにより,繰 り返

しノ+1で のdiVergenceが得られる.

ι+lD賀■′_==り聟■,_=十fク・物Pみ■′=・

'L′ シ :

ここで要請されることは,繰り返しノキ1の 時点におい

て(2)式,つ まり連続の式を満たすこと (τ
・lD筆

与 ==

0)で ある。これにより,′D鱚為 ぅが零でなければ圧カ

の補正値を求めることができる。
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物2鰍ブ==―場 デ 舞
( 1 5 )

DLケ:=B金)‐シ→■4x・教)"~(一み
+ηχ)._1,′十(ξx―ηx)′,ブ_1-(―ξx一ηx).-1,,_1}

+(ηx)′_),′―:°((ξX+ηX),,′+(一ξx+ηx)._1,′

―(み―ηχ). ,′1- (一ξx―ηx) , L′1) + (ξy ) , :″:

・{(ξy+ηy):,′―(―ξy+η′),1,プ+(ξy~ηx),,プ_1

-(―ξy―ηy),1,′1}+(ηy)_タブ_:・{(ξ′+ηy),,′

十(―ξy+ηy)‐1,び一(ξy―ηx) , ,ブ_1 ~ ( ~ξγ

ヶ島→レ2    は 0
以上により境界適合曲線座標変換法における速度―圧

力同時緩和法が構成できた。

計算手順 としては,(10)式の差分化式により時間方向

に計算を進めた後に,(15),(11),(12)式 により連続の

式に対する条件を満たすまで速度―圧力の補正計算を行

う.こ の手順を,定 常問題ならば解が十分に収束するま

で, また非定常問題ならば希望の時間ステップまで計算

を進める。計算のフローチャー トをまとめて図 3に示す.

ここに示した手法は,非 圧縮流体の流れ場の解法であ

るので, もちろん各種乱流モデルや,必 要に応じては対

流項の風上差分化等と組み合わせて,安 定な計算を行 う

ことができる.

7.  ま

速度 ・圧力同時緩和法を組み込んだ境界適合曲線座標

変換法の流体差分計算手法を構成した。本手法では,計

算面上で速度の定義点は格子点上に,ま た圧力の定義点

はセルの中心にとっている.連 続の式は圧力の定義点上

で満たすように補正計算を行うので, 2次 元の場合には,

圧力 1点の補正に対し,そ のまわりの 4点 の速度を修正

しながら計算を進める。また,圧 力の壁面境界条件が不

要であり,連 続の式に対する条件を確実に満たしながら

計算を進める。

本手法を用いることにより,Boundary fitメッシュで

の流体差分計算法の適用範囲がより広がることを期待 し

図 3 計 算手順
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