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中 桐 滋*

ShigeruNAKAGIRI

構造設計の一過程として広く用いられている数値構造解析においては解析精度の

向上がこれまでの主な関心事であった｡解析に用いられる構造諸元には構造のモ

デル化等に伴う不確度な変動が含まれている.設計においては構造諸元を意図的

に変動させて,その効果を計算せねばならない.本稿では,不確定または意図的

な構造諸元変動を取り扱う数値解析手法を主として有限要素法に関して述べる.

1. 拷

宇宙空間,地上,地亡巨 海中で用いられる高機能の構

造物の設計には,大型計算機 と計算コ- ドを用いた数値

解析が現在広 く用いられている｡構造解析に利用される

従来の計算プログラムは確定的な入力に対する確定的な

構造応答を算出するものであった.ここでいう入力とは

構造諸元を意味するものとし,構造物に作用する外力等

は除外するものとする.その理由は,地震,突風,波浪

荷重等の自然現象による外力は非定常,不規則,不確定

であり,これ等についても構造自体は確定的であるとし

て,かかる不確定外力に対する応答の不確定性について

これまでも研究されているからである1)･2).

本稿では構造諸元の変動を含む構造系の応答に注目す

る｡外力が確定的であっても,構造系の諸元が変動する

とき出力である構造応答は変動する.使用材料の材料定

数,構造寸法,境界条件等が構造諸元であり,有限要素

法で用いられる剛性,質量マ トリックスはこれ等に支配

されている.したがって,有限要素法の文脈において構

造諸元の変動を取 り扱うとは,剛性マ トリックス等の変

動を取 り扱 うことにはかならない.

構造諸元の変動には不確定なものと意図的なものとが

ある.前者には,弾性定数や降伏応力のように自然現象

として不確定な場合 と,建造物の剛性や重量見積 りのよ

うに構造をモデル化するときに混入する人為的な不確定

性が属する3)･4)｡後者は,期待される機能に適応するよう

に構造物に設計変更を加える場合 と試設計から最適設計

を求める場合の再設計で重要 となる5)･6).不確定な諸元変

動を構造解析に取 り入れるときには,変動の統計的性質

に関するデ-タが必要であり,構造応答 も確率過程 とし

て取 り扱わねばならない7)｡諸元変動 と応答変動の関係
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を評価 しうることは,一方では構造製作に関する品質管

理の指針として役立ち,他方では構造信頼性の定量的評

価に資するものである｡

変動を取 り扱う代表的な手法としてシミュレーション

と摂動法が挙げられる.シミュレーションではある種の

規則に従っ て諸元を変動させ,個々の諸元に対する確定

的な構造解析を多数回繰 り返すことにより応答の変動を

求める.通常は大規模計算を伴 う数値構造解析では 1回

の確定計算に長大な演算時間を要する.また,多数の諸

元を取 り扱えるのか数値構造解析の利点であるので,餐

動をうける諸元個数 も多数選択 しうる,多数の諸元変動

の影響を特に諸元間の相関を含めてシミュレーションで

評価するには現在の計算機の能力は不足してるといえよ

う｡摂動法には場の性質が不変であるとの前提,換言す

れば応答の諸元に関する微分可能性が成立する範囲でし

か有効ではないとの限界があるが,シミュレーションに

較べて演算上ははるかに有利である8)｡

本稿では摂動法に基づ く確率有限要素法による不確定

諸元変動の解析について述べ,さらにその外延として意

図的な諸元変動に関する最適設計への応用について触れ

ることとする.

2. 摂動法に基づ く確率有限要素法

構造諸元が不確定であるとき,それを確率変数 Xl,

x2,･･･Xn と表す.また,その関数である構造応答を Yl,
Y2,.･･Yn と表 し,関数関係が式(1)で与えられるとす

る｡

Y1-gl(Xl,x2,-A,Xn)

Y2-g2(Xl,x2,･･･,Xn)

(1)

Yn-gn(Xl,x2,I-,Xn)

確率変数 Xl,x2,･･･,Xnの結合確率密度関数fx(xl,x2,
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…,″″)が与えられたとき,確率変数■,t,…,毛の実
現値 yl,y2'… ・'y″ の連立方程式 (2)

ク1 = g l (■1 ,″2 '¨
・'“η)

ク2= g , (″1 ,″2 '¨
・'χ″)             ( 2 )

:

ク″
=g″(″1,″2'  '″″)

が実現値 ″1,″2'¨
・'″″の唯一の実数解 をもつ とき,確 率

変数 4,t,… ,tの 結合確率密度は式 (3)で 与えられ

る。

ん(yl'y2'…'y″)

1
-f*(t  , ,r , ," '  ,r  ,)  (  3 )
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,十÷′と進びυl}εr′+…
( 7 )

未知変位 {」}, とその変動率 {ど),{υl}は式(6)と式

(7)を式(4)に代入し,そ の結果に摂動法
"を

適用すれ

ば肩符-1を 逆行列演算として式(8),(9),(10)と求め

られる。

(J)=[7]1{F}

{び1)=[π]1[`]{」}
{υI)=[7]1([K力{υ)十[く]{可}+[K胸{」})
:                       ( 1 0 )

上式は確率変数 ε′のいかんにかかわらず,連立 1次 方程

式の求解はすべて同一の[7]1のみにより,{フ},{∝},
{びル}が遂次求められることを意味している.[KI],[K]]

は一般に [π]に よりはるかに疎なマ トリックスである

ので,上 式右辺の所要演算時間は短い。

式(6)と (7)は テイラー展開であるので確率変数に関

する [K],{び)の微分可能性を前提とする。したがって,

弾性から塑性へと解析対象の場の性質が変化する場合に

は適用できない。また,摂 動法においては摂動次数を増

加させても摂動解の正解への収束は必ずしも保証されて

いない。したがって,確 率変数 ε,の大きい変動に対して

は一般には対処できない。一方,あ る諸元の応答に及ぼ

す影響は多くの場合線形ではないので,こ れを考慮する

ため摂動は少なくとも2次 以上が必要となる場合が多

22 固 有値問題

固有値問題の基礎方程式を式(11)と置く。ここで [〃]

は振動問題の場合は質量マ トリックス,座 屈問題の場合

は初期応カマ トリックスである。[κ],[〃]は対称である

とする.

([κ]―ス[〃]){φ}={0} (11)

[κ],[〃]の確率的変動に対して,固有値λと固有ベクト

ル (φ)の変動率は以下のように求められる。[〃]は式

(12)の形に評価し,スと(φ}の変動を式(13),(14)の形に

仮定する。

[〃]=[″]十̀ξ[〃力ε,十ままム[″蜘ε√ノ+…
( 1 2 )

λ=フ+,まスlε,十=′ξプξχlὲεブ+…   (10
{φ}=(7}十慮夢φl}εJ十÷`ξム {φl}ε√′+… (14)

式(6),(12),(13),(14)を式(11)に代入した結果に摂

動法を適用すると式(15),(16),(17)が得られる。

([π]―フ[万]{ア}={0} (15)

([π]―/i[Jr])(φl}=―([Kl]一フ[〃,一ス|[″])(「}
( 1 6 )

・
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ここでノは な`/&プを成分とする変換のヤコビアンであ

る。式(3)は χ.(グ=1～ %)で 表される構造諸元の確率的

変動に対する構造応答の確率的変動 ζ が確率密度の形

で評価 しうることを意味している。実際の構造解析にお

いては,結 合確率密度関数 ん(″1,″2'…'″η)が多くの場

合不明である。また有限要素法においては関数関係

g,(χl,″2'…'″″)が陽的に閉 じた形で求め られておら

ず,したがって変換のヤコビアンが得られていないので,

式(3)に より応答変動の評価を実行することは事実上不

可能と考えられる。

有限要素法を用い,さ らに確率的応答変動を評価する

には,確 率密度関数にとらわれない新しい手法が必要で

あり, これに対処すべ く考案されたのが摂動法に基づ く

確率有限要素法である。本節では摂動法による有限要素

解の変動率の求め方を述べる。

2.1 静 的問題

静的問題の基礎方程式を式(4)と 置 く。ここで外力

{F}は 確定的とし,剛性マ トリックス [K]が 構造諸元の

確率的変動の影響を受けるものとする。

[κ]{び)=(F) (4)

確率的に変動する任意の諸元値 X,を 微小な確率変数 ὲ

(その期待値はE[ε′]=0と する)に より, ア′を確定項

として(以後上付き棒はすべて確定項を意味する)式(5)

と表すことができる.

χ′
=χ

, ( 1 +ε′)

このとき[κ]の変動は,[κ]の定式が既知でありさえす

れば諸元期待値近傍での ὲについてのテイラー展開に

より,式 (6)の形に評価できる.

[κ]=[π]十遷平Kl]ε′+÷jξム[Kル]ε,ε′+…
( 6 )

[κ]の変動率 [κ:],[κl](肩 符は変動率次数 を示す)は

[K]の X,に 関する微分操作により期待値 における値が

容易に求められる。[κ]の変動に対する変位 {び)の変動

もその確定項近傍でのテイラー展開で近似しうると仮定
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―([κl]―フ[〃:]―スi[〃l]―ス:[〃'一λL[″]){τ}
:                       ( 1 7 )

式 (15)は,静 的問題の式 (8)と 同様に,確 定構造の解で

ある。

フと{ア)が求められると固有値1次変動率ス|は,式

(16)に左側から(7)7(肩符Tはマトリックスの転置を

以後意味する)を乗じ,[7]―フ[π]の対称性を利用する

と式(18)とイ早らね́る。

4=     0

/i代入後は[π]―フ[″]は特異となるので式(16)を連立

1次方程式として解いて {φ:)を求めることはできない.

これは固有ベクトルの規準化条件に関連するものであ

り,種 々の解法が提案されている
1の・1 1`カ

.そ の1つ とし

て,変動を含む [〃]と {φ)について式(19)の規準化条件

を適用する。

{φ}r[″]{φ}=1 (19)

式(12),(14)を式(19)に代入し,そ の 1次摂動を作 り,

それを式(16)の付帯条件 として用いれば,固 有ベ クトル

1次変動率の決定方程式が式(20)と得られる。

[ε]T[C]{φ:ア=―[C]ア[つ]{7}々     (20)
ここで

lCl=[島Fl断η      鬱⊃
□=II)甜Лイ剛  ②

碁拠毅「循ち模畢月全璽象霞ウ羨勇峯雪斑縁力黛
`:lC

l菅宮曇[1・1瑾」『1霜埴異虜葉写真會趾瀑ξξ[
檀「薔婚天91['21yilll脅色λ亀資忙19暴月
ら

後iぁ ごとく,構造系に総数η個の確率変数 ε′で表さ

象襄軍馨鴛璽霞lirttLi告言兵】:19栃彙鷹繕曇

簿31憂色[量t、1[[黛:冒]lilttLO現霞彼鷲賃

纏劣亀姜:尻E曇|ザ〔負響鳥島栞璽liな名笠轟置場房

驚馨基藝冒軍l∫|]:S暑菫[lTT電蟹労焉摯信」負

量亀2慣:事シ:纏λ降尭重〔馨量緯言層Tttl:褒ξ
している。
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3.確 率有限要素法の入力と出力

2章 では有限要素解の確率変数 ὲに関する変動率が

摂動法により効率的に求められることを述べた。その結

果は,着 目する構造応答yが 式(23)の形にまとめられる

ことを意味している。

y=7+ゑ 珂ε′+:ム ′lylε ′εブ+…   (23)

この確率量yの 期待値 E[y]と 分散 Var[y]は かかる

統計量計算における2次近似法
1'に

よれば式(24),(25)

と得られる.

E[y]=7+÷`ξムyIE[ε`ε′]    (24)

Var[y]=,まムで可EL′εJ
十Jと,ilだyttE卜,εゴεが
十÷,とAttLと弓五|(E卜jεブεたὲ]
―E[ε′ε′]E[ε々ει])      (25)

ここで E[ε′ε′],E[ε′ε′ε々],E[ε′ε′ε々ει]は確率変数 ε,の

2次 , 3次 , 4次 のモーメントである。確率変数が正規

分布に従う場合, 3次 モーメントは零, 4次 モーメント

は2次 モーメントの積和で表される。応答の統計量計算

における 1次近似法によれば,yの 期待値 と分散は式

(24),(25)の第 1項のみにより定められる。したがって,

yの 確定頂 7は 1次近似法によれば期待値 となるが,

2次近似法においては期待値ではない。

7,対 ,yllは有限要素摂動近似解 として定められる.

一方,yの 期待値 と分散計算においては,2次 摂動法に

よっても確率変数 εJの少なくとも2次 モーメン トが 1

次近似法で, 4次 までのモーメントが 2次近似法で必要

となる。 3次摂動法によれば2次近似法では6次 までの

モーメントが必要 となる。単に数学上の問題ではともか

く,実 際の構造系に内在する不確定性を確率変数として

表すとき,確 率変数の 3次以上のモーメントを同定する

には多大の費用がかかる。したがって,現 実的には2次

モーメントまで力淋U用しうるデータであろう.こ の観点

から,摂 動次数を増加させることは構造評価上得策では

ない。前述した諸元効果の非線形性を考慮すれば, 2次

摂動法が最も現実的であり,本 稿の研究は2次振動法を

主体 としている。

2次 モーメントE[ε:],E[ε:]はそれぞれ グ, ノ番目の

確率変数 ε,,ε,の分散にはかならない。したがって,標準

偏差の 2乗値として推定できる。またE[ε′εブ]はὲ,εゴの

共分散であるので,変数間の相関係数を基に推定できる。

一方,基 礎の地盤反力係数,FRP積 層平板の材料定数,

不確定輪郭を有する構造の輪郭上の節′点座標のように空

間確率過程 とみなすべき諸量に関しては,ウ ィーナー ・

キンチンの関係式に基づき,こ の場での グを虚数単位と

1 7
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して,

Eヒ :εJ=場 (τ)=I I Sメ /1 e″
τ
″  O①

との関係を用いることも可能である。 こ こでRは 自己相

関関数,Sは パワー ・スペクトル,/は 空間周波数であ

る.

上述のように,確 率変数を含む構造系の有限要素解析

では,確 定構造解析で必要となる構造諸元の期待値のほ

かに,確 率変数のモーメント,少 なくとも共分散が入力

として必要となる。そして,直 接的な出力は構造応答の

分散である。そして,こ こに述べた手法によれば確率変

数の確率密度関数についての情報は一切要求されていな

い。構造諸元の共分散という入力に対して構造応答の分

散が出力として得 られることは,構 造評価と品質管理に

おいて工学的判断を下すときの定量的な判断規準を供す

るものである。

問題点は確率変数のモーメントのデータカヽ まとんど整

備されていないことである。たとえば,圧 延鋼板の板厚

分布はある程度測定されているが, 自動車車体外板へと

プレス成形されたのちの板厚の空間分布は定かではな

い.数 結晶粒程度の極薄板のヤング率も,サ ンプルにつ

いてのばらつきを求めることはやや容易であるが, 1サ

ンプル内の空間確率過程 としてのばらつきを求めること

は容易ではない。したがって,着 目する確率変数に関し

て知識と経験を総動員し,工 学的に妥当と考えられる共

分散を構築しているのが現状である。この際,最 も演算

時間を要する変動率計算は確定構造について 1回行 うの

みで良く,応 答の分散計算で種々の2次 モーメントを式

(24),(25)に投入することは容易であることが,摂動法に

基づ く確率有限要素解析の利′点である。

4 確 率有限要素法の解析例

本節では構造応答の分散の推定例を,静 的問題,振 動

固有値問題,時 刻歴応答問題について述べる。

41 繊 維強化複合材積層平板の層内応力変動

繊維強化により直交異方性を有する平板を積層すると

繊維配向角と層厚を適切にすることにより積層平板の力

生 産 研 究

学的特性の制御が可能となり,テ イラリングデザインの

可能性が開ける。一方, このことは繊維配向角と層厚が

その設計値より変動した場合,力 学的特性も敏感に変化

するおそれのあることを示している。この観点から,図

1に負荷状態と要素分割を示すボロン/エ ポキシ積層平

板の層内応力を検討する
1°
.積層は6層 とし,繊維配向角

の設計値は 120°/60・/0°/0・/60°/120°,層厚の設計値はす

べて 0 1mmと する。この積層設計では中央面上下対称

積層となり,面 内変形と面外変形は連成しない。しかし,

繊維配向角と層厚が上記設計値と異なれば,連成を生じ,

また層内応力も変化する。そこで,繊 維配向角と層厚は

各層ごとに確率量であるが板面内では一様であるとして

2.1節所論の解析を行う。図2は ,変動率計算の正しさを

検証するものであり,第 1層厚のみが変化する場合の第

1層下面せん断応力の確定解, 1次 摂動解, 2次 摂動解

の比較を示す。 2次摂動解と71t定解の一致は,計 算の妥

当性と2次摂動近似の必要性を示すものである。かかる

検証を踏まえて層内応力の3σ限界 (期待値に対する標

準偏差 3倍値の加減)を 求めた結果が図 3で ある。諸元

変動の入力としては,6層 の層厚標準偏差をすべて 2°,

6層層厚の標準偏差をすべて 0 001 mmに とり,各 層の

変動は無作為に生ずる場合を想定して,相 関係数はすべ

て零にとったものである。このようにして確率変数の 2

次モーメントを作成し,さ らに確率変数には正規分布を

仮定して4次 モーメントを求め,分 散は2次近似法によ

り計算した.層内応力の期待値は平面内で一定であるが,

標準偏差は空間的に変化する.図 3の 3σ限界は図 2の

名 点のものであり,板厚方向に一定値となっていないの

は,面 内外力に対 して面外変形の連成により曲げが生じ

ていることを示している。

4.2 レ ス トレイント取り付け位置が不確定な立体配管

の振動固有値

図 4は両端 2点 でアンカーされ,中 間4点 で振れ止め

/

/
″

´

,,1,'''7

/
1次 獅動

2次 揺 動

確定的
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図 2  1 次 ,

01

第 1層 層厚 ′l(mm)

2次 摂動解 と確定解の比較

015

図 1 長 方形積層平板の有限要素分割と負荷
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(MPa)

(a)Qの 分布

一―期待値

―- 3σ限界

(MPa)

( b ) %の分布

図 3 6層 積層平板の層内分布応力の期待値と3σ限界

(MPa)

(c)ちyの分布

表 1 4次 までの固有円振動数 が(rad/sec)の統計量解析結果

モー ド(グ)ケ ース   1    2    3    4

期待値

標準偏差  212

変動係数  472%

期待値

標準偏差  292

変動係数  332%

期待値

標準偏差  491

変動係数  469%

期待値

標準偏差  325

変動係数  301%

44 90

0 69    3 31     1 73

154%  737%  385%

88 06

1 44     0 93     1 70

164%  111%  193%

104 59

0 91     1 07     3 58

087%  102%  342%

107 88

2 29     0 30     2 15

212%  028%  199%

図4 レ ストレイント取り付け位置が不確定な立体配管

のレス トレイン トを有する外径 162 5 mmの 鋼製立体

配管の模式図である.レ ス トレイント取 り付け位置は建

屋建設の寸法精度に依存して往々不確かとなる。これを,

境界条件の指定される節点位置が確率的であるとして

2.2節の手法により解析する
°
.レス トレイント取 り付け

位置はその設計位置から±300 mmの 範囲で不確かであ

るとする。これ以上の情報はないので,位 置変動量の確

率密度関数は計 600 mmの 範囲のみで一様であると仮

定 し,設 計位置まわりの確率変数の 2次 モーメン トを

3002/3 mm2とする。 1個 のレス トレイントをはさむ 2個

の有限要素の長さを確率変数にとると,そ の 2個 の確率

変数は和が零でなければならないので,二 者には完全に

負の相関を与える.4個 所の取 り付け位置変動について

は,ケ ース 1と して各取 り付け位置が完全無相関で変動

する,ケ ース 2と して各取 り付け位置が配管に沿って同

方向に同量だけ変動する,ケ ース3と してケース2の 第

1レ ス トレイント位置のみが逆方向に変動する,ケ ース

4と して相隣るレス トレイント位置が相関係数 05で 変

動する場合を想定し共分散マ トリックスを作成する。表

1は上述の入力に対する4次 振動までの固有円振動数の

変動の解析結果をまとめたものであり, この変動は取 り

付け位置が無相関に変動する場合に大きくなる傾向を有

している。

4.3 減 衰が不確定な塔状構造物の時刻歴応答

構造物の振動解析において減衰はしばしば確定されて

いない。減衰の発生する物理的な機構を特定するのも困

難であり,測 定した振動記録から減衰の値を定める過程

によっても不確定性が混入してくる。一般に用いられて

いる減衰比によって減衰を表すこととし,そ の減衰比が

不確定な場合の塔状構造物の時刻歴応答を解析する.減

衰が減衰比で与えられる場合,構 造物のマ トリックス表

示された運動方程式は構造物の実固有値問題から得られ

る実モーダルマ トリックスの左右乗積によリモー ド分解

が可能となり,運 動方程式は一般化座標を本知数とする

スカラー方程式に変形される。各振動次数の減衰比を確

率変数とし,2章 所論の手法を運動方程式に適用すると,

2次 摂動近似により,一 般化座標の 2次 変動率までの決

定方程式が得られる
1°
.図 5は ,同図左に示す鋼製塔状構

造物にエルセントロ地震波 (NS成 分)を入力し,ニ ュー

マークβ法で運動方程式を直接時間積分 して得 られた

塔根元点の曲げ表皮応力の時刻歴応答の解析結果を期待

値と3σ限界により示したものである.本 構造の 6次 ま

E :レストレイ

0 :ア ンカー
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での無減衰固有円振動数は 1705,5636,16081,332

22,50509,822 57 rad/secであり, 6次 までとれば解

は十分収束していた。 6次 までの減衰比の期待値はすべ

て005,標 準偏差は005× 05=0025と している。また

各次数の減衰比間の相関係数はすべて 1と している。こ

の構造では 1次振動が卓越しているので,相 関係数の解

析結果に及ぼす影響は僅少であった。

減衰の変化は時刻歴応答の波高には影響を与えるが,

波形には大きい影響を及ぼさない。これに反し,固 有円

振動数の変化は,位 相を変えるので,波 形に大きい影響

を及ぼす。したがって,摂 動法による時刻歴応答変動の

解析は減衰変動の場合には有効であるが,固 有円振動数

変動の場合には有効ではない。

5.ヘ ッセ行列に基づ く最適設計手法

前章までは構造諸元の変動を摂動法により取 り扱う手

法と不確定変動による確率的構造応答解析への応用を述

べた.本 章では構造諸元の意図的な変更に関連した最適

化問題への応用について述べる。最近では逆変分原理に

基づ く構造物の形状決定問題
1"が

論じられるほど,最 適

設計手法は多岐にわたり研究されている
1ゆ
.本稿では,2

次摂動法で得られる変動率の最も簡単な応用例として,

面内一様圧縮を受けるFRP積 層平板の座屈固有値の繊

維配向角に関する無制約条件下での最大化を取 り上げ

る。この問題は既に有限要素法によらない方法で解かれ

ているので
19,そ

の結果と比較する。ここで,設計変数と

しては各層の繊維配向角 θ′(グ
=1～ ″:総層数)を とる.

繊維配向角が任意の値をとるとき,積 層平板は面内剛

性の [ζ′],面外国J性の [Kι]のほか,面内変形と面外変形

の連成によるカップ リング剛性の [Kc]マ トリックスが

構成され,座 屈固有値問題は初期応カマ トリックスを

20

2      4      6

図 5 塔 状構造物の底部曲げ応力の時亥J歴応答の変動

時 刻 s

[κG ]として式( 2 7 )の形にまとめられる
2 0 .

[認印」圏躊』冊判 ②
式(27)より{φク}を消去することにより

([κ:]―λ[κG]){φ。)={0)          (28)

ここで[κ綱は下式で得られる。

[K郁=[凡][κJr[ろ]1[4]    09)
[κb],[κc],[ζ′]はグ層の繊維配向角θJの関数であり,
これが初期値ことしてθ̀=2(1+ε,)と変化するとす
る。このとき座屈固有値 スの変化をε′に関する2次 まで

のテイラー展開として式(30)と近似する。

ス=フ十
′ξ

スlε′+号たとAλ Lε√プ    (30)

座屈固有値初期値フ,と 固有値変動率 ス|,スlは 2章所論

の手法により容易に求められる。無制約条件下でスを最

大にするε′の値は,式 (30)のὲに関する極値化条件式

(31)の解として近似的に求められる。

レ枷セ` } =―叫 }       m )

2次変動率を正方マ トリックスに配列したものはヘッセ

行列と呼ばれている.式 (31)のヘッセ行列は非特異であ

るとの保証はなく,定 値1生を有するとの保証もない。し

かしながら,スを大きくするのが変更目的であればλ:が

正で大きい値をとる設計変数のみを選択する等の方法を

援用すれば,そ のようにして得られる (縮少された)式

(31)を反復して目的関数である固有値を最大にする繊維

配向角が定められる。

上述の手法により得られた座屈応力と繊維配向角の最

適値への収束状況を図 6に 示す。一辺 400 mmの ボロ

ン/エポキシ4層 正方形板の圧縮座屈に関する本手法の

結果
2の

と平野の結果
19の一致を示したものである.使 用

有限要素は 64個の 2等辺 3角形要素である.図における
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図 6 4層 積層平板の座屈応力の最大値への収束状況

ρは下式による無次元化座屈応力である。

ρ=12λⅣχι
2/(π2ノ3022) (32)

ここで Nχ は単位長さあたりの面内圧縮力,ら は圧縮辺

長,′ は総板厚,022=ET/(1-ν ιrνπ)は材料の弾性定

数から定められるものである.本 手法においても,座 屈

応力の最大値への収束より繊維配向角の最適値への収束

が遅いことが示されている.

図 7は アスペクト比 125の 6層 長方形板の解析結果

を示す。アスペクト比 125は 座屈モー ドが圧縮方向半波

数πが 1か ら2へ と遷移する場合である。この座屈モー

ドの遷移点で座屈応力が最大となる場合, 1座 屈モー ド

に関する最適化のみでは繊維積層角は最適値への接近,

離脱を繰 り返す。このような場合,式 (31)で定められる

ε を直接 1ス テップにとらず,数 ステップに分ける。す

なわち,ス テップ数をsと すると,ὲ /sを変化量にとる.

このように繊維配向角変化量を小さく設定することによ

り最適値を見つけだすことができる.

6 結      言

本稿では,構 造諸元の変動に着目し,変 動が不確定で

ある場合については有限要素解析による構造応答の期待

値 と分散を求める手法を2次 摂動法と2次 近似法に基づ

き定式化し,解 析例を示した。この定式は境界要素法に

ついても適用可能である
21)。

構造物の安全性を評価する

際には,構 造諸元の期待値で定められる構造応答から大

きくへだたった応答を推定しなければならない。このと

き,変 動を表す確率変数が微小であるとの仮定は妥当で

はない。微小でない確率変数の影響を推定するには2次

摂動法はもはや有効ではなく,逐 次摂動法
2"が

有効であ

る。逐次摂動法を利用した構造信頼性指標の評価も既に

試みられている
2".
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図 7 ア スペクト比 125の 6層積層平板の座屈固有値の

最大化 (モー ド変化のある場合)

構造諸元をある意図をもって変動させる場合の一例と

して,無 拘束条件下での固有値最大化問題に対するヘッ

セ行列の応用例を挙げた。従来の最適化手法では,求 め

るのが繁雑であるとの理由をもってなぜか 2次変動率の

利用が等閑視されていた.数 式処理をふ くむ現代の計算

機の能力を考慮すれば 2次 変動率で定められるヘッセ行

列は最適化手法の 1つ としてより多く取 り上げられるべ

き素質を有していると考えられる。

本稿で述べた振動法は微分可能性を前提としている。

諸元の変動いかんによっては変動に対する微分可能性の

成立しない問題も多々存在している.こ のような問題に

現在適用可能な手法はシミュレーションであり, シミュ

レーションを実行可能 とするもの としてスーパーコン

ピュータの活用が今後期待される。

末尾ながら,筆 者の関心を構造系にふ くまれる不確定

量に誘なっていただいた本所柴田碧教授,確 率有限要素

法の展開に尽力された東大工学部久田俊明助教授,本 稿

でその一部を紹介した解析例の計算に協力された研究室

の諸氏に謝意を表する. ( 1 9 8 6 年5 月 1 2 日受 理 )
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