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BEM による応力拡大係数の高精度 ･汎用解析法
AccurateandEfficientAnalysesofStresslntensityFactorsfor

VariousCrackProblemswithBoundaryElementMethod

結 城 良 治*･松 本 敏 郎*

RyojiYUUKIandToshiroMATSUMOTO

1. 拷

境界要素法(BEM)にFEMの駈散化手法が導入され,

高精度化 ･効率化が図られて以来1),BEM によるき裂問

題の解析が発展 ･普及しつつあるが,精度 ･汎用性など

の面でまだ検討の余地がある.著者らは,BEM に適した

応力拡大係数の決定法として,き裂先端の変位 ･表面力

の直接解を利用する比例変位法 ･比例応力法を提案し,

このようなガの決走法の工夫により,2次元および3次

元モー ドⅠき裂のKが簡便かつ高精度に求められること

を明らかにしている2)･3).

本研究では,実用上重要となる混合モー ドき裂あるい

は複雑な形状のき裂,体積力場のき裂等が解析できる汎

用の2次元BEM弾性プログラムを開発し,各種の2次

元き裂のBEM解析を行った.あわせてこのようなき裂

においても前述の比例法が有効に利用できることを示す.

2. BEMの基礎武

本研究におけるBEM弾性解析は,Kelvinの解を用い

た直接法である.図 1のような弾性体の境界値問題の場

令,BEMの基礎式は次のように表される｡

Cりu,(P)十J,Tz,(P,Q)u,(Q)d1-
-I,Uu(p,Q)i,(Q)dlT か ,(p,q)b,(q)dip(1)
ここで,i,jは座標軸, u,,i,はそれぞれ変位および表面

力ベクトル,U｡,T2,はKelvinの基本解であり,それぞ

れ無限領城中の 1点Pのj方向に単位集中力が作用した

Ilu (uJprescribed)

図1 弾性体の境界値問題

UDC53931 519.6

ときの別の点釧こおけるi方向の変位,表面力である.

また,Cりは,滑らかな境界に対しては,クロネッカの記

号8Uを用いて1/2∂り表される定数である.b,は体積力

ベクトルである.

式(1)中の変位 u,(Q),表面力 lJ(Q)は境界上の値の

みからなり,境界を馳散化し,境界条件を用いることに

よって未知数の次元からなる連立方程式に変換でき,問

題が解けることになる.さらに,境界上の値 以J,JJが求ま

れば,領域内部の点pにおける変位は次式により求まる.

ul(A)+/,Tz,(捕 )u,(Q)dI,

-I,Uu(A,Q)i,(Q)d1-十LUz,(D,q)b,(q)d-Q (2)

また,内点のひずみや応力は式(2)を微分 した式に変位

-ひずみ関係式,構成方程式を用いて求めることができる.

3. BEM弾性解析プログラムの概要

前述(1)式の離散化解析手法については詳述を省き,

本研究で用いたBEM弾性解析プログラムの特徴のみを

以下に列記する.

1) 境界要素に2次アイソパラメトリック要素を用い

た.必要に応じてき裂先端には中間節点を1/4点に

移動した特異要素も用いた｡

2) コマンドを使って対話式に要素分割を行う自動分

割システムにより分割作業の効率化を図った.

3) 数値積分はGaussの数値積分公式を用い,誤差評

価法による積分次数の可変化により計算の効率化を

図った.

4) 特異積分は1つの要素をいくつかのサブ要素に分

割して行い,数値積分精度の向上を図った.

5) 表面力が不連続となる角点には無限小要素を用い

た.

6) 混合モー ドき裂の解析では,領域をき裂を含んだ

2つの領域に分割し,領域分割法で解析した.

7) 内部セルは三角形一次要素で牡散化し,Gaussの

数値積分を誤差評価法を組み込み実行した.

4. gの決定法 (比例応力法,比例変位法)
*東京大学生産技術研究所 第 1部
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き裂問題の解析においては,前 述の離散化解析手法の   の 平均値を示 して
いるものと考えられ,式 (8),(9)に

高精度 ・効率化に加えて, き裂先端の応力の特異性に起   お ける比例関係 もそのまま成 り立
つ と予想される。そこ

因して,κの決定法を工夫する必要がある。以下にBEM   で ,問 題 Bと してKの わかって
いる問題 (基準問題)を

に適したKの 決定法として,比 例応力法および比例変位   あ らかじめ解析し,図3のC点での表面力を求めておき,

法°を,混 合モー ドに拡張して定式化を示す。 同じ相対分害1でκのわかっていない問題 Aの C点 での

図 2に示すようにき裂先端近傍の応力,変 位,表 面力   表 面力を求めれば,式 (8),(9)よ り問題
Aの F値 が次

を定義する。き裂先端近傍におけるき裂前方 (θ
=0)の    の ように求められる (比例応方法)。.

応力分布 の,τ。およびき裂後方 (θ=± π)の相対変位

Z%,∠ ″は次式で表される.

の協→二十 湯    “ )

出 却=十傷    m)

升 #≒券√    い )

井 #≒傷√    “ )
ここで, ∠υ=υ θ_π

~υ θ‐_■, ∠ク=ク θ=π
~Zθ ‐―π,

G:横 弾性係数,/=3-4ン (平面歪),(3-ν)/(1+ν)

(平面応力),ν:ポアソン比,ん ,κ :はモ
ー ドIおよび

モー ドHに 対する応力拡大係数である.通常,σを負荷応

力, αをき裂半長として,Kを 次のように無次元化して

表示する.

」f l = F Iσソ7 ,  K I = n lσ v  πα

今,異 なるき裂問題 A,Bを 考える.き裂先端の要素の

相対分割 ,ブ′を問題A,Bで 互いに等しくすると,式

(3),(4)よ り,表面力と3,Fllの間に次の比例関係が

得られる。

路]A=[奇]∂=三芳梁=COn飩  (8)

[壽 ]メ
= [壽
]∂
=三
我 昇
= C O n飢   ( 9 )

BEMや FEM解 析におけるき裂先端の節点値は誤差が

含まれ,通 常それ自身単独では使用できなく,外 挿法な

どでは用いられないが,そ れが含まれる要素内である種

ん=冊島
L=冊 島
なお,村上ら

りは,精 度を上げるための要点として,き裂

がない場合にももともと存在している表面力成分 ら̀ ,

なgを ′y,C,`ぇ,cから差し引くべきことを重ね合わせの原

理から導いている.

同様な比例関係は変位についても成立し
め,図 3でつ

点の節点相対変位を∠%っ,∠υ,とすれば問題 Aの F値

が次のように求められる (比例変位法).

Дス=協島・券n,
・・=t舞語・サnB

(7)
ここで,クス,αBは それぞれ問題 A,Bの き裂(半)長であ

る。なお,比 例応方法,比 例変位法の適用に当たっては,

両問題のき裂先端近傍の要素の相対分割 ′ル を等しく

する必要があることを再記しておく。

BEMに よるKの 解析では,従 来変位ないし応力の外

挿法が用いられてきた.外 挿法ではき裂先端近傍の要素

分割を十分細かくする必要があるが,上述の比例法では,

比較的粗い要素分割でも,高 精度な解が期待できる
。.

5 解  析  結  果

51 混 合モード直線き裂の解析

対称性を利用できない混合モ
ー ドき裂の解析では,領

域分割法を適用することにより,BEMに よる解析が可

能となる.以 下に各種混合モ
ー ドき裂のκの解析例を示

す。κの決定法として前述の比例応力法,比 例変位法を

用いた。その際の基準解として,図 4に示す長方形板中

の傾斜直線き裂 (7T1/=2,α /″ =05,α =45°)に対す

る結城ら'による選点法の解を用いた.表 1に基準解と

同一の問題であるが,中 央傾斜き裂の傾斜角 α, き裂長

α/7を 変えた場合の比例変位法より求めた
一連の解析

結果を選′点法の解と比較して示す.表 1か らき裂が大き

いα/「 =08を 除き,比較的高精度の解が得られ,κ Iの

決定に際しても比例変位法が有効に利用できることが確

認された。

次に基準解を上述と同じとし,図 5に示す片1員」傾斜き
,  C

図 3 き 裂先端近傍の要素分割と節点
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α/ 7

BEM
Present results

Collocation method
by Yuuki

FI FII Fl 名 I

1 5

0 1

0 2

0 3

0 4

0 5

0 6

0 7

0 8

0 9373    0 2505

0 9571    0 2516

0 9896    0 2531

1 0389    0 2561

1 1100    0 2616

1 2283    0 2752

1 3970    0 2963

1 6604    0 3270

0 9391    0 2502

0 9577    0 2510

0 9904    0 2527

1 0402    0 2560

1 1128    0 2619

1 2183    0 2727

1 378     0 293

1 653     0 307

0 1

0 2

0 3

0 4

0 5

0 6

0 7

0 8

0 7512    0 4337

0 7725    0 4382

0 8025    0 4434

0 8440    0 4495

0 9011    0 4620

0 9828    0 4814

1 0518    0 5063

1 2316    0 5563

0 7557    0 4339

0 7730    0 4367

0 8025    0 4417

0 8456    0 4497

0 9046    0 4617

0 984     0 480

1 091     0 508

1 245     0 550

0 1

0 2

0 3

0 4

0 5

0 6

0 7

0 8

0 5042    0 5040

0 5177    0 5089

0 5403    0 5173

0 5718    0 5293

base     base

0 6621    0 5638

0 7206    0 5938

0 7869    0 6293

0 5046    0 5018

0 5181    0 5072

0 5406    0 5162

0 5719    0 5290

0 6119    0 5458

0 6611    0 5674

0 721     0 595

0 795     0 630
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表 1

*l Proportional Displacement Method(比例変位法)

*2 ProportiOnal Stress MethOd(比例応力法)

裂のκを比例応力法 ・比例変位法により求めた。表 2に

θ=30°,45°の場合について本解析結果を選点法 (MMC)

による Freeseの解。と比較 して示す.Freeseの解は図か

ら読み取った値であるが 1%前 後で両者が一致 し, き裂

二,二1

0

●BEM
F(″ →cc)cOnformal Mapplllg

MethOd by Yuuki

0 2

α/″

図 6 長 方形板中の両端屈折き裂の応力拡大係数

形状,境 界条件が基準解と異なっても比夕1法が適用でき

ることがわかる.

52 屈 折き裂の解析

上述の結果から領域分割法の適用およびκの決定法の

工夫により,非 直線形状の複雑な 2次 元き裂のκ も

BEMに より簡使かつ比較的高精度に解析できる見通し

が得られた。ここでは,図 6に示すような両端屈折き裂

が長方形板 (″/″ =2)の 中で一様引張を受ける場合に

ついてBEM解 析を試みた。き裂形状を一定 (θ=45°,″ α

=04)に 保ったまま,α/″ を徐々に大きくした場合の比

例変位法により求めたる,KIの 変化を図 6に示す_

。 ‐                ‐ ‐ ‐

図4 長 方形板中の中央傾斜

き裂と要素分害J

図5 長 方形板中の

片佃1傾斜き裂
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Region l

Region 2

W

表 2 長 方形板中の片側傾創き裂の応力拡大係数

θ /́″
Fl=K/(σ′7ク) Fll=κ:/(σ77ク)

DM* SM*J Fleew PDM PSM Freee

0 2

0 3

0 4

0 5

1 082

1 270

1 551

1 964

1 090

1 282

1 565

1 981

1 11

1 28

1 55

1 98

0 355

0 403

0 471

0 561

0 357

0 407

0 478

0 572

0 36

0 41

0 48

0 58

0 2

0 3

0 4

0 5

0 797

0 898

1 050

1 275

0 796

0 899

1 053

1 271

0 80

0 90

1 02

1 27

0 404

0 446

0 501

0 571

0 402

0 446

0 503

0 567

0 41

0 45

0 50

0 58



R1/R2=01

α/Rl=05
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図 7 き 裂を有する回転円板

*BEM 要 素数  46,内 部セル 81

**FEM 要 素数 868,節 点数  945

α/″→0の極限では,結 城らの等角写像法による無限

板中の屈折き裂の解
つとほぼ一致した。この結果から,実

際の構造物で見られる複雑な形状のき裂についても,本

解析法により実用上十分の精度で解析できるものと思わ

れる。 さ らにき裂伝播方向に関するクライテリオンを導

入すオtは き裂進民シミュレーション解析も可能と思われる.

53 き 裂を有する回転円板の解析

一般に体積力が作用する場合はBEMに おいても領域

を内部セルに分割し領域積分を実行する必要がある.こ

こでは,体 積力として遠心力が作用する図7に示すき裂

を有する回転円板のκをBEMに より解析した.そ の内

部セルの分割例を図 8に 示す。比重γ=785× 10~6kg/

mm3,ン=03,Ⅳ =(30/π)ω=10000rpm,E=21× 104kg/

mm2と したときの解析結果を表3に示す。表には同
一問

題に対するFEM。および体積力法
"による結果も併記し

た。応力拡大係数は次式で無次元化している。

rl(2)=A1/(σO/7′), ん(ス)=スL/(av7α )

F(λ)=のソ7″/1%, λ=α/Pl

仇=¥子 屁     0

げ¥子 {だ十麗器 (鳥十の
2

+石
可T 7ア )

図8 内 部セルの分割例

ここでωは角速度,gは 重力加速度,のはき裂のない回転

円板の中心に生じる円周応力,σlはそのき裂先端となる

べ く位置での円周応力である.κ は,接 続外挿法
の。比例

応力法 ・比例変位法で求めたが,比 例変位法で求めたκ

が最も精度が良く,精 度の高い解として信頼できる体積

力法の解と一致 (01%以 下)し た.ま た FEMの 解と比

べて精度 ・効率の面ではるかにすぐれていることがわか

る。本プログラムは,体 積力場の問題のみならず,熱 弾

性,初 期ひずみの問題にも直接利用できる.

6 結      言

汎用め 2次元 BEM弾 性解析プログラムを開発し,各

種混合モー ドき裂や体積力場中のき裂を解析した。本解

析では,κの決定法として,BEMの 直接解であるき裂先

端での表面力や変位の節点値を用いる比例応力法,比 例

変位法を用い,本 方法がいずれのき裂問題に対しても有

効に利用でき,簡 便かつ高精度なκの決定法であること

を示した. (1986年 5月 9日 受理)
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表 3 き 裂を有する回転体の応力拡大係数 (平面応力)

BEⅣ I* FETvI*
本積力法
寸上,西谷

接続外神法 比較変位法 比較応力法 直接法 ネルギー法

ス(λ)

パλ)

F (λ)

1 5919

1 1043

0 8884

1 5955

1 1069

0 8864

1 3 5 5 9

1 1488

0 8540

1 569

1 089

0 901

1 601

1 111

0 883

1 594

1 106

0 887




