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平板座屈固有値の有限要素再解析

- 圧縮を受ける正方形板に補強材をつける場合-
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- Stiffenerattachmenttosquareplateundercompression-
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1. 緒

構造変更による構造応答の変化を,はじめから解析を

や り直すのではなく,変更に応じた小規模な演算で効果

的に行う手法は再解析 と呼ばれている1)･2).構造変更を有

限要素法の観点から分類すると,剛性マ トリックス等の

対象マ トリックスのサイズの変化の有無 (たとえば構造

部材の追加),また変更に影響される対象マ トリックス成

分数の大小に分けられる.変更を構造諸元のパラメータ

の観点から分類すると,パラメータ変化量の大小によっ

て分けられる.パラメータ変化量が小さい場合には,徳

造変更の影響を受ける対象マ トリックス成分数の大小に

かかわらず,摂動解法が再解析手法としても有効であろ

う.パラメータ変化量が大きく,変化するマ トリックス

成分数が大きい場合には,再解析の細工をするよりも解

析をや り直すほうが簡便である.再解析の所要演算時間

はや り直し解析のそれより短 くなければならないとの要

請が存在するので,再解析が有効となるのはパラメータ

変化量が大きく,変化する成分数が小さい場合である.

静的問題の構造再解析の有効さについては悲観的な報

告もある3).しかしながら,構造の局部的変更を考慮した

固有値問題は古 くから研究されている4)｡同自由度数の

固有値問題 と連立一次方程式の求解の演算時間は,前者

のほうが格段に長い.固有値問題の再解析を連立一次方

程式の求解に置き換えて定式化できれば,再解析の有効

さが生かされる可能性がある｡本稿は,かかる考えに基

づき,圧縮を受ける正方形平板の座屈固有値を対象とし,

構造変更としては補強材を付加する場合を例にとり,固

有値問題,特に固有ベクトルの変化を考慮して,この再

解析手法を定式化するものである.さらに,数値計算例

により再解析の所要演算時間が解析をや り直す場合より

も短いことを示す.
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2. 固有値問題再解析の問題設定

線形座屈固有値問題の基礎式を式(1)で表す｡ここで

上横棒は構造変更前の原設計に対応するものであること

を示し,[R;]は剛性マ トリックス,[kG]は座屈に関す

る初期応力マ トリックスである｡原設計に対して固有値

解析が行われており,座屈固有値コと固有ベクトル(紬 ま

既知であるとする｡

([雇]+封KG])(L1" -IO) (1)

たとえば補強材付加のような構造変更により,剛性お

よび初期応力マ トリックスには[AK],[AKG]の変化が

生ずるものとする.ただし,その非零成分の個数は[斉]
等のサイズに較べて小さい,また [AR=]等のサイズは

[斉]等のサイズに等しい場合を取 り扱う.ここで

lK]-[存]+【AK] (2)

[KG]-[斉G]+[AKG] (3)

)-六十∠以 (4)

(射-(LQ)+(AQ) (5)

とし,構造変更後の固有値問題式(6)の解を

([K]+)[KG])iQ)-(0) (6)

[AK],[AKG]を与件として,AAと(AQ)の形で求める

のが本稿で設定する問題であり,[』∬],[』ガ ｡]の変化量

は大きいものとする.

3. 固有値問題再解析の定式A

式(2)から式(5)を式(6)に代入した結果に,左から

†封T(Tはマ トリックスの転置を意味する)を乗じ,さら

に [斉]等の対称性を利用するとA)Lの決定方程式が式

(7)と得られる.この式によればAAは(A抑 こ依存 して

いる.

Â -響 きfKKG]]王子LAKT ,('Y.讃 (7)

前記代入結果を〈A封について整理すると式(8)が得 ら

れる.
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([κ]+Й[KG]){∠φ}=― ([∠K]十ス[∠K6]){7}
―んλ([κG]+[∠κG]){7+∠φ}     (8)

[fN/]十Й[76])は特異であるが,上式左辺の[κ]十フ[κσ]は

非特異であり,そ の逆マ トリックスは存在する。しかし

ながら,式 (8)の連立一次方程式としての解 として{∠φ}

を計算しても,固 有ベクトルの規準化条件が不明確 とな

る。そこで,固 有ベクトルの規準化条件として式(9)を

とる。

{7}7[76]{7}={7+∠φ}7([アε]十[Rs]){7+∠φ}=1

( 9 )

式(9 )右側の式を変形すると{∠φ}に関する付帯条件式

( 1 0 )が得られる.

2{7}r[KG]{∠φ}=―(7}T[∠Kε]{7}―{∠φ}T[κε]{∠φ}

( 1 0 )

式(9)の規準化条件を式(10)の付帯条件として加味した

{∠φ}の決定方程式は式(11)の形にまとめられる°.

[И]r[ス]{∠φ}=

囲1三ぢ寿夏F訴咀嘲肩憲aヌ
+∠φ
l

( 1 1 )

ここで [4]は 下式で与えられる非正方マ トリックスで

ある。

□=1男「階]   ⑫
式(11)には4λが含まれており,ま た右辺には41と

“φ),レ φ}とンφ}の積が現れている。 したがって,4λ

と[∠φ]は式(7)と式(11)の非線形連立方程式の解 とな

るので,反 復解法が必要となる.反 復にあたっては,第

π回の多λとИφ}の値を式(7),(11)の右辺に入れて,第

%+1回 の値を左辺の解として定める.本定式において式

(11)の係数マ トリックスレ]T[И]は反復回数によらず一

定であることが特長である。一方,[κ]と[KG]は帯状マ ト

リックスであるが,[ス]τИ]は帯状とならず,さ らに[κ]

十ラ[κε]と2{7)T[K。]とは数値が桁違いなので精度保持

のための桁揃えの因子を付帯条件に乗じて置く必要のあ

ることに注意を要する.

4 固 有値問題再解析の定式B

3節所論の定式Aで は,式 (11)右辺にZ/1とフφ]の非

線形項が残り,反 復解法において近似精度の向上が期待

できない。非線形項を除外するには,式 (11)にかえて式

(13)を用いる定式も可能である。肩符″は反復回数を示す。

[β
π
]τ[B″]{∠φ

″+1}=

pql:懸各夏輛
』X7}π́K』椰

10
図 1 圧 縮を受ける正方形平板 と縦補強材詳細
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5 圧 縮を受ける正方形平板に関する数値計算例

図 1に再解析の対象とする正方形平板を示す。負荷は

y方 向の圧縮荷重とし,平 板は全周で単純支持条件にあ

るとする.こ れを原設計とし,構 造変更として図中の中

央線に沿いy方 向の縦補強材を付加する場合を想定す

る.補 強材の断面を同図右下隅に示し,補 強材の高さ″

を設計変数とする.補 強材の振 り剛性は無視する。〃が

小さく補強材の曲げ剛性が小さいときは,座 屈は平板と

補強材が共に挽む固有モー ドで生ずる.補 強材の曲げ剛

性 EIと 平板曲げの剛性指標 Dbの 比γが限界剛比を越

えるほど〃が大きくなると,補 強材は挽まず平板が二つ

の板場にわかれて座屈するモー ドとなる.こ こでDは 平

板の曲げ剛性,bは 平板y方 向の幅である.

正方形平板を64個 の二等辺三角形要素に規則的に分

割する.正方形板は薄く,Kirchhoff Loveの仮説が成立

するとして,使 用要素は曲げに関して 9自 由度非適合

BCIZ要 素。であり,面 内変形に関しては一定面内ひずみ

要素である.圧 縮負荷を圧縮辺で一様変位条件として加

えるとき,補 強材を付加しても面内の平面応力場は変化

せず,補 強材の曲げによるひずみエネルギの寄与分のみ

により[∠κ]と[ 短́]は定められる。一方,負 荷を一様分

布圧縮荷重として加えるときは,補 強材を付加するとそ

の圧縮剛性により平板内の平面応力場に変化を生 じ,

[∠Kε]にその寄与分が現れる.圧 縮方向直角に横補強材

を付加する場合も同様である。これらの場合,平 面応力

単位 :m m

報

と

一け

０
一　
　
ご
　
十

“
叶
一姜処

こ
　
　
　
　
　
ヽ
」

に
　
十

⑧



研 究 速 報 | | | | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! | | | | | | | | | | | 1 l l l l I I I I I I I I I I  I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I  I I I I  I I I I  I I I I  I I I I  I I I I I I I I I I I I I I  I I I  I I I  I  I I I  I I I I I

384  38巻 8号 (19868)

場の変化はわずかではあるが平板全面で生ずるので,

[∠Kc]の非零成分の個数は増大する。

図 2に 剛比 γを変えて固有値再解析を定式 Aで 行っ

て得られた 1次から4次 モー ドまでの座屈応力を示す。

原設計の座屈モー ドは,X方 向半波数/y方 向半波数で表

すと, 1次 が 1/1, 2次は 2/1, 3次は 3/1, 4次は 2/2

である。この例の縦補強材はχ方向の座屈波形を抑制す

る作用をするから, 3次 までの補強効果は著 しい。 4次

モー ドについて中央縦補強材は座屈モー ド節線に位置す

るので補強効果は得られない。本図は,定 式 Aに よって

も,原 設計での固有モー ドで固有次数を数えるとき,座

屈固有値の逆転が追跡可能であることを示している。図

3は ,剛 比 09の 縦補強材を付加した場合の座屈モー ド

の反復収束状況を2次 モー ドについて示 したものであ

り,定式 Aに よっても固有ベクトルのかなりの変化が再

0             03            06            09

ネ1打強本オ丹 板剛上ヒ(E1/Db)

図 2 縦 補強材の設計変更による座屈応力の変化
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解析されている。なお,図 中の点線は縦補強材位置を示

す.座屈応力の定式 Aで の反復収束状況を剛比 09の 縦

補強材の場合について図4に示す.本 図より3節所論の

非線形連立方程式の反復解法の収束は早 く, 3次 等の高

次モー ドでも%=5で 十分収束の得 られることがわか

る.

6 所 要演算時間と考察

5節 に述べた数値計算は要素数 64,総 自由度数 123,

バンド幅 30で原設計の剛性マ トリックス等を構成し,構

造変更により影響 を受 ける自由度数 は 10で ある。

FACOM M 380Q計 算機による原設計固有値解析の演

算時間は274秒 であり,反復 5回 に対する第 1回の再解

析では 164秒 を要した.2回 以降の再解析の所要時間は

085秒 である.2回 以降の再解析 というのは,5節 の例

反復回数

図 4 座 屈応力の反復回数物に対する収束状況
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図 3 縦 補強材付加時の座屈モー ドの反復回数 物 による変化
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でいえば設計度数〃 を順次変 えることを意味す る。

И]TИ]の作成において基本 となるマ トリックス乗積を

行っておいて,パ ラメータ値のみを変えるようにできる

ので, 2回 目以降の再解析は第 1回の再解析より演算時

間が短縮される.274秒 より169秒 は短いので本手法

は再解析の要請を満たしている。また,同 じ解析対象を

要素数 256,総自由度数 435,バンド幅 54,変更を受ける

自由度数 18で解析するときには原設計に1022秒 ,第 1

回の再解析に305秒 , 2回 以降の再解析に 195秒 を要

した。これは固有値問題を連立一次方程式の求解に置き

換えて再解析を行うとき,総 自由度数に対して変更を受

ける自由度数がオロ対的に少なくなると,再 解析の有効度

が向上することの証左である.

夕 を定める式(7)では{J十∠φ}が分母,分子に現れて

いる。したがって,レ φ}の誤差が大きくても,∠スが収束

してしまう場合もある。本稿では例示しなかったが,た

とえば板場中央線に圧縮荷重に対して垂直となる横補強

材を付加する場合, 6次座屈モー ドで設計変数〃の変更

量が大きい場合,定式Aに よる再解析では固有ベクトル

変化の収束が得にくい。このような場合には,定 式Bに

より収束解が正しく得られるが,反復ごとにレ
″
]を作成

し,連 立一次方程式の求解を行わねばならないので,再

解析の演算時間は256要素の例で原設計解析時間の

80%に 達する。 (1986年4月 24日受理)
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